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Prólogo a la segunda edición 


El notable desarrollo y clasificación de la teoría de la elasticidad y de 
sus aplicaciones, ocurrido desde que la primera edición fue escrita, es 
reflejado en las numerosas adiciones y enmiendas introducidas en la edición 
presente. La estructura de la obra sigue siendo la misma en su mayor parte. 

Las cuestiones referentes al método fotoelástico, problemas bidimen- 
sionales en coordenadas curvilíneas y tensiones de origen térmico han sido 
ampliadas y redactadas de nuevo, constituyendo ahora capítulos indepen- 
dientes que presentan muchos métodos y soluciones que no se encontraban 
en la edición anterior. Se ha añadido un apéndice en el que se expone el 
método de las diferencias finitas y sus aplicaciones, incluyendo el método 
de relajación. Asimismo, en los otros capítulos, se han introducido nuevas 
preguntas que tratan sobre la teoría de la «roseta», tensiones gravitato- 
rias, principio de Saint-Venant, componentes de la rotación, teorema 
de reciprocidad, carácter aproximado de las soluciones de los estados 
tensionales planos, centro de torsión y centro de flexión, concentración 
de las tensiones de torsión en las zonas de transición, estudio aproximado 
de secciones delgadas sometidas a torsión y flexión y cilindro de sección 
circular sometido en una banda de su superficie a la acción de una presión. 

Pensando en los alumnos se han incluido al final de cada capítulo, desde 
el primero hasta el dedicado a la torsión, algunos problemas. 

Agradecemos vivamente las numerosas sugerencias y consejos de los 
lectores del libro. 


S. TIMOSHENKO 
J. N. GOODIER 


PaLo ALTO, CALIFORNIA 
Febrero, 1951 


Prólogo a la primera edición 


Durante los últimos años, la teoría de la elasticidad ha sido aplicada 
a la resolución de numerosos problemas de ingeniería. Existen muchos 
casos, en efecto, en los que, los métodos elementales de la resistencia de 
materiales resultan inadecuados para obtener la distribución tensional, 
que se produce en las estructuras, debiendo hacerse uso de los métodos de 
la teoría de la elasticidad. Este es el caso, por ejemplo, de las tensiones 
locales que se producen en la proximidad de los puntos de aplicación de 
las cargas o de los soportes de las vigas, de la distribución tensional en 
cuerpos cuyas dimensiones son todas del mismo orden de magnitud, de 
las tensiones en rodillos y en bolas de cojinetes. De igual forma, la teoría 
elemental no permite estudiar el estado tensional existente en aquellas 
zonas de vigas o ejes en las que la sección cambia bruscamente. Como se 
sabe, los ángulos entrantes originan fuertes concentraciones de tensiones, 
las cuales pueden causar fisuras, especialmente si la estructura sufre es- 
fuerzos oscilantes. La mayoría de los casos de fractura que se dan en las 
piezas de máquinas tienen ese origen. 

En los últimos años, se ha avanzado considerablemente en la reso- 
lución de esos problemas, de importancia práctica tan notable. En ciertos 
casos, en los que es difícil obtener la solución exacta, se ha hecho uso de 
métodos aproximados. En otros, han sido empleados procedimientos ex- 
perimentales. Uno de ellos es el método fotoelástico, aplicable a problemas 
bidimensionales. El equipo para ensayos fotoelástico puede encontrarse 
hoy en universidades y en muchos laboratorios de investigación imdus- 
trial. Los resultados de los ensayos fotoelásticos han sido especialmente 
útiles para el estudio de la concentración de tensiones en puntos de zonas 
de variación rápida de la sección transversal y en ángulos entrantes. Sin 
lugar a dudas, estos resultados han influenciado notablemente el diseño 
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de las piezas de maquinaria, ayudando a eliminar las zonas débiles en las 
que las fisuras pueden iniciarse. 

Otro ejemplo de la aplicación fecunda de los métodos experimentales, 
es el empleo de la película de jabón para la determinación de las tensiones 
de torsión y flexión en piezas prismáticas. El difícil problema de la inte- 
gración de una ecuación diferencial sometida a unas ciertas condiciones 
de contorno se reduce, en este caso, a la medida de las pendientes y de- 
flexiones de una película de jabón convenientemente estirada y cargada. 
Los experimentos demuestran que de esta forma se obtiene, no sólo una 
imagen de la distribución tensional, sino también la necesaria información 
cuantitativa sobre la misma, con una exactitud suficiente para las apli- 
caciones prácticas. 

La analogía eléctrica proporciona, también, un medio para estudiar 
las tensiones producidas por la torsión en las zonas de transición de ejes 
de diámetro variable. La analogía entre el problema de la torsión de placas 
y el de la elasticidad bidimensional, ha sido aplicado también con éxito 
en la resolución de importantes problemas de ingeniería. 

Al preparar este libro se ha intentado facilitar a los ingenieros, de 
manera sencilla, el conocimiento fundamental necesario de la teoría 
de la elasticidad. Se ha querido también presentar la solución de ciertos 
problemas especiales que pueden ser de importancia práctica, así como 
describir los métodos aproximados y experimentales de resolución de los 
problemas de elasticidad. 

Pensando en las aplicaciones prácticas de la teoría de la elasticidad, 
hemos omitido algunos temas de gran interés teórico y aquellas que en 
el momento actual no presentan ninguna aplicación práctica inmediata, 
para dar lugar al estudio de problemas concretos. Sólo considerando tales 
casos con todo detalle y comparando los resultados dados por los métodos 
exactos con las soluciones aproximadas dadas en los textos elementales 
de resistencia de materiales, puede el proyectista adquirir un conocimiento 
profundo de la distribución de tensiones en las estructuras, enseñán- 
dosele las ventajas de los métodos rigurosos del análisis tensional. 

Al estudiar problemas especiales, se ha aplicado, en la mayoría de 
los casos, el método de la determinación directa de las tensiones y se 
han empleado las ecuaciones de compatibilidad expresadas en función 
de las componentes de la tensión. Este método es más familiar a los in- 
genieros, los cuales se interesan, por lo general, por la magnitud de las 
tensiones. Una adecuada introducción de funciones de tensión suele sim- 
plificar este método, haciéndolo más sencillo que aquel en el que las ecua- 
ciones de equilibrio son expresadas en función de los corrimientos. 

En numerosos casos, se ha hecho uso del método de la energía elástica. 
De esta forma, la integración de ecuaciones diferenciales, queda susti- 
tuida por la búsqueda de las condiciones de mínimo de una cierta integral. 
Este problema de cálculo variacional se reduce, usando el método de Ritz, 
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a la sencilla obtención del mínimo de una función. De esta forma, se 
encuentran soluciones aproximadas útiles en muchos casos de importan- 
cia práctica. 

Con el fin de simplificar, el libro comienza con los problemas bidi- 
mensionales, pasando luego, cuando el lector se ha familiarizado con los 
métodos de resolución de los problemas de la teoría de la elasticidad, a 
los tridimensionales. Aquellas partes del libro que siendo importantes, se 
pueden omitir en una primera lectura, van impresas en letra pequeña. 
El lector puede estudiar tales problemas después de haber acabado con 
las partes más esenciales de la obra. 

Las deducciones matemáticas son presentadas en forma elemental 
no requiriendo, por lo general, mayores conocimientos que los dados en 
las escuelas de ingeniería. Si los problemas son más complicados, se dan 
todas las explicaciones necesarias y los cálculos intermedios con el fin de 
que el lector pueda seguir sin dificultad los desarrollos matemáticos. 
Sólo en unos pocos casos son presentados los resultados finales sin detallar 
la deducción de los mismos. En ese caso, se incluye la referencia de los 
trabajos en los que tales deducciones pueden ser encontradas. 

Las numerosas notas que contiene este libro dan la referencia de los 
trabajos y libros sobre teoría de la elasticidad que pueden ser de impor- 
tancia práctica. Tales referencias pueden ser de interés para los ingenieros 
que deseen estudiar algún problema especial con mayor detalle. Ellas 
nos dan también una visión del desarrollo moderno de la teoría de la elas- 
ticidad, pudiendo ser de interés para aquellos graduados que se especia- 
lizan en este campo. 

En la preparación de este libro se ha utilizado una obra sobre el mismo 
tema (Theory of Elasticity, vol. 1, San Petersburgo, Rusia, 1914), cons- 
tituido por una serie de conferencias dadas en diversas escuelas de in- 
geniería rusas. 

El autor ha sido ayudado en su trabajo por el Dr. L. H. Donnell y 
el Dr. J. N. Goodier, quienes revisaron el manuscrito y le sugirieron 
diversas correcciones. El autor agradece asimismo a los profesores G. H. 
Mac Cullongh, E. E. Weibel, M. Sadowsky y D. H. Young, la colabora- 
ción prestada en la preparación final del libro y en la lectura de algunas 
partes del manuscrito. Queda también reconocido al señor L. S. Veenstra 
por la realización de los dibujos y a la señora E. D. Webster por su trabajo 
de mecanografía. 


S. TIMOSHENKO 


UNIVERSIDAD DE MICHIGAN 
Diciembre, 1933 
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Introducción ón da 


1. Elasticidad. "Todos los materiales estructurales presentan en 
cierto grado la propiedad de elasticidad, es decir, si las fuerzas exteriores 
que deforman la estructura no rebasan un cierto límite, la deformación 
desaparece cuando se suprimen tales fuerzas. En este libro, se supondrá 
que los cuerpos que sufren la acción de las fuerzas exteriores son perfec- 
tamente elásticos, es decir, recuperan su forma inicial después de suprimir 
las fuerzas. 

La estructura molecular de los cuerpos elásticos no será considerada. 
Se supondrá que la materia del cuerpo elástico es homogénea distribuyén- 
dose con continuidad en su volumen, de forma que cualquier elemento 
extraído de él, posee sus mismas propiedades físicas. Para simplificar los 
razonamientos se supondrá también que el cuerpo es isótropo, es decir, 
las propiedades elásticas son las mismas en todas las direcciones. 

Los materiales estructurales no cumplen, en general, las condiciones 
señaladas anteriormente. Un material tan importante como el acero, por 
ejemplo, consiste en cristales diferentes, distintamente orientados como 
puede verse al observarlo al microscopio. El material dista mucho de ser 
homogéneo, pero la experiencia muestra que las soluciones de la teoría 
elástica, admitiendo las condiciones de homogeneidad e isotropía, pueden 
ser aplicadas a las estructuras de acero con gran exactitud. La explica- 
ción es que los cristales son muy pequeños: generalmente hay millones 
en un centímetro cúbico. Mientras que las propiedades elásticas de un 
cristal pueden variar mucho con la dirección, los cristales están general- 
mente orientados al azar y las propiedades elásticas de las piezas grandes 
corresponden a los promedios de las propiedades cristalinas. Siempre que 
las dimensiones geométricas de un cuerpo sean grandes comparadas con las 
dimensiones de los cristales, la suposición de homogeneidad puede ser 
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usada con gran exactitud y si los cristales están orientados al azar, el ma- 
terial puede ser tratado también como isótropo. 

Cuando a causa de ciertos procesos tecnológicos, tales como el lami- 
nado, predomina una cierta orientación de los cristales del metal, las pro- 
piedades elásticas dependen de la dirección y debe considerarse la condición 
de anisotropía. Tal condición se da, por ejemplo, en el cobre laminado 
en frío. 


Pé 


Fic. 2 


2. Tensiones. Supongamos que el cuerpo representado en la fi- 
gura 1, se encuentra en equilibrio. Bajo la acción de las fuerzas exterio- 
res P,, ..., P,, se producirán fuerzas interiores que actuarán entre las dis- 
tintas partes del cuerpo. Para determinar la magnitud de esas fuerzas en 
cualquier punto O, supongamos al cuerpo dividido en dos partes A y B. 
mediante la sección plana mm que contiene a dicho punto. Si consideramos 
una de esas regiones, por ejemplo, la 4, se puede establecer que está en 
equilibrio bajo la acción de las fuerzas exteriores P,, ..., P, y las fuerzas 
interiores, repartidas en la sección mm, que representan la acción del 
material de la región B sobre el material de la región 4. Se supondrá 
que estas fuerzas se distribuyen con continuidad en la sección mm, de la 
misma forma que la presión hidrostática o la presión del viento se distri- 
buyen de forma continua en la superficie sobre la cual actúan. La magni- 
tud de tales fuerzas se define generalmente por su intensidad, o sea, por 
la fuerza que actúa sobre el área unidad. Cuando se trata de fuerzas inte- 
riores, la intensidad se llama tensión. 

En el caso sencillo de una barra prismática, sometida a tracción bajo 
la acción de fuerzas distribuidas uniformemente sobre sus extremos (fig. 2), 
las fuerzas interiores se distribuyen también uniformemente sobre cual- 
quier sección plana mm. En consecuencia, la intensidad de esta distribu- 
ción, la tensión, puede obtenerse dividiendo la fuerza P por el área A 
de la sección recta. 
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En el caso que acabamos de considerar, la tensión era uniforme en 
toda la sección recta. En el caso general de la figura 1, la tensión no se 
distribuye uniformemente en mm. Para obtener la magnitud de la tensión 
que actúa sobre el pequeño elemento de área A, que comprende al 
punto O, suponemos que las fuerzas que actúan a través de este área ele- 
mental, debidas a la acción del material de la parte B sobre el material 
de la parte 4, se reducen a una resultante P. Si el área dA disminuye con 
continuidad, el valor límite del cociente ÓP/ÓA nos da la magnitud de 
la tensión, que actúa sobre la sección mm en el punto O. La dirección que 
tiene ÓP en el límite, es la dirección de la tensión. En general, la tensión 
está inclinada respecto al elemento de superficie 04 sobre el cual actúa 
descomponiéndose entonces en sus dos componentes: una tensión normal, 
perpendicular al elemento d4 y una tensión tangencial o cortante, que actúa 
en el plano de 04. 


3. Notaciones correspondientes a las fuerzas y a las tensiones. 
Las fuerzas exteriores que pueden actuar sobre un cuerpo, son de dos cla- 
ses. Las fuerzas distribuidas sobre la superficie del cuerpo, tales como 
la presión mutua ejercida entre dos cuerpos o la presión hidrostática, se 
llaman fuerzas superficiales. Las fuerzas distribuidas sobre el volumen 
del cuerpo, tales como las fuerzas gravitatorias, las fuerzas magnéticas, o en 
el caso de que exista movimiento, las fuerzas de inercia, se llaman fuerzas 
másicas. La fuerza por unidad de superficie será descompuesta, en ge- 
neral, en sus tres componentes paralelas a los ejes coordenados y usa- 
remos para tales componentes la notación X, Y, Z. Descompondremos 
asimismo la fuerza másica por unidad de volumen en sus tres componentes 
que designaremos mediante las letras X, Y, Z. 

Usaremos la letra vd para designar la tensión normal y la r para la ten- 
sión tangencial. Para imdicar la dirección del plano sobre el cual actúa 
la tensión, añadiremos subíndices a la letra que expresa la tensión. Si con- 
sideramos un pequeño elemento cúbico en el punto O (fig. 1), con sus 
aristas paralelas a los ejes coordenados, la notación para los componentes 
de las tensiones que actúan sobre las caras del cubo es la indicada en la 
figura 3, en la que se señalan, asimismo, los sentidos positivos asignados 
a aquéllas. Para las caras perpendiculares al eje v, por ejemplo, las com- 
ponentes normales de las tensiones que actúan sobre ellas son señaladas 
por 0,. El subíndice v indica que la tensión actúa sobre un plano normal 
al eje y. Se considera positiva a la tensión normal cuando se trata de una 
tracción y negativa si se trata de una compresión. 

La tensión tangencial se descompone en sus dos componentes para- 
lelas a los ejes coordenados. En este caso, se usan dos subíndices: el pri- 
mero indica la dirección normal al plano en cuestión y el segundo, la 
dirección de la componente de la tensión en sí misma. Si consideramos, 
por ejemplo, las caras perpendiculares al eje y, la componente en la direc- 
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ción x es señalada por 7, y la de dirección z por 7,.. Como sentido posi- 
tivo de las componentes de la tensión tangencial que actúa sobre cualquier 
cara, se toma el sentido positivo de los ejes coordenados, si una tracción 
aplicada a esa misma cara apuntara en el sentido positivo del eje corres- 
pondiente. Si la tracción apuntara en sentido contrario al del eje corres- 
pondiente, el sentido positivo de las componentes de la tensión tangencial 


sería el opuesto al de los ejes coordenados. Basándonos en esta regla, los 
sentidos positivos de todas las componentes de la tensión, que actúan 
sobre la cara de la derecha del elemento cúbico de la figura 3, coinciden 
con los sentidos de los semiejes positivos. Por el contrario, en la cara 
izquierda del elemento, los sentidos positivos están invertidos. 


4. Componentes de la tensión. De acuerdo con lo dicho en el 
párrafo anterior, resulta que para cada par de caras paralelas de un ele- 
mento cúbico, como e! representado en la figura 3, se necesita un símbolo 
para representar la componente normal de la tensión y dos más para las 
componentes de la tensión tangencial. Se requieren, por lo tanto, tres 
símbolos para describir las tensiones normales que actúan sobre las caras 
de un cubo elemental, a saber, 0,, 0,, 0. y seis Cow: Tu Te Ten Ly Te, 
para los esfuerzos tangenciales'. 

De la consideración del equilibrio del elemento, se deduce que el 
número de símbolos para las tensiones tangenciales puede ser reducido 
a tres. S1 consideramos el momento respecto al eje x de las fuerzas que 
actúan sobre el bloque elemental, sólo tenemos que tener en cuenta las 
tensiones representadas en la figura 4. Las fuerzas másicas, tales como el 
peso del elemento, pueden ser despreciadas puesto que al reducir las 
dimensiones del elemento disminuyen con el cubo de las dimensiones 
lineales, mientras que las tensiones superficiales lo hacen con el cuadrado 


* En realidad sería más correcto decir esfuerzo tangencial específico ya que la palabra 
esfuerzo no implica que se trate de un área unidad. 


INTRODUCCION Za 


de las mismas. Resulta, pues, que para elementos muy pequeños, las fuer- 
zas másicas son infinitésimos de mayor orden que las fuerzas superfi- 
ciales. De igual forma, los momentos debidos a la distribución no uni- 
forme de las fuerzas normales son infinitésimos de orden superior que los 
debidos a las fuerzas tangenciales, pudiendo también ser despreciados 
en el límite. Representando entonces las dimensiones del elemento de la 
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figura 4 por dx, dv, dz y puesto que la fuerza sobre cada cara es el pro- 
ducto del área por el valor de la tensión en el punto central de la misma, 
la ecuación de equilibrio para los momentos respecto al eje x queda así: 


T¿y dx dy dz = Ty. de dy de 


Las otras dos ecuaciones se obtienen de forma semejante, llegándose al 
resultado siguiente: 


Tay — Tyas Taz — Tez) Tzy = Tyz (1) 


Por tanto, para cada dos caras perpendiculares entre sí, las componen- 
tes de la tensión de cortadura superficial perpendiculares a la línea de 
intersección de esas caras, son iguales. 

El sistema de tensiones que actúa sobre los planos coordenados que 
pasan por un punto, está en consecuencia definido por las seis canti- 
dades 0%. 0 Us, Tai = lv. Tes = Tee Dye = Tam, las cuales reciben el 
nombre de componentes de la tensión en el punto considerado. 

Como se verá más adelante ($ 67), estas seis componentes permiten 
determinar el esfuerzo actuante sobre cualquier plano que pase por el 
punto considerado. 


5. Componentes de la deformación. Al estudiar la deformación 
de un cuerpo elástico, se supondrá que hay vínculos suficientes que 1m- 
piden su movimiento como cuerpo rígido, de forma que no es posible 
el desplazamiento de las partículas del cuerpo sin una deformación del 
mismo. 

En este libro sólo se estudiarán deformaciones pequeñas, tales como se 
dan en las estructuras reales. El pequeño desplazamiento de las partículas 


26 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


de un cuerpo deformado, es descompuesto generalmente en sus com- 
ponentes u, v, zo paralelas a los ejes x, y, z, respectivamente. Se supondrá 
que estas componentes son muy pequeñas y que varían con continuidad 
en todo el volumen del cuerpo. Consideremos un pequeño elemento 
dx dv dx de un cuerpo elástico (fig. 5). Si el cuerpo se deforma y u, U, 7), 


dv 
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son las componentes del desplazamiento del punto O, el desplazamiento 
en la dirección x de un punto próximo A, situado en el eje de las x, será 


du 
u + dz 


debido al incremento (0u/0x)dx de la función u, que corresponde al cambio 
de la coordenada x. El aumento de la longitud del elemento OA debido 
a la deformación, es por lo tanto (0u/0x)dx. En consecuencia, el alarga- 
miento específico en el punto O, según la dirección x es 0u/jO0x. De igual 
forma, puede demostrarse que el alargamiento específico en las direc- 
ciones y y z viene dado por las derivadas 0v/0v y 0w/0z. El alargamiento 
específico será designado, en lo sucesivo, mediante las expresiones defor- 
mación longitudinal o simplemente deformación. 

Consideremos ahora la variación del ángulo formado por los elementos 
OA y OB (fig. 6). Si u y v son los desplazamientos del punto O en las 
direcciones x e y, los del punto A en la dirección v, y del B en la dirección x 
vienen dados respectivamente por: 


v + (0v/Ox)dx y u + (0u/0v)dy 


A causa de estos desplazamientos, la nueva dirección O” 4” del elemento 
OA forma con la dirección inicial un pequeño ángulo, indicado en la fi- 
gura, igual a 0v/0x. De igual forma, la dirección O*B* forma con OB el 
ángulo 0u/0y. Se sigue de ello que el ángulo AOB, inicialmente recto, 
formado por los elementos OA y OB, ha variado en la cantidad 0v/0x — 
+ 0u/0y. Esta es la deformación tangencial (también es llamada deforma- 
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ción angular) o deslizamiento del ángulo comprendido entre los planos 
xz e vz. De igual forma, se obtiene la deformación tangencial de los án- 
gulos formados por los planos xv y xz y los vx e vz. 

Representaremos mediante la letra € la deformación longitudinal 
y mediante la y, la deformación tangencial. Para indicar la dirección 
de las deformaciones, utilizaremos los mismos subíndices que para las 
componentes de las tensiones. De donde resulta que: 


du 9 _0w 
Ez = 0 Ey = Oy Es — Oz 9 
du , 0v gu , 0w dv , dw 2) 
Ya y TR y 


Como veremos más adelante, conocidas las deformaciones longitudinales 
en tres direcciones perpendiculares y las tres deformaciones tangenciales 
correspondientes a esas direcciones, se puede determinar la deformación 
correspondiente a una dirección cualquiera y el deslizamiento del ángulo 
formado por dos direcciones cualesquiera ($ 73). Las seis componentes 
Ex... Yyz, reciben el nombre de componentes de la deformación. 


6. Ley de Hooke. La relación entre las componentes de la tensión 
y de la deformación, ha sido establecida experimentalmente y se conoce 
bajo el nombre de ley de Hooke. 

Imaginemos un paralelepípedo rectangular infinitésimo, con sus aris- 
tas paralelas a los ejes coordenados, sometido a la acción de una tensión 
normal o, distribuida uniformemente sobre dos caras opuestas. La ex- 
periencia demuestra que en el caso de un material isótropo, las tensiones 
normales no producen distorsión angular del elemento. La magnitud de 
la deformación longitudinal viene dada por la ecuación: 

Cz 


e =$ (a) 


en la que £ es el módulo de elasticidad longitudinal. Los materiales usados 
en ingeniería tienen módulos muy altos en relación con las tensiones 
admisibles y la deformación (a) es muy pequeña. En el caso del acero 
de construcción es, generalmente, inferior a 0,001. 

La dilatación del elemento en la dirección x viene acompañada de las 
contracciones laterales. 


Cz Tz 


y = 9 3p E = Y Í (b) 


en las cuales » es una constante llamada coeficiente de Poisson. Para muchos 
materiales el coeficiente de Poisson puede igualarse a 0,25. Para el acero 
de construcción es generalmente 0,3. 
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Las ecuaciones (a) y (b) pueden usarse también en el caso de com- 
presión simple. Dentro del intervalo elástico, el módulo de elasticidad 
y el coeficiente de Poisson son iguales en compresión y tracción. 

Si el elemento anterior es sometido a la acción de las tensiones nor- 
males 0,, 0,, 02 distribuidas uniformemente sobre sus caras, las com- 
ponentes de la deformación resultante pueden obtenerse usando las ecua- 
ciones (a) y (b). La experiencia demuestra que para obtener estas com- 
ponentes, tenemos que superponer las deformaciones producidas por cada 
una de las tres tensiones. La aplicación de este método de superposición 
nos lleva a: 


[r, — v(ay + 0)] 


Ez = 


[r, — v(os + 07)] (3) 


Ey = 


e Er aj 


€, = E Oz — v(oz + 0y)] 


En lo sucesivo, usaremos a menudo el método de superposición para cal- 
cular las deformaciones y tensiones totales producidas por varias fuerzas. 
Este método es legítimo siempre que las deformaciones sean pequeñas 
y que los pequeños desplazamientos correspondientes no afecten sustan- 
cialmente la acción de las fuerzas exteriores. En tales casos, despreciare- 
mos los pequeños cambios de las dimensiones de los cuerpos deformados 
y los pequeños desplazamientos de los puntos de aplicación de las fuerzas 
exteriores, basando nuestros cálculos en las dimensiones y forma iniciales 
del cuerpo. Los desplazamientos resultantes se obtendrán por super- 
posición, en forma de funciones lineales de las fuerzas exteriores, como 
hicimos al deducir la ecuación (3). 

Hay, sin embargo, casos excepcionales en los que deformaciones 
pequeñas no pueden ser despreciadas, debiendo ser tenidas en cuenta. 
Un ejemplo de ello es el caso en el que actúan sobre una barra delgada 
fuerzas axiales y laterales. Las fuerzas axiales, actuando solas, produ- 
cen una tracción o una compresión simple, pero pueden ejercer una in- 
fluencia esencial sobre la flexión de la barra si actúan acompañadas de 
fuerzas laterales. Al calcular la deformación de la barra bajo tales condi- 
ciones, el efecto de la flecha de flexión sobre el momento de las fuerzas 
exteriores debe ser considerado, aun cuando dicha flecha sea muy pe- 
queña'. En este caso la flecha no es función lineal de las fuerzas y no puede 
ser obtenida por simple superposición. 

En las ecuaciones (3), la relación entre alargamientos y tensiones está 
completamente definida mediante las constantes E y v. Estas mismas 


! Varios ejemplos pueden verse en S. Timoshenko, Strength of Materials, vol. 1, pá- 
ginas 25-49. 
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constantes pueden ser usadas también para definir la relación entre de- 
formaciones y tensiones tangenciales. 


Consideremos el caso particular de deformación del paralelepípedo 
rectangular, sobre el cual 6, = — 02 y 0; = 0. Aislando un elemento 
abcd mediante planos paralelos al eje x que forman 45% con los ejes y y z 
(fig. 7), se puede ver, sumando las fuerzas paralelas y perpendiculares 
a bc, que la tensión normal sobre las caras de este elemento es nula y 
que la tensión tangencial sobre las mismas es: 


T= 3(0, — 0) =0, (c) 

Tal estado tensional recibe el nombre de esfuerzo cortante simple. El 
alargamiento del elemento vertical Ob, es igual al acortamiento de los 
elementos horizontales Oa y Oc, de donde despreciando un infinitésimo 
de segundo orden se deduce que las longitudes ab y bc no cambian du- 
rante la deformación. El ángulo formado por ab y bc cambia, sin embargo, 
y la magnitud de la deformación tangencial y puede deducirse del estudio 
del triángulo Obc. Después de deformado se cumple: 


Oe _ tg G--Ets 
Ob 4 2) 1+e 


Sustituyendo los valores de €, y €. dados por (3) tenemos: 


| T ¿de Y 
ta — — 1Y <= ¡ A 

T Y > 4 53 e » 

¿E > arpa 


30 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


encontramos que 


2(1 + vo. _ 2(1 + »)r 
A TU (4) 


De esta forma, la relación entre la deformación tangencial y la tensión 
tangencial está definida conociendo E y v. A menudo, se usa la notación: 


E 
" (5) 
Entonces la ecuación (4) queda 
Es 
* 8 


La constante G definida por (5) recibe el nombre de módulo de elasticidad 
tangencial o módulo de rigidez. 

Si sobre las caras de un elemento actúan tensiones tangenciales, como 
en el caso de la figura 3, la deformación del ángulo formado por dos ejes 
coordenados cualesquiera, depende únicamente de las componentes de 
las tensiones tangenciales paralelas a tales ejes, y su valor es: 


1 1 1 
Ya = G Tay, Tus, = Gre» ql == G Tez (6) 


Las deformaciones longitudinales (3) y los deslizamientos (6) son indepen- 
dientes unos de otros. En consecuencia, el caso general de deformación 
producida por tres tensiones normales y tres tangenciales, se resuelve 
mediante la superposición de las tres deformaciones dadas por la ecuación 
(3) y de los deslizamientos obtenidos mediante las ecuaciones (6). 

Las ecuaciones (3) y (6) nos dan las componentes de la deformación 
en función de las componentes de la tensión. A veces, sin embargo, es 
necesario tener las componentes de la tensión expresadas como función 
de las componentes de la deformación. Esto se consigue de la manera 
siguiente. Sumando las ecuaciones (3) y usando la notación 


€ = Es — Ey + €, 
19) Cn E Eg E de (7) 


ll 


llegamos a la siguiente relación entre la dilatación cúbica e y la suma de 
las tensiones normales 


1 — 2y 
= —— 0 
AAA (8) 
En el caso de una presión hidrostática p tenemos 


0 = 0,0 = =p 
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y la ecuación (8) nos da 


3(1 — 2v)p 
E 


expresión que representa la relación entre la dilatación cúbica e y la 
presión hidrostática p. 

La cantidad E/3(1 — 2v) se denomina módulo de elasticidad de vo- 
lumen. 

Empleando las notaciones (7) y despejando o,, 0,, 0, en las ecuaciones 
(3), obtenemos 


A vE y E 

AN E TE A 
vE E 

E E TE IS (9) 
vE E 

ea A 


(1 +» (0 — 2») 1+_+ 


o bien, usando la notación 


vE 
*= 1302) 10) 
y la ecuación (5) llegamos a 
0. = M->+ 2Ge, 
0, = M + 2Ge, CU 
dv. = M + 2Gée, 
Problemas 


1. Demostrar que las ecuaciones (1) siguen siendo válidas si el elemento de 
la figura 4 está en movimiento y tiene una aceleración angular, como si fuera un 
cuerpo rígido. 


2. Supongamos un material elástico conteniendo un gran número de pequeñas 
partículas imanadas, distribuidas regularmente, de forma que un campo magnético 
ejerza sobre cualquier elemento dx, dy, dz un momento udx, dy, dz, respecto a 
un eje paralelo al eje x. ¿Qué forma tomará la ecuación (1)? 


3. Dar algunas razones que justifiquen el que la fórmula (2) sea válida solamente 
para pequeñas deformaciones. 


4. Una lámina elástica se encuentra entre dos placas perfectamente rígidas a 
las que está pegada. La lámina es comprimida entre las dos placas siendo o. la ten- 
sión de compresión. Suponiendo que la adherencia a las placas impide toda defor- 
mación lateral €,, €, encontrar el módulo de Young aparente (0./€.) en función 
de E y v. Demostrar que si el material de la lámina es casi incompresible bajo los 
efectos de una presión hidrostática el valor del módulo de Young aparente es muy 
superior a £. 


5. Deducir la ecuación (8) a partir de las (11), (10) y (5). 


Tensiones planas 
y deformaciones planas 


7. Tensiones planas. Si una placa delgada es cargada mediante 
fuerzas aplicadas en su contorno, paralelas al plano de la placa y distribuidas 
uniformemente en su espesor (fig. 8), las componentes de la tensión 
Oz, Taz, Ty, SON nulas sobre ambas caras de la placa y puede suponerse, 
en principio, que también lo son en el interior de la misma. El estado ten- 
sional queda entonces especificado por 0, 0, Y Trey Y es denominado 


y y 
Fic. 8 


estado tensional plano. Puede asimismo suponerse que estas tres compo- 
nentes son independientes de Z, o sea, no varían a través del espesor de 
la placa, siendo en consecuencia función de x e y solamente. 


8. Deformación plana. Una simplificación semejante se da en el 
otro caso extremo, en el que la dimensión del cuerpo en la dirección del 
eje z es muy grande. Si un cuerpo largo cilíndrico o prismático es cargado 
mediante fuerzas perpendiculares a la dirección longitudinal que no 
varían en esa dirección, puede suponerse que todas las secciones rectas 
están en iguales condiciones. En principio, podemos imaginar que las 
secciones extremas se encuentran confinadas entre planos rígidos fijos, 
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de forma que cualquier desplazamiento en la dirección axial sea imposible 
(el efecto de retirar tales planos será estudiado más adelante). Dado que 
no hay desplazamiento axial en los extremos y que por simetría ocurre 
otro tanto con la sección central, se puede suponer que lo mismo le sucede 
a cualquier otra sección recta, encontrándonos entonces con un estado 


de deformación plana. 


Fic. € Fic. 10 
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Existen muchos problemas importantes que son de este tipo: muro 
de contención sometido a una presión lateral (fig. 9), túnel o alcantarilla 
(fig. 10), tubo cilíndrico sometido a una presión interna, rodillo cilíndrico 
comprimido por fuerzas contenidas en el plano diametral como en el caso 
de un cojinete de rodillos (fig. 11). 

En todos los casos, por supuesto, las condiciones de carga no deben 
variar con la longitud. Dado que las condiciones son las mismas en todas 
las secciones rectas, bastará con considerar una rebanada contenida entre 
dos secciones separadas una longitud unidad. Las componentes u y v 
del desplazamiento dependen de x e y pero no de 2; y puesto que el des- 
plazamiento longitudinal w es cero las ecuaciones (2) quedan así: 


dv dw 

Te = ga 
du dw 

va == E (a) 
0w 

Ez dz 0 
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La tensión normal longitudinal v, puede ser expresada en función de 
x e y mediante la ley de Hooke [ecuaciones (3)]. Puesto que o, = O ten- 
dremos que: 


0, — voz + 0) =0 
o lo que es lo mismo: 
0. = vloz + 0y) . (db) 


Estas tensiones normales actúan sobre todas las secciones rectas, 
incluyendo las extremas, donde representan las fuerzas requeridas para 
mantener el estado de deformación plana y son ejercidas por los: planos 
rígidos extremos. 

Las ecuaciones (a) y (b) muestran que Tzz Y Tyz SON nulos y mediante 
la ecuación (b) o. puede ser expresado en función de x e y. De esta forma, 
el problema de deformación plana, al igual que el estado tensional plano, 
se reduce a la determinación de 0;, 0, Y Try, Funciones solamente de x e y. 


9. Tensiones en un punto. Conocidas las componentes de la ten- 
sión 0%, 0y, Tzy en cualquier punto de una placa, que se encuentra en 
un estado de tensión o deformación plano, la tensión que actúa sobre 
cualquier plano perpendicular a la placa, que pase por ese punto, puede 


calcularse a partir de las ecuaciones de la estática. Sea O el punto en cues- 
tión y supongamos que conocemos las componentes de la tensión 0z, 
0, Tzy (fig. 12). Para encontrar la tensión que actúa sobre cualquier plano 
que contenga al eje z y que esté inclinado respecto a los ejes x e y, tome- 
mos un plano BC paralelo a él y próximo a O de forma que el prisma OBC 
formado por este plano y los planos coordenados sea muy pequeño. 
Puesto que las tensiones varían con continuidad en el volumen del cuerpo, 
la tensión que actúa sobre el plano BC tiende a la tensión actuante sobre 
el plano paralelo que pasa por O, cuando el elemento se hace cada vez 
más pequeño. 

Al discutir las condiciones de equilibrio de un pequeño prisma trian- 
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gular, las fuerzas másicas pueden ser despreciadas por ser infinitésimas 
de orden superior (pág. 25). De forma semejante, si el elemento es muy 
pequeño, puede despreciarse la variación de las tensiones sobre las caras 
y suponer que se distribuyen uniformemente sobre ellas. Las fuerzas 
que actúan sobre el prisma triangular pueden por lo tanto determinarse, 
multiplicando las componentes de la tensión por el área de las caras. 
Sea N la dirección de la normal al plano BC y señalemos los cosenos de 
los ángulos formados por la normal N y los ejes x e y por: 


cos Nx = l, cos Ny = m 


Entonces, si 4 señala el área de la cara BC' del elemento, las áreas de 
las otras caras serán Al y Am. 

Si indicamos por X e Y las componentes de la tensión que actúan 
sobre la cara BC, las ecuaciones de equilibrio del elemento prismático 
quedan así: 


X = loz p MT 2y 


Y = msy + Ur ay (12) 


De este modo, las componentes de la tensión que actúan sobre cualquier 
plano definido por los cosenos l y m pueden calcularse fácilmente a partir 
de las ecuaciones (12) supuesto que las componentes 0;,, 0,, Tzy de la tensión 
en O sean conocidas. 

Sea a el ángulo formado por la normal N y el eje x, de forma que 
[ = cos a y m = sen a. Los componentes normal y tangencial de la tensión 
que actúa sobre el plano BC pueden deducirse de las ecuaciones (12), 
resultando: 


d=X cosa + Y sena = 0, cos? e + oysen? a 
+ 27¿y sen a COS a 
r= Y cosa — X sena = Tray(cos? a — sen? a) 
+ (0, — 9,) sen a Cos a 


(13) 


Podemos deducir de (13) que el ángulo a puede ser elegido de forma 
que la tensión tangencial r se anule. Esto ocurre cuando: 


Tay(cos? a — sen? a) + (0, — 07) sen a cos a =0 


de donde: 
4 sen Y COS a 1 
a 2 => t8 2 (14) 
Ce" Uy cos? a — sen? a 2 
A partir de esta ecuación se pueden encontrar dos direcciones perpen- 
diculares entre sí, para las cuales la tensión tangencial se anula. Estas 
direcciones se llaman direcciones principales y las tensiones normales 
correspondientes tensiones principales. 
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Si las direcciones principales son tomadas como ejes x e y, Ts, es cero 
y las ecuaciones (13) se simplifican quedando así: 


o = 0,08? a + a,ysen? a 
T = ¿sen 2a(0, — 0%) 


(13) 


La variación de las componentes gs y Tr cuando cambia el ángulo «: 
puede representarse gráficamente mediante un diagrama en el que o y 7 
son tomadas como coordenadas'. A cada plano corresponde un punto en 
el diagrama cuyas coordenadas son los valores de o y T correspondientes. 
En la figura 13 tenemos un diagrama de ese género, en el cual los puntos 
A y B de abscisas 0, Y 0, respectivamente, corresponden a los planos 
perpendiculares a las direcciones principales. Puede demostrarse que las 
componentes de la tensión correspondientes a un plano cualquiera BC 
que forme un ángulo «a (fig. 12), están representadas por las coordenadas 
de un punto situado en una circunferencia de diámetro AB. Para hallar 
ese punto basta con medir a partir de A, en el sentido de crecimiento de 
los ángulos a de la figura 12, un arco que subtienda un ángulo igual a 
2a. Si D es el punto obtenido, resultará de la figura: 


OP = 00 + CF = 77% 4 TE 005 Za = 0, costa + aysen? a 


DF = CD sen 2a = Y(0, — dy) sen 2a 


Comparando estas expresiones con las ecuaciones (13'”) se ve que 
las coordenadas del punto D dan los valores numéricos de las componentes 
de la tensión que actúa en el plano BC, cuya inclinación es a. Para obtener 
la coincidencia de signo de la componente tangencial, llevaremos los 7 
positivos hacia arriba y consideraremos los esfuerzos tangenciales como 
positivos cuando el sentido de rotación del par que originan es el del mo- 
vimiento de las agujas del reloj, como ocurre para las caras bc y ad del ele- 
mento abcd (fig. 13b). Las tensiones tangenciales que obran en las caras 
ab y de del mismo elemento son de sentido contrario y, por lo tanto, 
se consideran como negativas?. 

Al girar el plano BC alrededor de un eje perpendicular al plano xv 
(fig. 12) en el sentido de las agujas del reloj, el ángulo a varía de O a 1/2 
y el punto D, en la figura 13, se mueve de 4 a B de forma que la semi- 
circunferencia inferior nos da la variación de la tensión para los valores 
de a comprendidos entre esos límites. La semicircunferencia superior 


da las tensiones para 
124 aZ<é mam 


1 Este método gráfico es debido a O. Mohr, Zivilingenieur, 1882, pág. 113. Véase también 
su Technische Mechanik, 2.2 edición, 1914. 

? Esta regla se utiliza solamente en la construcción del diagrama de Mohr. Fuera de ahí 
es válida la regla dada en la pág. 23. 
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Prolongado el radio CD hasta el punto D, (fig. 13), es decir tomando 
el ángulo x= + 2a en lugar de 2a se obtienen las tensiones correspon- 
dientes al plano perpendicular a BC (fig. 12). Se ve así que las tensiones 
tangenciales que actúan sobre dos planos perpendiculares entre sí, son 
iguales en valor absoluto, cosa que va habíamos demostrado. En lo que 


Fic. 13 


se refiere a las tensiones normales, vemos en la figura que OF, + OF = 
= 20€, es decir, la suma de las tensiones normales correspondientes 
a planos perpendiculares entre sí permanece constante al variar a. 

La tensión tangencial máxima viene dada en el diagrama (fig. 13) 
por la máxima ordenada de la circunferencia, o lo que es lo mismo por 
su radio. Tenemos entonces 


Timiz = 9 (15) 


Dicha tensión actúa sobre el plano bisector del ángulo formado por 
las tensiones principales el cual corresponde a a = 1/4. 

El diagrama puede utilizarse también en el caso en que una o las dos 
tensiones principales son negativas (compresión). Basta solamente con 
cambiar el signo de la abscisa para las tensiones negativas. La figura 14a 
representa el caso en que ambas tensiones principales son negativas y la 
figura 145 el de esfuerzo cortante puro. 


De las figuras 13 y 14 se deduce que el estado tensional existente en un punto 
puede ser considerado como el resultado de la yuxtaposición de otros dos: uno plano 
equitensional' de magnitud la abscisa del centro del círculo, y otro de esfuerzo 
cortante cuya magnitud es el radio del círculo. Cuando se superponen varias dis- 
tribuciones de tensión los estados equitensionales (de tracción o compresión) pueden 
ser sumados algébricamente. Los esfuerzos cortantes deben añadirse teniendo en 
cuenta las direcciones de los planos sobre los cuales actúan. Se demuestra que al 


1 N. del T. Llamamos estado plano equitensional a aquel en el que 06, = 0, Y Try = 0. 
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superponer dos sistemas de esfuerzo cortante puro, cuyos planos de máxima ten- 
sión tangencial forman un ángulo $, el sistema resultante constituye también un 
caso de esfuerzo cortante puro. En la figura 15, por ejemplo, se determina la tensión 
que actúa sobre un plano, definido por el ángulo «a, y que está originada por dos 
esfuerzos cortantes simples de magnitudes 7, y tz que actúan: uno en los planos 
xz e yz (fig. 15a) y el otro en los planos que forman con estos últimos el ángulo 


T 


(b) 
Fic. 14 


(fig. 155). En la figura 15a las coordenadas del punto D representan las tensiones 
tangencial y normal producidas sobre el plano CB por el primer sistema, mientras 
las coordenadas de D, (fig. 15b) dan las tensiones sobre el mismo plano para el 
segundo sistema. Sumando OD y OD, geométricamente obtenemos OG, tensión 
resultante sobre ese plano, cuyas componentes tangencial y normal vienen dadas 


por las coordenadas de G. Adviértase que la magnitud de OG no depende de a. 
Por tanto, la superposición de los estados de esfuerzo cortante simple origina un 
círculo de Mohr correspondiente también a un esfuerzo cortante de radio OG, 
estando dada la inclinación de los planos de máxima tensión tangencial por un 
ángulo igual a la mitad del GOD. 
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Un diagrama como el de la figura 13 puede usarse también para deter- 
minar las tensiones principales, si se conocen las componentes de la 
tensión 0, 0y, Try correspondientes a dos planos perpendiculares entre 
sí (fig. 12). En tal caso se comienza dibujando los puntos D y D, que 
representan las tensiones que actúan sobre los dos planos coordenados 


(fig. 16). De esta forma se obtiene el diámetro DD, del círculo. Construido 
el círculo, las tensiones principales o, y 0, vienen dadas por su intersec- 
ción con el eje de abscisas. De la figura se deduce: 


0 =004+0D= EF 4 (+32) a 
5 (16) 

Oz + 0y Ex — Cy 3 á 

6200 = 00 == 2% q (E 8) rg 


En cuanto a la tensión tangencial máxima viene dada por el radio 
del círculo, es decir: 
2 


1 Oz — 0 - 
A A E (17) 
2 2 
De esta forma todas las características del estado tensional en un 
punto pueden obtenerse conociendo tan sólo las tres componentes 0,, 


Oy) Txy- 


10. Deformación en un punto. Cuando se conocen las compo- 
nentes €., €,, yzy de la deformación en un punto, puede determinarse la 
deformación longitudinal y tangencial de orientación cualquiera, en ese 
mismo punto. 

Al producirse una deformación, el elemento lineal PO (fig. 17a) que une 
los puntos (x, y) y (x + dx, y + dy) sufre una traslación, una extensión 
(o contracción) y un giro convirtiéndose en el elemento P'0”. Las compo- 
nentes del desplazamiento de P son u y y y las del de O: 


du du dv 0v 
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Si el elemento P'O” (fig. 17a) es trasladado de forma que P” coincida 
con P, llevándolo a la posición PO” de la figura 17b, los segmentos OR 
y RO” representarán las componentes del desplazamiento de O con rela- 
ción a P. En consecuencia: 


du du a” dv dv 
A be y E — 
(xy) dx 
P SW 
Pp" dy 
q Arda ytdy) 


Las componentes OS y SO” de este desplazamiento relativo, la pri- 
mera normal y la segunda paralela a PO” respectivamente, pueden de- 
ducirse de las anteriores obteniéndose las expresiones: 


OS = —OR sen 0 + RO” cos 0, SQ” = OR cos 0 + RO” sen 0 (b) 


en las que el pequeño ángulo OPS ha sido despreciado frente a 0. Puesto 
que el segmento OS puede identificarse con un arco de circunferencia 
de centro en P, SO” nos da el alargamiento de PO. La deformación lon- 
gitudinal de P'O” señalada por €,, es, en consecuencia, SO”IPO y su ex- 
presión deducida de (b) y (a) queda: 


dudx , dudy dv dx , dv dy 
ee JE ds 2) + seno (7d +0) 


du lo) 
= e cost 0 + 22) sen 0005 0+ Usen 


dy d 
o lo que es lo mismo: 
€9 = €z Cos? 9 + yzy sen 0 cos 0 + eysen? 6 (c) 


expresión de la deformación longitudinal en la dirección 0. 
El ángulo y, girado por PO es igual a OS/PO y la expresión del mismo 
deducida de (b) y (a) es: 


dudx , dudy dv dz e) 
e a O o 


dv $ dv Ju du 
pl 17 9 — sen? 4 d 
Yo 37 %os 0+ (2 - 2) sen Ó cos Sy (d) 
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El elemento PT normal a PO forma con el eje x el ángulo 0 + (3/2) y el 
giro yy. por él sufrido se deduce de (d) sustituyendo 9 por 0 + a]2. 


Dado que cos [0 + (7/2)] = — sen 0 y sen [0 + (2/2)] = cos 0 lle- 
gamos a: 
_ dv Ju e 
Vo+2 = sen? 0 (2 - | 2%) sen 6 cos 0 dy cos? 0 (e) 
La deformación tangencial y, para las direcciones PO, PT es yy — Yp+ z 


diferencia cuya expresión es: 


_(%v , du + dv du 
Ye = EE (cos? 9 — sen? 0) + (2 — 2) 2sen f cos 0 


3Y0 = FYxy [cos? 4 —sen? 0) + (e, — €z) sen O cos Q ($) 

De la comparación con las fórmulas (13) se deduce que las expre- 
siones (c) y (f) pueden obtenerse a partir de ellas sin más que cambiar 
o por €, , 7 por ypy/2, 0, por €,, 0, por €, Tzy POr yxy/2 y a por 0. En conse- 
cuencia toda conclusión referente a o y r deducida de (13) admite otra 
semejante aplicable a €, y yy/2 deducida de (c) y (f). De ahí que podamos 
enunciar los siguientes resultados. Existen dos valores de 0, que difieren 
en 90% para los que yy = 0. Tales valores vienen dados por: 


E tg 20 


Ex — €y 


Las deformaciones €, correspondientes son las deformaciones princi- 
pales. Se puede dibujar un círculo de Mohr análogo al de la figura 13 6 16, 
cuyas ordenadas y abscisas representen a yp/2 y €, respectivamente. Los 
valores máximo y mínimo de €, son las deformaciones principales €, y €s. 
El valor máximo de y/2 está representado por el radio del círculo, vi- 
niendo dada la deformación angular máxima ,,.. por la expresión: 


YO máx = E1 — Ed 


11. Medida de las deformaciones superficiales. Las defor- 
maciones longitudinales se miden muy a menudo mediante extensómetros 
a resistencia eléctrica. Tales extensómetros consisten en resistencias 
eléctricas embebidas en un soporte aislante que es pegado a la superficie. 
Cuando la superficie se deforma la resistencia eléctrica varía y la defor- 
mación puede, en consecuencia, ser medida eléctricamente. 

El uso de tales extensómetros es sencillo cuando se conocen las direc- 
ciones principales. Si se coloca un extensómetro siguiendo cada dirección 


* Una información detallada es dada en el Handbook of Experimental Stress Analysis, 
capítulos 5 y 9. 
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principal se obtiene directamente la medida de €, y €s. Las tensiones prin- 
cipales 5,, 0, pueden entonces deducirse empleando la ley de Hooke, 
ecuación (3), en la que se hace 0, = 01, 0,4 = 0, Y 0, = 0, condición esta 
última que nace de suponer que no actúa ninguna fuerza sobre la super- 


ficie a la que se han pegado los extensómetros. Entonces: 


(1 == 12501 7 Ele + ve»), (1 > vo = Eles + ver) 


Cuando no se conocen, a priorz, las direcciones principales es nece- 
sario realizar tres medidas. El estado de deformación, en efecto, está 
completamente determinado si se pueden medir €,, €, Y Yzy. Sin embargo, 


4 


nl 
10 
e cs 
B 
Curg 
Catpró 
Crpro Carp Es 
(a) (5) (c) 
Fic. 18 


puesto que los extensómetros miden deformaciones longitudinales y no 
tangenciales es necesario realizar la medida de la deformación longitudinal 
en el punto según tres direcciones. El conjunto de tres extensómetros 
que realiza esta medida recibe el nombre de «roseta». Conocidas esas tres 
deformaciones se puede dibujar el círculo de Mohr, mediante la sencilla 
construcción: dada en el $ 12 y determinar las direcciones principales. 
Sean los tres extensómetros de la roseta los representados mediante las 
líneas continuas de la figura 18a en la que la línea a trazos corresponde 
a la dirección de la deformación principal €,, que forma el ángulo f con 
el primer extensómetro. 

Si como direcciones x e y de las ecuaciones (c) y (f) del $ 10 se hubie- 
ran tomado las direcciones principales, €, sería €,, €, €, Y Yxy cero. Las 
ecuaciones serían entonces: 


€s = es cos? O + ezsen? 0, hyo = — (61 — €2) sen O cos O 


en las que 0 es el ángulo medido a partir de la dirección de €;. Las mismas 
ecuaciones pueden escribirse: 


es = Fer + e) + $(61 — es) cos 20, yo = —+le1 — €2) sen 20 


!' Glenn Murphy, Y. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), vol. 12, pág. A-209, 1945; 
N. J. Hoff, ibid. 
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donde se ve que los valores de €, y % yy están representados por el punto 
P de la circunferencia de la figura 18c. Si 0 toma el valor 4, P se convierte 
en el punto A de la figura 185 formando FA con el eje € el ángulo 2 4. 
La abscisa de este punto que es €, ha sido medida. Si 0 toma el valor 
db — a, P se desplaza a B mediante el incremento angular AFB = 2a y 
la abscisa conocida es €¿-¿. S1, finalmente, 0 toma el valor 4 + a + Pf, 
P se mueve hasta C' aumentando el ángulo en BFC = 2f y siendo la abs- 
cisa, también medida, €,.¿-¿- Partiendo de esto vamos a estudiar ahora 
cómo dibujar el círculo cuando se conocen esas tres abscisas y los dos án- 
gulos a y 6f. 


12. Construcción del círculo de Mohr a partir de las medidas 
realizadas con una roseta. Tomemos un eje € horizontal con un 
origen cualquiera O” (fig. 18b) a partir del cual se llevan las deformacio- 
nes medidas Es, €x.y y €a-g-4. Por los puntos así determinados tra- 
cemos rectas normales al eje «. Elegido un punto cualquiera D en la normal 
por €, ¿, se trazan las rectas DA y DC que forman con esa normal los 
ángulos a y f y que cortan a las otras en los puntos A y C. La circunfe- 
rencia buscada es la que pasa por los puntos B, A, C y su centro F está 
determinado por la intersección de las mediatrices de los segmentos 
CD y DA. Dado que el ángulo AFB es 2a por ser doble del ADB y que por 
lo mismo el BFC es 28, ocurre que los tres puntos 4, B y C representan 
las deformaciones en la dirección de los extensómetros. Los puntos 4, 
B y C, en efecto, guardan dentro del círculo el intervalo angular requerido 
y tienen las abscisas correctas. Si trazamos ahora el eje €,, que se con- 
funde con OF, las distancias de O a las intersecciones de la circunferencia 
con este eje nos dan €, y €2. El ángulo 2 4 es el formado por el eje con 
FA, medido a partir del eje en el sentido de las agujas del reloj, y su co- 
nocimiento nos informa sobre cuáles son las direcciones principales. 


13. Ecuaciones diferenciales de equilibrio. Consideremos ahora 
el equilibrio de un pequeño bloque rectangular de espesor unidad cuyas 
otras dimensiones son h y k (fig. 19). Las tensiones que actúan sobre las 
caras 1, 2, 3, 4 y sus direcciones positivas son indicadas en la figura. Puesto 
que las tensiones que actúan en el material varían de un punto a otro el 
valor de o,, por ejemplo, no es exactamente el mismo en la cara 1 que en 
la cara 3. Los símbolos 5;,, 0,, Try se refieren al punto (x, y), punto central 
del rectángulo de la figura 19. Los valores en los puntos centrales de las 
caras son indicados por (0,), (0,)3 etc. y dado que las caras son muy 
pequeñas, las fuerzas correspondientes se obtienen multiplicando estos 
valores por el área de la cara sobre la cual actúan'. 


* Una consideración más exacta introduciría infinitésimos de orden superior que desapa- 
recen en el proceso final en el que se tiende al límite. 
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Las fuerzas másicas que actúan sobre el bloque, que fueron despre- 
ciadas por ser un infinitésimo de orden superior al considerar el equilibrio 
del prisma triangular de la figura 12, deben ser ahora tenidas en cuenta 
puesto que son del mismo orden de magnitud que los términos debidos 


a la variación de los componentes de la tensión, términos éstos que son 
considerados ahora. Si X e Y indican los componentes de la fuerza másica 
por unidad de volumen la ecuación de equilibrio para las fuerzas que 
actúan en la dirección x queda así: 


(01 — (023 + (To)2h — (ray) ah + Xhk =0 
que dividiendo por hk da 
(07): z (07)3 33 (Tay) 2 y (Tay) 4 TY 
Si ahora hacemos tender el volumen del bloque a cero, es decir h —-0, 
k=0 el límite de [(0,) — (0,)3]/h es 00,10, y de forma semejante el 
de [(trzy) — (Try) ][R es Orzy/0y. Si el mismo proceso es seguido con 


fuerzas que actúan :en la dirección y, las ecuaciones de equilibrio quedan 
así: 


po o TOS - JON 
Óx a dy + (18) 
e 
Oy Óx E 


En las aplicaciones prácticas la única fuerza másica existente es el peso. 
En consecuencia, tomando el eje y vertical y hacia abajo y llamando o a 
la densidad, las ecuaciones (18) se convierten en: 


007 , OTzy 
Ox dy Y 


Or (19) 
=y E 
De + pg=0 


doy 


dy 
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Estas son las ecuaciones diferenciales de equilibrio, correspondientes 
a problemas elásticos bidimensionales. 


14. Condiciones de contorno. Las ecuaciones (18) o (19) deben 
ser satisfechas en todos los puntos del cuerpo considerado. Ahora bien, 
las componentes de la tensión varían de punto a punto de la placa y al 
llegar a sus bordes deberán equilibrar las fuerzas exteriores aplicadas en 
los mismos, de modo tal que dichas fuerzas pueden ser consideradas 
como una continuación de la distribución interna de los esfuerzos. Las 


x 
X 


y E Y 
E 
Fic. 20 


condiciones de equilibrio en el borde de la placa pueden deducirse de las 
ecuaciones (12). Suponiendo al prisma triangular elemental OBC de la 
figura 12, dispuesto de manera que la cara BC coincida con un elemento 
superficial del contorno de la placa, como se ve en la figura 20, y llamando 
X e Y a las componentes de las fuerzas superficiales, por unidad de su- 
perficie en ese punto del contorno, dichas ecuaciones serán para este caso: 


X = lo. + MTzy 20 
Y = mo, + Ira qe 


en las cuales / y m son los cosenos directores de la normal N al contorno. 

En el caso particular de una placa rectangular, se toman, por lo ge- 
neral, los ejes coordenados paralelos a sus cantos y las condiciones de 
contorno expresadas en (20) pueden simplificarse. "Tomando, por ejem- 
plo, un borde de la placa paralelo al eje x, tendremos para esta parte del 
contorno que la normal N es paralela al eje y, de modo quel =0ym = +1 
con lo que las ecuaciones (20) se reducen a: 


X = tra, Y = +0, 


Se deberá tomar el signo positivo cuando la normal N tenga el sen- 
tido del semieje positivo de las y y el signo negativo para el sentido con- 
trario de N. De aquí resulta, que las componentes de las tensiones que se 
desarrollan en el contorno de la placa son iguales a las componentes de las 
fuerzas superficiales, referidas a la unidad de área periférica. 


15. Ecuaciones de compatibilidad. El problema de la teoría de 
la elasticidad consiste, en general, en determinar el estado tensional que 
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se origina en un cuerpo sometido a la acción de determinadas fuerzas. 
En el caso de problemas bidimensionales, es necesario para ello resolver 
las ecuaciones diferenciales de equilibrio (18) y la solución debe ser tal, 
que satisfaga las condiciones de contorno (20). Dichas ecuaciones dedu- 
cidas de las ecuaciones de la estática, aplicables a cuerpos absolutamente 
rígidos, contienen las tres componentes 0, Oy, Tzy, NO bastando para la 
determinación de las mismas. El problema es estáticamente indetermi- 
nado y para su solución es necesario considerar la deformación elástica 
del cuerpo. 

La expresión matemática de la condición de compatibilidad entre la 
distribución de tensiones y la existencia de las funciones continuas u, Y, 
zv, que definen la deformación se obtiene a partir de las ecuaciones (2). 
En los problemas bidimensionales deberán considerarse solamente tres 
componentes de la deformación, a saber: 


A _u , (a) 
e A AT BA? 


Estas tres componentes de la deformación son expresables en función 
de u y y y, por lo tanto, sus valores no pueden ser arbitrarios sino que han 
de estar ligados entre sí. La relación existente entre ellos se deduce fácil- 
mente de (a). Derivando dos veces respecto a y la primera ecuación de 
(a), dos veces respecto a x la segunda y respecto a x e y la tercera, ob- 


tenemos: 
Pe y PS E 
dy? * dx?  dxdy 


(21) 

Esta ecuación diferencial se llama condición de compatibilidad y debe 
ser satisfecha por las componentes de la deformación, para asegurar la 
existencia de las funciones u y v vinculadas a aquéllas por las ecuacio- 
nes (a). 

Aplicando la ley de Hooke [ecuaciones (3)] la condición (21) puede' 
expresarse en función de los componentes de la tensión. 

En el caso de un estado tensional plano las ecuaciones (3) se reducen a: 


e=hl0—=0) «=p >».2) (22) 
L 21 + 
Ya = ha =P ra 23) 
y sustituyendo en (21) se tiene: 
a q 2(1 
aya (02 — 104) + za (04 y — 07) = ( + y MD (b) 


Mediante las ecuaciones de equilibrio podemos dar a esta ecuación una 
forma diferente. En primer término, consideremos el caso en que el peso 
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del cuerpo es la única fuerza másica, al cual corresponden las ecuaciones 
de equilibrio (19). Diferenciando la primera de éstas respecto a x y la 
segunda respecto a y y luego sumándolas se tiene: 


Por sustitución de estos valores en la ecuación (b) se llega a la ecuación 
de compatibilidad en función de las componentes de la tensión: 


9? 0? 
(E A 2) (07 + 0) =0 (24) 


Si se procede análogamente con las ecuaciones generales de equilibrio 
(18), se tendrá: 


9? 9? IX  oY 
(a + 2) (7 + 0) = (1 +») (2 =P 2») (25) 
En el caso de una deformación plana ($ 8) se tiene: 


0% = v(a7 + 0,) 


y de acuerdo con la ley de Hooke [ecuaciones (3)] resultará: 


1 2 
E [(1 — »%0, — v(1 + v)o,] 


1 (26) 
=$ [1 — 1%0, — v(1 + va.) 


Sustituyendo en la ecuación (21) y teniendo en cuenta, como antes, las 
ecuaciones de equilibrio (19) concluimos que la ecuación de compati- 
bilidad (24), es válida también en el caso de la deformación plana. Para 
el caso general de fuerzas másicas las ecuaciones (21) y (18) nos permiten 
escribir la ecuación de compatibilidad bajo la forma siguiente: 


9? 9? 1 IX 9Y 
(Es E) coro == (E42%) (28) 


Las ecuaciones de equilibrio (18) o (19) conjuntamente con las con- 
diciones de contorno (20) y una de las ecuaciones de compatibilidad que 
quedan consignadas, constituyen un sistema de ecuaciones que, por lo 
general, permite la determinación completa de la distribución de las ten- 
siones en un problema bidimensional. Más adelante se tratan los casos 


* En problemas tensionales planos existen condiciones de compatibilidad distintas de las 
(21) que no son cumplidas por nuestras suposiciones. Sin embargo, en el $ 84 demostraremos 
que pese a ello, los métodos presentados en este capítulo dan una aproximación aceptable 
para placas delgadas. 
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particulares en los que es necesario agregar otras consideraciones ($ 39). 
Es interesante destacar que cuando las fuerzas másicas son constantes, 
en las ecuaciones que determinan la distribución de las tensiones no apa- 
recen las constantes elásticas del material, lo que quiere decir que la dis- 
tribución de las tensiones es igual para todos los materiales isótropos, 
con tal que las ecuaciones sean suficientes para la completa determinación 
de las tensiones. Esta conclusión es de mucha importancia práctica, pues 
como veremos más tarde ($ 42), por procedimientos basados en el uso de 
luz polarizada se pueden hallar las tensiones que se producen en materiales 
transparentes como el vidrio y la baquelita y los resultados así obtenidos 
podrán ser, en muchos casos, inmediatamente aplicados a cualesquiera 
otros materiales, tales como, por ejemplo, el acero. 

Señalaremos asimismo, que cuando las fuerzas másicas son constantes, 
la ecuación de compatibilidad (24) es de aplicación tanto a los casos de 
tensión plana como a los de deformación plana. En consecuencia, la dis- 
tribución de las tensiones será igual em ambos casos, siempre que se 
trate de contornos idénticos y de un mismo sistema de fuerzas exteriores!. 


16. Función de tensión. Hemos demostrado que para resolver 
los problemas bidimensionales, basta con hallar las soluciones de las ecua- 
ciones diferenciales de equilibrio, que satisfagan la ecuación de compati- 
bilidad y las condiciones de contorno. Si aplicamos esto en primer lugar 
al caso en que la única fuerza másica es el peso del cuerpo, las ecuaciones 
que habrá que resolver son [véase las ecuaciones (19) y (24)] 


007 , OTay _ 
dx + Oy e 
do OT (a) 
y rr Bas 0 
dy Ó0x 
92 9? 
E E 2) (02 + 5y) = 0 (5) 


a las cuales se deberá añadir las condiciones de contorno (20). 

El método corriente para resolver estas ecuaciones se basa en la im- 
troducción de una nueva función llamada función de tensión?. Fácilmente 
se comprueba que las ecuaciones (a) quedan satisfechas por una función 
$ (x, v) relacionada con las componentes de la tensión por medio de 
las expresiones siguientes: 


0%4 0% 09% 
— pgy, My = 273 7 PY, A (29) 


Oz dy? 


' Esta afirmación puede necesitar ser modificada cuando la placa o el cilindro tienen 
agujeros pues entonces, para llegar a la solución correcta, debemos considerar los desplazamien- 
tos además de las tensiones. Véase el $ 39. 

” Esta función que a veces es llamada función de tensión de Airy fue introducida en la solu- 
ción de los problemas bidimensionales por G. B. Airy, Brit. Assoc. Advancement Sci. Rept., 1862. 


TENSIONES PLANAS Y DEFORMACIONES PLANAS 49 


De esa manera podremos obtener diversas soluciones para las ecuacio- 
nes de equilibrio (a), entre las cuales, aquella que satisfaga también a 
la ecuación de compatibilidad (b) será la verdadera. Remplazando en la 
ecuación (b) las expresiones (29) de las componentes del esfuerzo con- 
cluimos que la función de tensión es la solución de la ecuación: 


9? a? 9! 


dat A Tay dx? dy? dy 0) 


Resolver un problema de elasticidad en dos dimensiones, en el cual 
sea el peso la única fuerza másica; consiste pues, tan sólo, en buscar una 
solución de la ecuación (30) que satisfaga a la condición de contorno (20) 
correspondiente al caso particular planteado. En los capítulos siguientes 
se aplica para resolver una serie de problemas de interés práctico. 


Consideremos ahora el caso más general de varias fuerzas másicas y admitamos 
que ellas deriven de un potencial. Entonces, las componentes X e Y de las ecuacio- 
nes (18) estarán dadas por las ecuaciones: 


ox (c) 


en las cuales Y es la función potencial. Las ecuaciones (18) se transforman en: 


O a 
37 6 — V) + 0 


sea 


A =0 


Estas, son de la misma forma que las ecuaciones (a) y quedarán satisfechas tomando: 


(31) 


donde ¿4 es la función de tensión. Remplazando estas últimas en la ecuación de com- 
patibilidad (25), que corresponde a un estado elástico plano, se llega a: 


o0t$ 9%$ y EY 


4 
oayi Fay 74 ») + dy? (82) 


E 


ox* 

Para el caso de una deformación plana se puede obtener una ecuación análoga, 
utilizando un procedimiento similar. 

Cuando la fuerza másica actuante se reduce al peso, el potencial Y es — ogy. 
En este caso el miembro derecho de la ecuación (32) se reduce a cero. Si tomamos 
d = O como solución de (32) o (30) se deduce, de (31) o (29), que la distribución 
de tensiones: 


01 = —pgY, Ty = —pgY, Tzy =0 (d) 


es una posible solución. Este estado es el de una presión hidrostática bidimensional 
ogy que se anula para y = 0, y que supuesto que se apliquen las fuerzas de contorno 
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correspondientes puede darse en una placa o cilindro de forma cualquiera. De la 
consideración de un elemento de contorno cualquiera, tal como el que representaría 
la figura 12, y aplicando las ecuaciones (13) se deduce que la fuerza actuante sobre 
el contorno consiste en una presión normal ogy y una tensión tangencial nula. Si 
sobre la placa o el cilindro actúan otras fuerzas tenemos que añadir una tensión 
normal ogy a las nuevas fuerzas. El conjunto de las dos estará en equilibrio y la deter- 
minación de sus efectos es un problema de fuerzas de contorno sin intervención 
de las fuerzas másicas '. 


Problemas 


1. Demostrar que las ecuaciones (12) siguen siendo válidas cuando el elemento 
de la figura 12 se mueve con una aceleración cualquiera. 


2. Hallar gráficamente las deformaciones principales y sus direcciones siendo 
las medidas dadas por una roseta. 


e =2 Xx 10%, — €as =1,35 X 107%,  €uygs9 = 0,95 X 107 cm/cm 
y a= ff = 450, 


3. Demostrar que entre los elementos lineales que pasan por el punto x, y 
aquellos en que se da la máxima y mínima rotación son los paralelos y perpendicu- 
lares a la dirección determinada por () siendo O el ángulo que cumple. 


9v du 9v du 
tg 28 =|—= —— == Busto 
8 e AE $ Oy 


4. Las tensiones existentes en un disco (de espesor unidad) en rotación, pueden 
hallarse considerando el disco parado y sometido a un campo de fuerzas mási- 
cas igual a la fuerza centrífuga. Demostrar que tales fuerzas admiten el potencial 
V= —1)2 ow*(x? + y?) donde o es la densidad y « la velocidad angular de rotación 
(alrededor del origen). 


5. Las fuerzas gravitatorias que actúan sobre un disco cuyo eje es horizontal 
vienen dadas por las ecuaciones (d) del $ 16. Realizar un diagrama de las fuerzas 
de contorno que soportan su peso. Represéntese mediante otro diagrama las fuerzas de 
contorno del problema auxiliar, que debe ser resuelto cuando el peso del disco es 
soportado completamente por una superficie horizontal sobre la cual se apoya. 


6. Las fuerzas gravitatorias que actúan sobre un cilindro cuyo eje es horizontal, 
vienen dadas por las ecuaciones (d) del $ 16. Los extremos del mismo se encuentran 
confinados entre dos planos rígidos fijos que obligan al estado de deformación plana. 
Realícese un diagrama de las fuerzas que actúan sobre su superficie incluyendo 
los extremos. 


7. Introduciendo las relaciones tensión-deformación y las ecuaciones (a) del $ 15 
en las ecuaciones de equilibrio (18), demuéstrese que en ausencia de fuerzas másicas y 
para estados tensionales planos los desplazamientos deben satisfacer la expresión: 


du , du 1 +0 du , 0NY _ 
1 — yóx Nox dy) 


3 + 
gx? dy? 
así como la ecuación compañera. 


' Este problema y el caso general de un potencial Y' que anula el miembro derecho de (32) 
ha sido tratado por M. Biot, /. Applied Mechanics (Trans. 4.S.M.E.), 1935, pág. A-41. 
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8. La placa de la figura que se prolonga en un «diente», se encuentra en un estado 
de tensión plano. Sobre los bordes del diente (las dos líneas rectas) no actúa ninguna 


fuerza. Demuéstrese que no existe tensión alguna en el vértice del diente. (Nota Este 
resultado no es cierto en el caso de que se trate de un diente entrante.) 


Problemas bidimensionales 
en coordenadas rectangulares 


17. Soluciones polinómicas. Como se ha visto, la solución de 
problemas bidimensionales en los que las fuerzas másicas son nulas o cons- 
tantes, se reduce a la integración de la ecuación diferencial 


0t4o 04 94 _ 
da dx? dy? my dyt y (a) 


cuenta tenida, de las condiciones de contorno (20) que correspondan al 
caso particular en estudio. 

Cuando se tratan placas rectangulares largas y estrechas las solucio- 
nes en forma polinómica de la ecuación (a) presentan un notable interés. 
Utilizando polinomios de diversos grados, en efecto, y ajustando conve- 
nientemente los coeficientes, se puede resolver un buen número de pro- 
blemas de importancia práctica!. 

Para empezar, consideremos un polinomio de segundo grado, 


bo = O + dy y (b) 


que, evidentemente, satisfará la ecuación (a). De la ecuación (29), hacien- 
do og = 0, se deduce 


a 0h EN pass dba na ra dba 
A A A 


= —da 


Cz 


Las tres componentes de la tensión son pues constantes en cualquier punto 
del cuerpo y la función de tensión (b) representa, en consecuencia, una 
combinación de tensiones uniformes, de tracción o compresión”, en dos 
' Mesnager, A., Compt. rend., vol. 132, pág. 1475, 1901. Véase también A. Timpe, Z. Math. 
Physik, vol. 52, pág. 348, 1905. 
” Que sea una u otra depende de los signos de a, y bz. Las direcciones de las tensiones re- 
presentadas en la figura 21 corresponden a valores positivos de a», ba Y Ca. 
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direcciones perpendiculares entre sí y una tensión tangencial uniforme. 
Según se explicó en el $ 15, las fuerzas ejercidas sobre el contorno deben 
ser iguales a las tensiones existentes en los puntos del mismo. Tales 
fuerzas son dibujadas en la figura 21, que corresponde a una placa rec- 
tangular cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados. 


S 
1 
y 
y) 


2 


1 ! 
F 


Fic. 21 


Consideremos ahora una función de tensión consistente en un poli- 
nomio de tercer grado 


== Bo Os 3 O nr? dy 
$ = 31 + uY + Say rr (c) 


Este polinomio satisface también la ecuación (a). Usando las ecuaciones 
(29) y poniendo og = 0 llegamos a las expresiones 


_ 03 
Oz = E c3x + dey 
9? 
cd da a = 432 + bay 
9? 
Tay = — Cr = —b3x — Cay 


Una placa rectangular, como la que puede verse en la figura 22, se en- 
cuentra sometida a una flexión simple si todos los coeficientes del polino- 
mio excepto dz son nulos. En cambio, si sólo az es distinto de cero obte- 
nemos un estado de flexión simple creado por esfuerzos normales que 
actúan sobre los costados de la placa de ecuación v= +cC. Si ba o ca 
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son distintas de cero, además de las tensiones normales tendríamos ten- 
siones tangenciales actuando sobre los bordes laterales de la placa. La 
figura 23, por ejemplo, representa el caso en que todos los coeficientes de 
(c) salvo ba son cero. Los sentidos con que se han dibujado las tensiones 
corresponden a valores positivos de bz. A lo largo de los bordes y = + c 
tenemos una distribución uniforme de tensiones de tracción y compre- 
sión, respectivamente, y de tensiones tangenciales proporcionales a x. 
En el borde x = / tenemos simplemente una tensión tangencial constante 
e igual a —bal y en la cara x = 0 no existe tensión alguna. Se obtiene 
una distribución de tensiones análoga si se toma cz distinto de cero. 

Al tomar como función de tensión polinomios de segundo o tercer 
grado se tiene completa libertad en la elección del valor de los coefi- 
cientes pues la ecuación (a) es satisfecha cualesquiera que sea su valor. 
En el caso de polinomios de mayor grado, sin embargo, la ecuación (a) 
sólo es satisfecha si los coeficientes cumplen, entre ellos, determinadas 
relaciones. Tomando, por ejemplo, como función de tensión un poli- 
nomio de cuarto grado 


Qa €4 


e a a 4 yt (a) 


y llevándolo a la ecuación (a) se encuentra que esta ecuación se cumple 
solamente si 


4 + — (2c4 + 04) 
Las compenentes de la tensión en este caso son: 
9? 
Tz = 0 = cua? + duty + (2c4 + a4)y? 
4 9? 
Oy = e = 0441? + bay + cay? 
bs ba ó ds 
A E EA can mas. 
Ty = 3 y y 2C41Y 3 Y 
Los coeficientes as, ..., d,, que figuran en estas expresiones, son arbi- 


trarios y eligiendo sus valores convenientemente podemos obtener dis- 
tintas condiciones de carga sobre la placa rectangular. "Pomando, por ejem- 
plo, todos los coeficientes menos d, iguales a cero resulta 


d 
a = dety, Oy = 0, e > y? (e) 


Si tomamos d, positivo la distribución de fuerzas que actúa sobre la 
placa rectangular y que produce las tensiones expresadas por (e) es la mos- 
trada en la figura 24. Sobre los bordes longitudinales y = + c existe una 
distribución uniforme de tensiones tangenciales y sobre los extremos 
de la placa la distribución de esas tensiones sigue una ley parabólica. 
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El conjunto de tensiones tangenciales actuantes sobre el contorno de la 
placa produce el par' 


dac?l -2c 1 dic? 


1 E TEA 


2 
201 = 3 dictl 


Este par compensa el producido por las fuerzas normales que actúan sobre 
la. cara x = L 


| 
y x 
/ 
' LK A AÑ A RÁ 
YA 
y 
FiG. 24 


Supongamos ahora que se toma como función de tensión un poli- 
nomio de quinto grado 


— 5 sp O to o 5 2 y O aa y fs 
e es E O ER TE 


Sustituyendo en (a) se obtiene que esta ecuación es satisfecha si 


es = —(2c5 + 3a5) 
fs = —3(bs + 2d;) 


Las componentes de la tensión correspondiente son, por lo tanto, 


9? A 
E bs = Ey + ds2%y — (2c5 + 3asjay? — z (bs + 2d5)y?* 

dy” 3 3 

0*bs » d 
e 2 = a51 + bi y + csmy? + 5 y? 

E ds ps 1 3 2 2 1 3 
e — E" A bsz EU — AA" + 3 (2c5 + 3a5)y 
Los coeficientes a;, ..., d5, son, de nuevo, arbitrarios y eligiéndolos conve- 


nientemente se obtienen las soluciones correspondientes a distintas con- 
diciones de carga de la placa. 
Tomando, por ejemplo, todos los coeficientes excepto d, iguales a cero 
se obtiene 
07 = ds(1%y — 3y?) 
0y = 3dsy? (9) 
Tay = —dsxy? 


! Se considera una placa de espesor unidad. 
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Las fuerzas normales se distribuyen uniformemente sobre los bordes 
longitudinales de la placa (fig. 254), mientras que sobre la cara x = 1 
constan de dos partes, una que depende linealmente de y, y otra que es 
función parabólica de tercer grado de la misma coordenada y. Las fuerzas 
tangenciales son proporcionales a x sobre las caras longitudinales y siguen 
una ley parabólica a lo largo del borde x = /. La distribución de todas 
estas tensiones es mostrada en la figura 256. 


Puesto que la ecuación (a) es lineal, la suma de varias soluciones de 
ella es también solución. Podemos, por lo tanto, superponer las solu- 
ciones elementales que hemos estudiado y llegar a nuevas soluciones de 
interés práctico. Más adelante este principio de superposición será usado 
varias veces. 


18. Principio de Saint-Venant! En el párrafo anterior se estu- 
diaron distintos casos referentes a placas rectangulares, llegándose a la 
solución exacta de las mismas, mediante sencillas expresiones de la función 
de tensión DP. Estas soluciones satisfacen todas las ecuaciones de la elas- 
ticidad, pero su exactitud está condicionada a que las fuerzas superfi- 
ciales se distribuyan de una determinada forma. En el caso de flexión 
simple de la figura 22, por ejemplo, el momento flector debe ser producido 
por tracciones y compresiones que, actuando sobre los extremos, sean 
proporcionales a la distancia al eje neutro. De otra parte la sujeción, si 
existe, de la extremidad de la pieza, no deberá influir en la deformación 
de la superficie plana que la limita. Si tales condiciones no se cumplen, 
esto es, si el momento flector se aplica de una manera diferente, o si la 
sustentación impone a la sección terminal otros esfuerzos, la solución 
dada en el $ 17 deja de ser exacta. 

La utilidad práctica de dicha solución, sin embargo, no está limitada 
a caso tan especial sino que puede aplicarse con suficiente exactitud a 
casos de flexión en los que las condiciones en los extremos no son riguro- 


! Este principio fue establecido por Saint-Venant en su famosa memoria sobre la torsión: 
Mém. savants étrangers, vol. 14, 1855. Su relación con el principio de conservación de la energía 
será discutida más adelante (3 47). 
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samente satisfechas. Tal extensión en la aplicación de la solución se basa 
en el llamado principio de Saint-Venant. Este principio establece que si 
las fuerzas que actúan sobre un pequeño elemento de la superficie de un 
cuerpo elástico son remplazadas por otro sistema de fuerzas actuando 
sobre la misma porción de superficie y estáticamente equivalente al an- 
terior, la alteración que la nueva distribución de cargas induce en el antiguo 
estado tensional, aunque localmente importante, resulta despreciable a 
distancias grandes respecto a las dimensiones de la superficie sobre la 
cual han cambiado las fuerzas. Por ejemplo, en el caso de flexión simple 
de una barra (fig. 22) cuyas dimensiones transversales son pequeñas 
comparadas con su longitud, la manera en que se aplique el momento 
flector exterior influye en la distribución tensional que se produce en 
la vecindad de los extremos, pero no en aquella correspondiente a sec- 
ciones distantes, para las cuales coincide prácticamente con la dada por 
la solución a que se refiere la figura 22. 

Lo mismo ocurre con los esfuerzos axiales. La distribución de tensiones 
depende de la forma en que se aplique la carga, solamente en las zonas 
próximas a los extremos. En las secciones alejadas la distribución de ten- 
siones es prácticamente uniforme. Algunos ejemplos ilustrando la validez 
de este aserto y mostrando la rapidez con que la distribución se hace uni- 
forme serán presentados más adelante ($ 23). 


19. Determinación de los desplazamientos. Una vez deducidas 
las componentes de la tensión a partir de las ecuaciones anteriores, las 
componentes de los desplazamientos se obtienen mediante la ley de Hooke, 
ecuaciones (3) y (6). Los desplazamientos, u y v, se obtienen entonces 
a partir de las ecuaciones 


du dv du 0v 
sa q Ep du Tar Y (a) 


dy dy 
Más adelante encontraremos numerosos ejemplos de aplicación de estas 
ecuaciones, cuya integración en cada caso particular no presenta difi- 
cultades. Se ve en seguida que las componentes de la deformación no 
cambian si añadimos a u y v las funciones lineales 


u = 4 + dy, v =C— bx (b) 


en las que a, b y c son constantes. Esto significa que las tensiones y de- 
formaciones no determinan completamente los desplazamientos y que a 
los causados por las deformaciones internas pueden añadirse otros, aná- 
logos a los que experimenta un cuerpo rígido. Las constantes a y c de- 
finen una traslación y la b un pequeño ángulo de giro del cuerpo rígido 
alrededor del eje z. 

En el $ 15 se demostró que para fuerzas másicas constantes la distri- 
bución de tensiones es la misma para estados tensionales planos que para 
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estados de deformación plana. Los desplazamientos, sin embargo, son 
distintos, dado que para el primer caso las componentes de la deforma- 
ción que figuran en las ecuaciones (a) vienen dadas por 


== (0), e = (0-0) = Ls 
Es = q (0 v0y), y = q Us voz), Ya = Ta 


mientras que para el segundo caso de deformación plana las componentes 
de la deformación son 


A 5 lo. — y(0, + 0.)] = [Gl — 10, — v(1 + v)jo,] 

e = [0 — v(0 +09] = ¿1(1 — voy — v(1 + 0)od 
1 

Ya = Gr 


Se comprueba fácilmente que estas ecuaciones pueden obtenerse de las 
anteriores, para estado tensional plano, sin más que sustituir E, en estas 
últimas, por E/(1 — ») y » por v/(1 — v). Estas sustituciones no alteran 
G que es E/2(1 — »). Al estudiar algunos problemas especiales se indicará 
el procedimiento de integración de las ecuaciones (a). 


20. Flexión de una pieza en voladizo' con carga en su extremi- 
dad libre. Sea una pieza en voladizo, de sección rectangular delgada, 
que supondremos de anchura unidad, flectada por la acción de una fuerza 
aplicada en su extremo libre (fig. 26). Sobre los bordes superior e inferior 


Fic. 26 


no actúa ninguna carga, mientras que sobre el extremo correspondiente 
a x =0 se distribuyen fuerzas tangenciales de resultante P. Tales con- 
diciones pueden ser satisfechas mediante una combinación apropiada 
de un estado de esfuerzo cortante simple y de las tensiones dadas por las 
ecuaciones (e) del $ 17, representadas en la figura 24. Sumando la tensión 
tangencial 71,, = — ba y las tensiones (e) se tiene 


07 = d¿TY, y =0 


Ea == da y? (a) 


1 N. del T. También recibe el nombre de ménsula. 
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Para que la fuerza actuante sobre los bordes y = + c sea nula es nece- 
sario que 


(Tay)ymto = —D2 — 9 pis 0 


de donde 


Para que se cumpla la condición de que en el extremo cargado la suma 
de las fuerzas tangenciales sea igual a P se ha de cumplir que' 


=P raray= / (2249) ay = 2 


de donde 
e 
a E 
Sustituyendo los valores obtenidos de d y b, en (a) se obtiene 
o 
mm —>5 3% y =0 


O y? 
0 (3) 


y advirtiendo que 2/3 c* es el momento de inercia / de la sección trans- 
versal de la pieza tenemos 


Px 
Up ==; A Oy = 0 
P1 (b) 


La coincidencia de esta solución con la deducida de forma elemental en 
los tratados de resistencia de materiales es completa. Debe advertirse, 
sin embargo, que ella es exacta tan sólo cuando las fuerzas tangenciales 
sobre las extremidades se distribuyen siguiendo la ley parabólica de las 
tensiones tangenciales 7,, y las fuerzas normales en el empotramiento son 
proporcionales a y. Si las fuerzas sobre los extremos se distribuyen de otra 
manera, la distribución de tensiones (b) no es una solución correcta en los 
extremos de la pieza, aunque sí lo es, en virtud del principio de Saint- 
Venant, en las secciones transversales alejadas de los mismos. 


! El signo menos, precediendo a la integral, proviene de la regla de signos dada para las 
tensiones tangenciales. La tensión 7, en el extremo x = O es positiva si se dirige hacia arriba. 


60 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


Consideremos ahora los desplazamientos correspondientes a las ten- 
. siones (b). Aplicando la ley de Hooke se deduce que: 


JD Pzxy Y __ wz _ vPzxy (c) 
“Ta E "CEP “gy E El 

du , 01 _ Toy 1 2 — ¡2 d 
ta ay dr > 216) E 


Las componentes u y vw de los desplazamientos se obtienen integrando 
las ecuaciones (c) y (d). Integrando (c) tenemos la expresión: 


Prty Pay? 
“==> FI),  v= E. + fi(x) 


donde fly) y f(x) son funciones de y y de x desconocidas. Sustituyendo 
estos valores de u y v en la ecuación (d) se llega a: 


Px? . dfíy) PR A) P 
TO a? da 7 
En esta ecuación algunos términos dependen solamente de x, otros sola- 


mente de y, y uno es independiente de ambos. Indicando estos grupos 
por F(x), G(y) y K tenemos: 


O E _ dy) | Py? Py? 
Hart "De 
Pe? 
E. =—57g 


y la ecuación puede escribirse 
F(x) + Ey) = K 
Tal ecuación implica que F(x) es una constante d y G(y) otra e. De no ser 


así F(x) y G(y) variarán con x e y y variando la x o la y solamente, la igual- 
dad anterior dejaría de cumplirse. En consecuencia 


Pe? 


epa ==> (e) 


dile) ZP, 4N__PY Py 


de — 281 dy ETT Tr? 
Las funciones fly) y f(x) son entonces 
=> Pr, Py 
W=>=GT Er UTs 


3 
fo) = Hd h 
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que sustrtuidas en las expresiones halladas para u y v conducen a: 


_ _ Puy _ vPy? 
el tag tuto 
a Pay? (9) 


Po? 
ar Teo T+h 


Las constantes d, e, g, y h pueden ser determinadas ahora mediante la 
ecuación (e) y mediante las tres condiciones de vínculo, necesarias para 
impedir que la viga pueda moverse como un cuerpo rígido en el plano 
xy. Supongamos que el punto A, baricentro de la sección transversal 
extrema esté fijo. Entonces u y v son nulos para x = l, y =0 y de las 
ecuaciones (2) se deduce 


g =0, E == as. 


La curva de deflexión se obtiene sustituyendo y = O en la segunda de las 
ecuaciones (9). De esta manera: 


3 
(U)y=o = 6El “ GEI 7 d(l — e) (h) 


La determinación de la constante de esta última ecuación exige el empleo 
de la tercera condición de vínculo, la cual elimina la posibilidad de una 
rotación de la viga en el plano xy alrededor del punto fijo 4. Esta sujeción 
puede realizarse de varias formas. Consideremos dos casos: 1) Que un 
elemento del eje de la viga esté fijado en el extremo 4. Entonces la con- 
dición de vínculo se escribe: 


En e %) 


2) Que se fije un elemento vertical de la sección transversal en el punto 4. 
La misma condición queda entonces 


gu 


En el primer caso, la ecuación (A) permite escribir 


y la ecuación (e) nos da 


281  21G 
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Sustituyendo todas las constantes en (g) tenemos 


Pay  vPy3, Py (5 _ Sa) 
— 2ET “ 6EI * 616 “N251" 21G)/* (m) 
Pay, Pato Ple, Pl ds 
== 2ET * 6El 2El ' 3El 


La ecuación de la curva de deflexión es 


la PE _ Plz, PR 
== 57 7 251 Y 3E1 (n) 


que da para la flecha del extremo cargado (x = 0) el valor PP/3ET1, que coin- 
cide con el valor que se deduce en los textos elementales de resistencia 
de materiales. 

Con el fin de mostrar la distorsión de las secciones transversales pro- 
ducida por las tensiones tangenciales consideremos el desplazamiento u 
del extremo empotrado (x = /). Las ecuaciones (m) nos .dan para dicho 
plano: 

O e RI 
GEI * 616 216 
(2) A AO O 
dear” 7 2ET Y 2U1G 7 216 (o) 


2) a 
Wiz 26 4c 


y la forma que la sección transversal adquiere como consecuencia de 
esa deformación es la indicada en la figura 27a. Debido a la tensión tan- 
gencial 7,, = — 3P/4c actuante en el punto A, el elemento de sección 
transversal centrado en 4, gira en el plano xy alrededor del punto A el 
ángulo 3P/4cG en el sentido de las agujas del reloj. 

Si en lugar de fijar un elemento horizontal del eje se considera reali- 
zada la fijación de un elemento vertical de la sección transversal (fig. 27b), 
se tendrá, de acuerdo con las ecuaciones (e) y la primera de las (g) 


PS 
ES 
— 

8 

Il 

7 
| 


¿PR 
 2El 
Sustituyendo en (e) se deduce 
¿e E 
2EI — 2IG 


y remplazando en la segunda de las ecuaciones (g) llegamos a 


Px? Plix PI Pe? 
Wu = 2173131 + ae (r) 
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De la comparación de esta ecuación con la (n), se deduce que debido al 
giro de la extremidad A del eje de la pieza en voladizo (fig. 27b), su flecha 
aumenta en la cantidad 


Pe? 3P 
10 0-0=igl0-9) 


cantidad que representa, pues, el llamado efecto de las fuerzas cortantes 
en la flexión de la viga (flecha adicional). 


(0) 


FiG. 27 


En la práctica las condiciones en el empotramiento difieren de las 
mostradas en la figura 27. La sección fija no es libre en general para 
deformarse y la distribución de fuerzas en este extremo es diferente de 


la dada en (6). Esta solución es, sin embargo, satisfactoria para piezas en 
voladizo relativamente largas, en puntos distantes de los extremos. 


21. Flexión de una viga uniformemente cargada. Considere- 
mos una viga de sección rectangular estrecha y de anchura unidad, apo- 
yada en sus extremos, sometida a flexión bajo una carga uniformemente 
repartida de intensidad q, como indica la figura 28. Las condiciones en 
los bordes superior e inferior son 


(Tay)y=to A O, (5y)y=+0 = 0, (Sy) im: a: (a) 


y en los extremos x = — / 


Cc e e Cc d 
] Tzy dy = Fgl, f" c.dy =0, / oydy =0 (0) 
—6 == =c 
Las dos últimas ecuaciones (b) establecen que sobre los extremos de la 
viga no actúa ninguna fuerza longitudinal ni ningún par flector. Las 
condiciones (a) y (b) pueden ser satisfechas combinando ciertas solucio- 
nes polinómicas de las obtenidas en el $ 17. Empecemos con la solución 
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(9) ilustrada por la figura 25. Con el fin de suprimir los esfuerzos de 
tracción que actúan sobre el borde y = c y los esfuerzos tangenciales 
existentes a lo largo de las caras y = + Cc superponemos una compre- 


” 197 
uN y 


2 
.í 
(5) (c) 
Fic. 28 
sión simple o, = az, de la solución (b), ($ 17) y las tensiones o, = bay 
Y Tzy = —bax (fig. 23). De esta forma se llega a las expresiones: 
07 = dsla%y — 3y*) 
0y = 3d5Y* + bay + 0% (c) 
Tay = —dsiy? — bax 
Teniendo en cuenta las condiciones (a) resulta: 
— dsc? eS bz = 0 
¿dsc? =- bae — dla = 0 
—$d50?* — bc + ds = —Q 
de donde 
e es E ss Y, sl 
ls 2 dd 4c dE 4 ¿3 


Sustituyendo en las ecuaciones (c) y advirtiendo que 2c*/3 es el momento 
de inercia 1 de la sección transversal rectangular de anchura unidad, 
se obtiene: 


SO á O A 3 2 
Ñ 4 Y — gy ar (uy — 34 


3q (1 a 1 2 
a =— Gua +zo)- (gr ev+30) (0 
_ 3 2 — 72 as E Z — 2 
ma yq O — PS — y (6 8 


Puede comprobarse fácilmente que estas componentes de la tensión sa- 
tisfacen no sólo las condiciones (a), existentes en los bordes longitudi- 
nales, sino también las dos primeras condiciones (b), que se dan en los 
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extremos. Con el fin de que los pares que actúan sobre éstos se anulen, su- 
perponemos a la solución (d) una flexión simple o, = d3* y, 0, = Try = 0, 
como indica la figura 22, y determinamos d¿ imponiendo la condición de 
que pará = +1 


/ ay dy = -32(0y-2Zy4) + du |ydy =0 


se E 4c 3 
de donde 
_3qp[p 2 
2 ada 
y finalmente 
39 2 213 432 (% 2 
E dl Tácle 3)? 


33 
=L (1-ay+ AL (Ey Poy úl 
2/ 2IN3 9) 


El primer término de esta expresión representa las tensiones que se de- 
ducen de la aplicación de la teoría elemental de la flexión, correspondiendo 
el segundo a una corrección. Esta corrección independiente de x es pe- 
queña comparada con la máxima tensión normal de flexión, siempre 
que la luz de la viga sea considerable en relación con su altura, de manera 
que, en vigas de ese tipo, la teoría elemental de la flexión proporciona 
un valor suficientemente exacto para las tensiones 0,. Es de advertir 
que la expresión (33) es una solución exacta sólo si las fuerzas normales 
que actúan sobre los extremos x = + Íl se distribuyen según la ley 


es decir, si las fuerzas normales en los extremos son iguales a los valores 
de 6, para x = — l deducidos de (33). Estas fuerzas tienen como resul- 
tante un par y una fuerza nulos y, por lo tanto, según se deduce del prin- 
cipio de Saint-Venant, podemos despreciar su influencia sobre las ten- 
siones en puntos alejados de los extremos, para distancias, por ejemplo, 
del orden de la altura de la viga. Para tales puntos y cuando las fuerzas X 
son nulas, la solución (33) puede considerarse como suficientemente 
exacta. : 

La discrepancia entre la solución exacta dada por (33) y la aproximada 
expresada por el primer término de (33), proviene de que en el cálculo 
de esta última, se supone que las fibras longitudinales de la viga se en- 
cuentran sometidas a una tracción simple. La solución (d), sin embargo, 
muestra que entre las distintas fibras se ejercen unas tensiones de com- 
presión 0,. Estas tensiones son las responsables del segundo término 
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de corrección de la solución (33). La distribución de esas tensiones de 
compresión o, a lo largo de la altura de la viga es mostrada en la figura 
28c. En cuanto a las tensiones tangenciales 7 ,,, la tercera de las ecuaciones 
(d) da su distribución en una sección transversal de la viga, la cual coim- 
cide con la que se obtiene aplicando la teoría elemental. 


Cuando la carga que se aplica a la viga es su propio peso en lugar de la fuerza 
distribuida q, la solución debe modificarse haciendo q = 2ogc en (33) y en las dos 
últimas ecuaciones de (d), y añadiendo las tensiones 


07 =0, oy = pglc — y), Tzy =0 (e) 
Esta distribución de tensiones puede deducirse aplicando las ecuaciones (29) a: 
$ = ¿pglca? + y*/3) 


representando, por tanto, un posible estado tensional producido por el peso y las 
fuerzas de contorno. Sobre el borde superior y = —c tenemos q, = 2ogc y en el 
inferior y = c, a, = 0. De esta forma cuando las tensiones (e) son añadidas a la 
solución anterior, en la que se ha hecho q = 2ogc, la tensión sobre ambos bordes 
horizontales es cero, y la carga aplicada a la viga consiste simplemente en su peso. 


Los desplazamientos u y v pueden ser calculados mediante el método 
indicado en el $ 20. Suponiendo que el desplazamiento horizontal del bari- 
centro de la sección transversal media (definido por x = 0, y = 0) sea 
nulo y que el vertical sea igual a la flecha % se deduce de (d) y (33). 


q y 2 2 1 2 
e (5er (gr 2er) +(qu-ev+30)| 
A O A tc Ela Ada 
a ánE Ho em G75%Y 
2y2 4 
O A IS 


A la vista de la expresión de u puede deducirse que la línea neutra de la 
viga no pasa por su eje ya que a causa de la tensión compresiva 


(5,)y=0 PES 3 


el eje directriz está sujeto a una tracción a la que corresponde la deforma- 
ción »q/2E, teniéndose por lo tanto 


(U)y=o == 2% 


De la expresión de vw se deduce la ecuación de la curva de deflexión 


Pat at 1 1 
We 3 e [E Lore (1449) 0 4) 
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y suponiendo nula la flecha del punto central de los extremos (x = + /) 
se deduce 
_ qe 120? f4 , 
lo +3) 6 


El factor que precede a los corchetes, es el valor que se obtiene para la 
flecha aplicando la teoría elemental, bajo el supuesto de que las secciones 
transversales de la viga permanezcan planas durante la flexión. El segundo 
término, dentro del corchete, representa la corrección que corresponde 
al llamado efecto de la fuerza transversal. 

Derivando dos veces con respecto a x la ecuación (f) de la curva de 
deflexión, encontramos para la curvatura la siguiente expresión 


d DP — q? 4 
(E. = 31 ES ld E + a) (85) 


que nos permite establecer que la curvatura no es exactamente propor- 
cional al momento flector! q(? — x?)/2. El término adicional encerrado 
por los corchetes tiene el significado de una corrección que debe aplicarse 
a la fórmula elemental corriente. Un estudio más amplio de la curvatura 
de las vigas lleva a la conclusión? de que la corrección indicada por el 
término que incluye la expresión (35), puede emplearse en todos aquellos 
casos de carga de intensidad variable en forma continua. En el $ 36 se 
estudiará el efecto de la fuerza transversal sobre la deformación de una viga 
sometida a flexión bajo una carga concentrada. 


Un cálculo elemental del efecto de la fuerza transversal sobre la curvatura de 
la curva de deflexión de las vigas ha sido hecho por Rankine* en Inglaterra y Gra- 
shof * en Alemania. Considerando como deformación transversal máxima en el eje 
neutro de una viga rectangular de ancho unitario, bajo la acción de una fuerza trans- 


20cG 


dado por su derivada respecto a x, o sea, 3/2 45). De acuerdo con el cálculo 
Ca 


elemental, se llega a la siguiente expresión para la curvatura corregida: 


EM o | 
Er 3 2328 = 21" ++» 


Se observa que el valor de la corrección, así obtenida, es exagerado en comparación 
con el de la expresión (35) * 
El término correctivo de la ecuación de la curvatura (35) no puede atribuirse 


! Esta observación es debida a K. Pearson, Quart. Four. Math., vol. 24, pág. 63, 1889. 

? Véase el trabajo de T. V. Karman, Abhandl. aerodynam. Inst. Tech. Hochschule, Aachen, 
vol. 7, pág. 3, 1927. 

2 Rankine, Applied Mechanics, 14.* edición, pág. 344, 1895. 

' Grashof, Elastizitát und Festigkeit, 2.* edición, 1878. 

5 Una mayor aproximación se consigue mediante consideraciones energéticas. Véase 
S. Timoshenko, Strength of Materials, 2.* edición, vol. 1, pág. 299. 


0) : . y 
versal O, el valor 3/2 (E , el correspondiente incremento de la curvatura está 
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tan sólo al esfuerzo cortante, pues deriva del hecho de que las tensiones de com- 
presión a, no están uniformemente distribuidas en la altura de la viga. El ensancha- 
miento lateral que estas tensiones producen en la dirección x, disminuye de arriba 
a abajo, de manera que se origina una curvatura inversa (de convexidad hacia arriba). 
Si a esta curvatura se une el efecto de la fuerza transversal, quedará explicado el 
término correctivo de dicha ecuación. 


22. Otros casos de flexión de vigas bajo cargas continuas. 
Aumentando el grado de los polinomios que representan las soluciones 
de los problemas bidimensionales ($ 17), podemos resolver diversos casos 
de flexión de vigas sometidas a cargas que varían de un punto a otro con 
continuidad!. "Tomando, por ejemplo, una solución en forma de poli- 


. 


Fic. 29 


nomio de sexto grado y combinándola con las soluciones dadas en el $ 17, 
podemos determinar las tensiones que origina una presión hidrostática 
en una estructura vertical empotrada, como la representada en la figura 29, 
y demostrar que el siguiente sistema de tensiones satisface todas las 
condiciones de equilibrio en las caras longitudinales 


1 O 
la — "gps + El 2 aa 


__E Y _3y 
ly = 2 + qe (E Y) (a) 


2 
E E 


En estas expresiones q es el peso específico del fluido, de manera que la 
intensidad de la carga a la profundidad x es qx y la fuerza transversal 
y el momento flector a la misma profundidad qx”/2 y qx*/6. Como puede 
advertirse fácilmente, los primeros términos de las expresiones de o, y 
Tzy Son los que para estas tensiones dan las fórmulas elementales. 

En la parte superior de la estructura (x = 0) la tensión normal es nula 
y la tangencial viene dada por: 


tay = — Lot y) + Lele — y) 


' Véanse los trabajos de Timpe, loc. cit.; W. R. Osgood, $. Research Natl. Bur. Standards 
vol. 28, pág. 159, 1942. 
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Estas tensiones, aunque distintas de cero, son muy pequeñas y además 
su resultante es nula, por lo que a efectos prácticos podemos considerar 
que el extremo superior de la estructura se encuentra libre de fuerzas 
exteriores. 

El efecto del peso de la estructura sobre la distribución de tensiones 
es tenido en cuenta sin más que añadir a la expresión de o, en las ecuacio- 
nes (a) el término —q,x, donde q, es el peso específico del material de 
la estructura. La solución así obtenida ha intentado aplicarse al cálculo 
de las tensiones existentes en las presas de mampostería de sección rec- 
tangular. Debe advertirse, sin embargo, que tal solución no satisface 
las condiciones existentes en la sección de asiento del muro. La solución 
(a) es exacta si las fuerzas actuantes sobre esa sección se reparten como las 
tensiones 0, y Ty dadas por (a). En los casos reales la base de la presa está 
trabada a la fundación y las condiciones existentes son distintas a las que 
la solución que estudiamos exige. De acuerdo con el principio de Saint- 
Venant podríamos deducir que el efecto de dicho vínculo sería desprecia- 
ble a distancias grandes de la base pero dado que las dimensiones trans- 
versales de una presa de mampostería no son despreciables frente a su al- 
tura, la influencia que consideramos no puede ser despreciada?. 

Tomando como función de tensión un polinomio de séptimo grado 
puede obtenerse la distribución de tensiones en una viga sometida a una 
distribución de cargas que obedezca a una ley parabólica. 


En el caso general de una distribución de carga dada por una ley de variación 
continua de intensidad q (fig. 30), la distribución de tensiones en cualquier sección 
transversal alejada de los extremos de la viga (a una distancia mayor que la altura 
de la viga), puede ser calculada en forma aproximada mediante las siguientes ecua- 


ciones” 
3 


203 10c 
31 3 
a=-L+0 (2-2) (36) 


Tzy = z (6 y?) 


en las que M es el momento flector, O la fuerza transversal, calculada en la forma 
corriente, y q la intensidad de la carga en la sección transversal considerada. Estas 


'* M. Levy, Compt. rend., vol. 126, pág. 1235, 1898. 

- El problema de las tensiones que se producen en las presas de mampostería tiene gran 
interés práctico y ha sido tratado por diversos autores. Véase K. Pearson, On some Disregarded 
Points in the Stability of Masonry Dams, en Drapers' Co. Research Mems., 1904; K. Pearson 
y C. Pollard, An Experimental Study of the Stresses in Masonry Dams, en Drapers' Co. Re- 
search Mems., 1907. Véanse también los trabajos de L. F. Richardson, Trans. Roy. Soc. (Lon- 
dres), vol. 210, serie A, pág. 307, 1910; y S. D. Carothers, Proc. Roy. Soc., Edinburgo, vol. 33, 
pág. 292, 1913. f. Muller, Publications du laboratoire de photo-élasticité, Zirich, 1930, Fillunger, 
Oesterr. Wochschr. óffentl. Baudienst, 1913, Heft, 45. K. Wolf, Sitzber. Akad. Wiss. Wien, 
vol. 123, 1914. 

* F. Seewald, Abhandl, aerodvnam. Inst. Tech. Hoschschule, Aachen, vol. 7, pág. 11, 1927. 
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ecuaciones concuerdan con las obtenidas anteriormente para una viga sometida a 
una carga uniforme ($ 21). 


34 
Fic. 30 


Si la carga de intensidad q, que actúa de arriba hacia abajo, está distribuida a lo 
largo del borde inferior (y = —+c) de la viga, la expresión de las tensiones se obtiene 
a partir de (36) añadiendo una tensión de tracción o, = q. "Tenemos entonces: 


203 10 c 
q 3Y y? (36) 
=> +4 Le “A 
Q 


23. Solución del problema de la elasticidad plana por medio de una 
serie de Fourier. Como se ha visto, el problema de la determinación de las 
tensiones que se originan en una viga de sección rectangular estrecha, bajo la acción 
de una carga distribuida en forma continua a lo largo de la misma, puede ser re- 
suelto bajo la forma de un polinomio. Si la carga es discontinua deberá emplearse, 
para llegar a la solución, una función de tensión que tenga la forma de una serie 
trigonométrica*. La conocida ecuación 
4 4 4 
O (a) 

y" Oy 


puede ser satisfecha adoptando para la función ¿4 la forma 
$ = sen => f(y) (b) 


en la cual m es un número entero y f(v) una función de y únicamente. Remplazando 
este valor en la ecuación (a) y empleando la notación mx/1 = a, se llega a la siguiente 
ecuación para la determinación de f(y): 


atf(y) — 2a%f""(y) 4) =0 (c) 
La integral general de esta ecuación diferencial lineal de coeficientes constantes es 
fo) = C, ch ay + Ca sh ay + Cy ch ay + C,y sh ay 


1 La solución del problema de las vigas mediante series trigonométricas fue introducida 
por M. C. Ribiére en su tesis «Sur divers cas de la flexion des prismes rectangles», Burdeos, 
1889. Véase también el trabajo del mismo autor publicado en Compt. rend., vol. 126, págs. 402- 
404 y 1190-1192. Posteriormente, L. N. G. Filon, Phil. Trans., serie A, vol. 201, pág. 63, 
1903, ha realizado nuevos progresos en la aplicación del método. Diversos casos particulares 
han sido estudiados por F. Bleich, Bauingenieur, vol. 4, pág. 255, 1923. 
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La función de tensión resulta entonces 
d = sen ax(C, ch ay + Ca sh ay + C3y ch ay + C,y sh ay) (d) 


y las componentes de la tensión están dadas por 


0 $ 8 mu 
Oz ==> = Sen ax [Cja? ch uy + Ca? sh ay — Caal2 sh uy 
cy” 
+ ay ch ay) + Cja(Q ch ay + ay sh ay)] 
00 2 > y 
0, = <= —d? sen ax(C, ch ay + Ca sh ay + Cay ch ay + Cy sh ay) (e) 
qe 
04 
Try = == -— acos ax[Ciu sh ay + Coa ch ay + Calch uy 
Ox Cy ; 


+ ay sh ay) + C¡(sh ay + ay ch ay)] 


Considerando el caso particular de una viga simple de sección rectangular sujeta 
a la acción de fuerzas verticales, distribuidas en forma continua a lo largo de sus 
bordes superior e inferior y cuyas intensidades sean 4 sen ux y B sen ux, respectiva- 
mente. La figura 31 corresponde al caso particular en el cual u = 4x1/1 e indica 


ALI <TEY Ain» XI 

e 
ALUMN AUN. A 

Sud MY 


p.o 


asimismo los valores positivos de 4 y de B. La distribución de las tensiones en este 
caso puede obtenerse mediante las ecuaciones (e). En cuanto a las constantes de 
integración, C,, ..., C,, pueden determinarse teniendo en cuenta las condiciones 


supuestas en los bordes superior e inferior de la viga (y — +c). Estas condiciones son: 
Para y = +€ 
Tay 0, Oy = —B sen ux 
Para y = —c 0) 
Try => 0, Sy = A sen ux 


Por sustitución de estos valores en la tercera de las ecuaciones del grupo (e) se llega a 
Cia sh ac — Cosa ch ac + Calch ac + ac sh ac) + Ci¡(sh ae + uc ch ac) = 0 


— Cia sh ac + Cosa ch: uc + Cxzlch uc + uc sh uc) C ¡(sh ace + ac ch uc) 0 


y de ahí 
Cs = —Co2 — a ch uc 
; = chac + acsh ac 
== E ash ac (2) 


sh ac — ac ch ac 
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Si en la segunda ecuación del grupo (e) se tiene en cuenta las condiciones corres- 
pondientes a las caras y = +c, encontramos: 


a(C, ch ac + Ca sh ac + Cac ch ac + Cc sh uc) = B 
a*(C, ch ac — Cs sh ac — Cgc ch ac + Cie sh uc) = A 


Por suma y resta de estas ecuaciones y teniendo en cuenta las ecuaciones (g) se llega a 


e A E B. _shac>+ucch ac 
u” sh 2uc — 2uc 
Na AB. chuc-—acsh uc 
> ae sh 2uc — 2uc 
_A— B a ch uc (4) 
a? sh 2uc 2ac 
AB ush ac 
a? sh 2uc + 2uc 


y finalmente, sustituyendo en las ecuaciones (e) se obtiene para las componentes 
de la tensión, las expresiones siguientes 


de = 00 4 (ac ch uc — sh uc) ch ay — uy sh ay sh uc 


* Sen aux 
sh 2uc + 2uc 


185 (ac sh uc — ch ac) sh ay uy ch ay ch ue 
sh 2ac — 2ac 


* Sen ux 


a =>MdeB (ac ch ac — sh ac) ch uy av sh ay sh ac 
sh 2uc — 2auc 


* Sen ux 


(k) 


uc sh uc + ch uc) sh uy uy ch ay ch uc 
+ (4 — py lucesh uc + ch ue) sh uy — uy ch ay chue, sen ux 


sh 2uc — 2uc 
ac Ch ac sh av av ch «ay sh ue 
Tr e (A e B) A LO A 
sh 2ac — 2ac 


(4 By) L sh uc ch uy — ay sh uy ch uc 
sh 2uc — 2ac 


" COS UN 


Las tensiones que dan las expresiones (k) satisfacen a las condiciones consig- 
nadas en la figura 31 en lo que respecta a las caras y = +c. En las extremidades 
de la viga, x = 0 y x = l, las tensiones 6, son nulas y sólo existe la tensión tangencial 
T sy. Esta tensión está representada por dos términos, como se ve en las ecuaciones (k): 
el primer término es proporcional a 4 — B y representa las tensiones que para las 
mitades superior e inferior de la cara externa, son de igual valor, pero de signos 
contrarios. La resultante de estas tensiones en la cara extrema es cero. El segundo 
término proporcional a 4 — B, tiene resultantes en las extremidades de la viga, 
que equilibran a las cargas aplicadas a las caras longitudinales (1 Lc). 

Si estas cargas fueran iguales para ambas caras, el coeficiente 4 sería igual a B 
y las reacciones en los extremos desaparecerían. Para tratar con más detalle este 
caso particular, supongamos que la longitud de la viga sea grande en comparación 
con la altura. De acuerdo con la segunda de las ecuaciones (R), las tensiones norma- 


les 5, que actúan en el plano medio, y = 0, de la viga, están dadas por 
/ ac Ch ac + sh ac 
Oy —24 == sen ax (1) 


sh 2ac + 2ac 
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Para vigas muy largas uc igual a mxc/l, es pequeño, siempre que el número m 
de ondas no sea grande. En este caso, si se sustituye en (/) resulta: 


ted? .. Cagj? 
6 +0 


sh ac = ac + pass is y hac=14 64607... 


24 


y despreciando los infinitésimos de orden superior a (ac)' se llega a 


a (ac)? 
Ty Á sen az (1 - 3) 
De aquí resulta que para valores pequeños de «ac, la distribución de las tensiones 
en el plano medio es prácticamente la misma que la que corresponde a ambos cantos 
horizontales (y = +c) de la viga y, por tanto, que las presiones se transmiten a 
través de una viga o placa sin modificación apreciable, siempre que ellas no varíen 
rápidamente a lo largo de las caras. 


FiG. 32- 


En este caso las tensiones transversales 7,, son muy pequeñas y se suman, en 
las mitades superior e inferior de los bordes verticales, a las pequeñas resultantes 
que se requieren para equilibrar la escasa diferencia entre las presiones que se ejercen 
sobre los bordes horizontales (y =' + c) y el plano medio (y = 0). 

En el caso más general, la distribución de las cargas verticales a lo largo de los 
bordes superior e inferior de una viga (fig. 32) se puede representar por las series 
siguientes ': 

Para el borde superior 


Qu = Á0 + A An sen => + y AR cos == 
m=1 
Para el borde inferior (m) 
q = Bo + ) Bn sen E z Bm! cos == 
=1 m=1 


Los términos constantes Ap, Bj, representan una carga uniformemente distribuida 
sobre la viga, caso que se ha visto en el $ 21. Las tensiones originadas por los tér- 
minos que contienen sen (max/[) se obtienen mediante la suma de las soluciones (4). 
Las tensiones que originan los términos que contienen cos (max/l) se determinan 
fácilmente intercambiando en las ecuaciones (%) sen ux por cos aux y viceversa y 
cambiando el signo de T.,.,,. 


' Para estudiar las series de Fourier véase Osgood, Advanced Calculus, 1928; o Byerly, 
Fourier Series and Spherical Harmonics, 1902; o Churchill, Fourier Series and Boundary Value 
Problems, 1941. 
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El caso representado por la figura 33 nos permitirá desarrollar un ejemplo ilus- 
trativo de este método general de cálculo de las tensiones que se producen en las 
placas rectangulares. Para este caso en que la carga es simétrica, los términos que 
contienen sen (mxx/1) desaparecen de las expresiones (m) y los coeficientes 4, y Am' 
se obtienen como de ordinario 


ma 
$ _— 2g sen 7 
a Tr: 
As = Bo = Y; Án! =By. = cos —— de = ——_—— (n) 
0 0 1 m m 7 q 1 mr 

Los términos 4, y Bj, representan una compresión uniforme igual a ga/! de dirección y. 
Las tensiones que corresponden a los términos trigonométricos se obtienen intercam- 
biando en las soluciones (R) sen ax por cos ax y mediante el cambio del signo de 7,,. 


P 


| 
“ALEA E E 
0 LOAN ANDO 
SREEETPErT] 
A e dl *4IZ 3 
Valores de x/c 
Fic. 34 


Valores de TICO, 12P 


La tensión normal s,, única que actúa en el plano medio y = 0, se puede ob- 
tener utilizando la segunda de las ecuaciones (R): 


mra mrc Mrc marc 
sen— >! — 6h Ls == 
a =-L£-Y E Ml eto E jala «cos Az 
T m de ze +2 mac l 
m=1 l 


Esta tensión ha sido calculada por Filon* para el caso de una faja infinitamente 
larga, en la cual el valor de a es muy pequeño o lo que es lo mismo, para una fuerza 
concentrada P = 2qa. La figura 34 resume gráficamente los resultados de estos 
cálculos y demuestra que o, disminuye muy rápidamente con x para reducirse a cero 
en correspondencia del valor x/c = 1,35 y ser entonces remplazado por una tracción. 
El mismo autor ha estudiado el caso que muestra la figura 35, que es aquel en que 
las fuerzas P no tienen la misma recta de acción. En ese caso la distribución de los 
esfuerzos tangenciales en la sección transversal nn es de interés práctico; está repre- 
sentada en la figura 36, la cual nos dice que para valores pequeños de la relación b/c 
esta distribución se aparta de la ley parabólica deducida de la teoría elemental; 


UL. N. G. Filon, Trans. Roy. Soc. London, serie A, vol. 201, pág. 67, 1903. El mismo pro- 
blema fue estudiado por A. Timpe, Z. Math. Physik, vol. 55, pág. 149, 1907; G. Mesmer, 
Vergleichende spannungsoptische Untersuchungen..., Dissertation, Gotinga, 1929; F. Seewald, 
Abh, aerodynam. Inst. Tech, Hochschule, Aachen, vol. 7, pág. 11, 1927; y H. Bay, Ingenieur- 
Archiv, vol. 3, pág. 435, 1932. M. Pigeaud obtuvo una solución aproximada del problema en 
Compt. rend., vol. 161, pág. 673, 1915. J. N. Goodier, $. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), 
vol. 54, núm. 18, pág. 173, 1932, estudió el problema para el caso de placa rectangular de 
longitud finita. 
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también revela que en las caras superior e inferior de la viga las tensiones son con- 
siderables en tanto que en su parte media prácticamente no actúan tensiones ten- 
genciales. 


n P 
b 
TA 
Ll 
b 
EE 9 
Fic. 35 


En el problema que se ilustra en la figura 34 se ve que por razones de simetría 
la línea y = 0 no sufrirá ningún desplazamiento vertical ni actuará sobre ella nin- 
guna tensión tangencial. La mitad superior de la viga representa, pues, el caso de 
una lámina elástica apoyada sobre una base rígida perfectamente lisa !. 


05 10 15 20 25 30 35 
2CT xy 
P 
Fic. 36 FiG. 37 


Veamos otro caso extremo, como el de una placa cuya altura 2c, sea considera- 
blemente mayor que la longitud 2! (fig. 37). Este caso nos servirá para demostrar 
la rapidez con que la distribución de las tensiones en las secciones transversales se 
aproxima a una ley de repartición uniforme, al aumentar la distancia al punto de 
aplicación de las fuerzas P. Con tal objeto emplearemos la segunda de las ecuacio- 


' El caso de una base no lisa ha sido estudiado por K. Marguerre, Ing. Archiv, vol. 2, 
pág. 108, 1931, y el de una lámina inextensible pero flexible embebida en un material elástico, 
de interés en mecánica de suelos, por M. A. Biot, Physics, vol. 6, pág. 367, 1935. 
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rá 


nes (k) con cos ux en lugar de sen ax y las expresiones (1) para los coeficientes A 
y B,,” iguales. Resulta entonces la expresión 


00 
_ qa IX senua (ac ch uc + sh ac) ch uy — «uy sh ay sh ac 
y Po A AAA AA cos ue (p) 
T ; m sh 2uc > 2uc 
m= 


en la cual ga = P/2. Para el caso supuesto, en que 1 resulta pequeño comparado 
con Cc, ac es grande y puede despreciarse en el denominador frente a sh «uc. Tam- 
bién podemos escribir 


sh uc = ch uc = ¿er 


Para secciones transversales distantes de la parte central de la placa podemos también 


poner sh uy = ch ay = 1/2 1” y sustituyendo estos valores en la ecuación (p) se 
llega a 
= E ga == 4q Ren am 1 eatu—c) = gaty—e) C08 ax 
Uy == 1 ar 2m [ (ec 53 ) ay ] 
m=1 
a] 
mr 
ss dl — (uc) 
-_n_% | c— 1 |e* cl 
E ¿ T 2m ¿ ( y) + ¿ 
m=1 


Si c — y no fuese muy pequeño, por ejemplo c — y > 1/2, esta serie es de rápida 
convergencia y para calcular o,, solamente se necesita considerar unos pocos tér- 
minos. Si tomamos entonces 


e sl e 
y ponemos 2aq = P llegaremos a 
P_ PY [fm Ur 
a=-=3-7) [Eo-0+1]0 sm 
m=1 
Para y = c — l, por ejemplo, se obtiene 
a=-=3-7 2 cos E PE os e y EL o Br 6.) 


Con los tres primeros términos de la serie basta para lograr una buena aproxi- 
mación, y calculando así, se obtiene la distribución de tensiones representada en la 
figura 385, que contiene asimismo las distribuciones que corresponden a c — y = 1/2 
yeo=y=21'. La distribución de esfuerzos que corresponde a una distancia de 
la extremidad igual al ancho de la faja es prácticamente uniforme, lo que confir- 
maría la conclusión comúnmente establecida por la aplicación del principio de 
Saint-Venant. 

En el caso de una faja alargada tal como la indicada en la figura 37 las tensio- 
nes 0, se transmitirán sin apenas cambiar a través de la anchura 2/, supuesto que la 
velocidad de variación a lo largo del borde no sea grande. A causa de esto, sin em- 
bargo, la solución obtenida requiere alguna corrección especialmente en la proximi- 
dad de los extremos y = +c. Mediante un método diferente? se ha resuelto el 


' Véase el trabajo de F. Bleich, loc. cit. 
=J. N. Goodier, Trans. A.S.M.E., vol. 54, pág. 173, 1932. 
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problema de la figura 37 para el caso en que « = 2/, encontrándose que en la sección 
media existe una compresión prácticamente uniforme lo que concuerda con la 


(a) 
(6) 
N o 
(c) S S > 
S c-y=21 
xx 


Fic. 38 


figura 38c. Las tensiones existentes en los puntos próximos al de aplicación de las 
cargas P serán estudiados en el $ 33. 


24. Otras aplicaciones de las series de Fourier. Caso en que la carga 
a considerar es el peso. Los problemas considerados en el $ 23 se referían a 
«elementos» individuales de longitud / o 2/. Dado, sin embargo, que las series de 
Fourier constituyen funciones periódicas, puede considerarse que las soluciones 


ql” Au Al 


FiG. 39 


obtenidas representan estados temsionales periódicos, existentes en largas cintas 
paralelas a la dirección x. Tal situación se dará, por ejemplo, en las «vigas continuas 
consistentes en la sucesión-de varias vigas “individuales» de igúales luces todas ellas - 
sometidas a cargas iguales en cada tramo. Si, como ocurre en ciertas construcciones 
en hormigón armado, la viga es esencialmente un muro soportado en puntos sepa- 
rados (regularmente) una distancia comparable a su altura (fig. 39), la teoría elemental 
de las vigas no es adecuada, obteniéndose, sin embargo, resultados útiles mediante 
el método que estudiamos '. El caso de una carga q uniformemente distribuida 


' Problemas de este tipo son estudiados en el libro Die Statik im Eisenbetonbau de K. Beyer, 
2.4 edición, pág. 723, 1934; véase también H. Craemer, Ingenier-Archiv, vol. 7, pág. 325, 1936. 
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sobre el borde inferior, soportada por reacciones que se distribuyen uniformemente 
en segmentos de longitud 2b separados una distancia / puede ser representado por 
la ecuación (m) del $ 23. El estado tensional que esas cargas producen sumado con el 
correspondiente a una presión q aplicada sobre los bordes inferior y superior es 
el producido cuando la carga q, es aplicada en el borde superior. 

Si la carga a considerar es el propio peso de la viga el problema de fuerzas má- 
sicas resultante puede convertirse fácilmente en otro de cargas en los bordes. A la 
sencilla distribución tensional 


Oz = 0, Oy = —pg(y $3 c), Try = 0 


que satisface las ecuaciones (19) y (24) de equilibrio y de compatibilidad corres- 
ponde, en efecto, una presión de valor 2ogc uniformemente distribuida sobre el 
borde inferior en la figura 39. La condición de que en ese borde, con excepción 
de en los soportes (de anchura 2b), o, sea cero queda satisfecha sumando la distri- 
bución tensional anterior a la representada por la figura 39 con q, = 2 ogc, estando 
causada entonces la tensión por q y q, simplemente. 


Problemas - 


1. Hallar qué problema tensional plano es resuelto por la función de tensión 
_ 3 ay? Pa 
Ela 2) + 
2. Hallar a qué problema corresponde la función 


F 
$ = — q ry*(3d — 2y) 


la cual se aplica a la región de valores positivos de x comprendida entre las rectas 
y=0,y=d y x=0. 


3. Demostrar que 


a 25 E (y — 3 201) ES A ys (w en 20) | 


es una función de tensión y encuéntrese cuál es el problema al que corresponde 
cuando es aplicada a la región de valores positivos de x comprendida entre las rectas 
Yy=34 yx =0, 


4. Tomemos la función 


ces (E y _ ao, ly, ly 
¡cil 68: Mudo re ladd e de de rd 


como solución correspondiente al caso de una pieza err voladizo (y = +c,0<x<I) 
sometida a tensiones tangenciales uniformes en el borde inferior (sobre el borde 
superior y el extremo x = 1 no actúa ninguna fuerza). ¿En qué aspectos es imper- 
fecta esta solución? Comparar la expresión de las tensiones obtenidas con la deducida 
de las fórmulas elementales de tracción y flexión. 


5. Deducir la expresión de las componentes u y v de los desplazamientos que 
se dan en la viga de la figura 28, cuando la carga a la cual es sometida es su propio 
peso en lugar de la fuerza de intensidad q, aplicada sobre el borde superior. Obtén- 
gase también una expresión para el cambio de espesor de la pieza (originalmente 
igual a la unidad). 
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6. Supongamos que la ménsula de la figura 26 sea de sección rectangular ancha, 
en lugar de estrecha, que P sea la fuerza por unidad de espesor y que la pieza se 
mantenga en un estado de deformación plano mediante la aplicación de las fuerzas 
necesarias sobre sus caras verticales. 

Justifíquese el que las tensiones 0,, 0,, T,y sean las mismas que las obtenidas 
en el $ 20. Dedúzcase la expresión de o, y realícese un diagrama de su distribución 
a lo largo de las caras de la pieza. Obtener las expresiones de las componentes u y v 
de los desplazamientos cuando en el extremo x =— / se mantiene fijo un elemento 
horizontal del eje. 


7. Demostrar que si Y es una función armónica, lo que quiere decir que satis- 
face la ecuación de Laplace, las funciones xV, yV, (a? + y?)V satisfacen la ecuación (a) 
del $ 17, pudiendo ser usadas, por tanto, como funciones de tensión. La ecuación 
de Laplace es la 


2Y 07 _ 
9x? dy? 


8. Demuéstrese que 
(4Aevv + Ber“v + Cyerv + Dye”“v) sen ax 


es una función de tensión. 

Deducir la expresión en serie de las tensiones causadas en una placa semi- 
indefinida (y > 0), por una presión normal aplicada sobre el borde y = 0 cuyo 
valor viene dado por y 


Demostrar que la tensión o, en un punto del borde es una compresión igual 
a la presión aplicada en ese punto. Supóngase que las tensiones tienden a anularse 
al aumentar y. 


9. Demuéstrese que las tensiones (e) del $ 23 y las del problema 8 satisfacen 
la ecuación (b) del $ 16. 


Problemas bidimensionales 
en coordenadas polares 


25. Ecuaciones generales en coordenadas polares. Al estudiar 
la distribución de tensiones en anillos y discos circulares, piezas curvas 
de sección rectangular estrecha y directriz circular, etc., es conveniente 
hacer uso de las coordenadas polares. La posición de un punto cualquiera 
del plano medio de la pieza que estudiamos vendrá dada por la distancia 
del mismo al origen O (fig. 40) y por el ángulo O formado por r y un 
determinado eje Ox del plano. 


Consideremos ahora el equilibrio del pequeño elemento 1234, deli- 
mitado por las secciones radiales 04 y 02 y por las superficies cilíndricas 
3 y 1 normales todas ellas a la pieza plana que consideramos. Las compo- 
nentes normales de la tensión de dirección radial y tangencial son desig- 
nadas por 0, y 07 respectivamente y la componente tangencial por Tp, 
refiriéndose todos estos símbolos a la tensión en el punto central P del 
elemento, definido por r y 0. Debido a la variación de las tensiones, los 
- valores de la misma en los puntos centrales de las caras 1, 2, 3 y 4 no son 
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97, Op, Try y SON designados por (0,),, etc., en la figura 40. La fuerza radial 
que actúa sobre la cara 1, de radio r,, viene dada por 0,111 d0, que puede 
escribirse (0,7), d0, y de forma semejante la que actúa sobre la cara 3, 
de radio rs, es — (0,1) d0. La fuerza normal que actúa sobre la cara 2 tiene 
una componente según el radio OP que viene dada por — (oy )a (7, — 13) 
sen (d0/2), expresión que puede escribirse — (5,)2 dr (40/2) y por lo mismo 
la componente correspondiente a la fuerza normal que actúa sobre la cara 4 
es — (07), (40/2). Finalmente, las fuerzas tangenciales que actúan sobre 
las caras 2 y 4 nos dan [(cr0), — (t,0),] dr. 

Sumando todas las fuerzas de dirección radial, las anteriormente in- 
dicadas y la fuerza másica R que actúa sobre la unidad de volumen, de la 
que supondremos que actúa en la dirección radial, obtenemos la ecuación 
de equilibrio: 


(9,7), 40 — (o,r)s d0 — (99): dr Le — (00) dr E 
+ [(rr0)2 — (rro)a] dr + Rr d0 dr =0 


que dividiendo por dr d( queda: 


(0,7): — (0,r)3 1 (rro)a — (Troda 
A — q llos + (00) + 92 9 y o 0 

Si de forma análoga hallamos la condición de equilibrio para las 
fuerzas de dirección tangencial y hacemos tender a cero las dimensio- 
nes del elemento 1234, las dos ecuaciones de equilibrio se reducen a: 


00, 1 97,9 Tr — 09 e 

AFD 2 O 
1 90 OT,9 274 (37) 
al HRS = () 


r 00 dr q 


Estas ecuaciones son las que corresponden a las (18) para el caso de 
coordenadas polares y si las fuerzas másicas R son nulas son satisfechas 
por las expresiones: 


1087, 10% 
AO O 
0% 
o (38) 
_109_1 0% - ¿(12 
O Ed O POROO - .0rNa ON 


en las que 4 función de r y 60 es la función de tensión. Que ello es así 
puede comprobarse por sustitución directa o bien deducirse como haremos 
a continuación. 
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Para que la función represente una distribución de tensiones posible 
ha de satisfacer la condición de compatibilidad, que en coordenadas car- 
tesianas queda así: 


0%p 0%p 


0tó 
TS 


Si dy (a) 


Para expresar esa condición en coordenadas polares recordemos las si- 
guientes relaciones: 


=> a, 0 = arctg - 
de las cuales se obtiene 
dz. E You E 
90 y2.. seng d9 _ x _cosó 
A po? dy. y r 


Utilizando estas últimas expresiones y considerando a ¿$ función 
de r y 0 encontramos: 


d$ _ dp ór , 0900 _ 09 _109 
a A O 


La derivada segunda con respecto a x se obtiene con sólo repetir la ope- 
ración anterior y así resulta: 


9*%4$ sen 6 cos 6 Pa dp sen? Y d¿ sen Ó cos 9 
dr? 90 dr r Or 2 90 y? 
9% sen? 6 


Tan O 


Análogamente se llega a: 


94 _ 0% 0? senó cos O a d$ cos? 0 


e E sen? a 
oy? Er Oia 90 Or r AS 
: d$senB cos 9 , d%4 cos? 6 
a e ir 
y sumando las ecuaciones (b) y (c) tendremos: 
Yo, 89 _ 0 198, 10% 
dt * ay 0” ror uE (a) 
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Con esta ecuación y la identidad 


9%$ 0% ap _ (0 99, 0 
dni 1 dy? + ¿yt dyi Nox? +3 ME + =) 


se obtiene la ecuación de compatibilidad (a) expresada en coordenadas 


polares: 
9? 0 E 1 9? e. 109 , 19%Y _ 
(S bj Far? q? 335) ai Y rar ra) s dad 
Esta ecuación diferencial entre derivadas parciales nos permitirá resolver 
problemas de elasticidad plana en coordenadas polares para diversas 


condiciones de contorno. En este capítulo se desarrollarán algunos ejem- 
plos de problemas de este tipo. 


La primera y segunda de las expresiones (38) se siguen de las ecuaciones (b) 

y (c). Si elegimos, en efecto, un punto cualquiera y hacemos pasar por el eje x, 
0 =0 y 6,, 0, coinciden con o,, 0, de forma que sustituyendo en (c) el valor cero 
para O llegamos a: 

o = (A _ 10 , 19% 

d úl oyi)ozo Tor ' ride 
expresión ésta que, naturalmente, seguirá representando y, aunque cambiemos la 
orientación del eje x. De forma análoga poniendo (€ = O en (b) tenemos: 


9% 94 
19 A Oo = pp? 


y obteniendo asimismo la expresión de —0”p/0x 0y tendremos la tercera expre- 
sión de (38). 


26. Distribución de tensiones simétricas respecto a un eje. Si 
la distribución de tensiones es simétrica respecto a un eje perpendicular 
al plano xy que pasa por O (fig. 40), las componentes de la tensión no 
dependen de 6 y son función solamente de r. Se deduce también que por 
razones de simetría la tensión 7,y es nula y, en consecuencia, las ecuacio- 
nes de equilibrio (37) se reducen a la primera, quedando: 


ri BM Ra (40) 
Or F 
Si la fuerza másica R es cero podemos usar la función de tensión 4 la 
cual dependerá sólo de r, por lo que la ecuación de compatibilidad (39) 
quedará así: 


O y 124) 
$ r dr) Xdr? r dr 


dé, 2d% 


E pe - Ss 
“dra Y dr ridr? ul A 


834 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


Esta es una ecuación diferencial ordinaria, que puede reducirse a una 
ecuación diferencial de coeficientes constantes introduciendo una nueva 
variable t, tal que r = e”. De esta manera, puede obtenerse fácilmente la 
solución general de la ecuación (41), que tendrá cuatro constantes de 
integración, las que deberán determinarse mediante las condiciones de 
contorno. Por sustitución, puede comprobarse que la solución general es: 


¿$ = Alogr + Br?logr + Cr? + D (42) 


a partir de la cual pueden hallarse las soluciones de todos los problemas 
de distribución de tensiones simétricas y fuerzas másicas nulas. 

Las componentes correspondientes de la tensión se deducen de (38) 
y son: 


_A0b, 4 
0 => 35 = pa + B( + 2logr) + 2C 
2 
co= 2 =—£G+4 B(84 21081) + 20 (43) 
ri) 


Si no existe ningún agujero en el origen de coordenadas las constantes 
A y B se anulan, pues de no ser así las componentes de la tensión dadas 
“por (43) serían infinitas para r = 0. Resulta, pues, que uña placa sin 
fuerzas másicas que no presente un agujero en el origen sólo admite una 
distribución de tensiones simétricas, aquella para la cual 0, = 0, = cons- 
tante; lo que significa que la placa se encuentra en un estado equitensional 
de tracción o compresión uniforme en todas las direcciones de su plano. 

Si existe un orificio en el origen, las expresiones (43) permiten obtener 
soluciones distintas de una tracción o una compresión uniforme. Haciendo, 
por ejemplo B igual a cero!, las ecuaciones (43) quedan 


0 = E +20 
Y (44) 
0 ZO : 


Esta solución se adapta al caso de la distribución de tensiones que se pro- 
duce en un cilindro hueco sometido a una presión uniforme interior y 
exteriormente” (fig. 41). Si a y b son los radios interior y exterior del 
cilindro y Pp; y Po las presiones uniformes interior y exterior las condicio- 
nes de contorno serán: 


(57) ra A ce E o (a) 


' La prueba de que B debe anularse exige la consideración de los desplazamientos. Véase 
párrafo 29. 

2 La solución de este problema se debe a Lamé, Legons sur la théorie de l'elasticité, Pa- 
rís, 1852. 
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y sustituyendo en la primera de las ecuaciones (44) se obtienen las siguientes 
ecuaciones para determinar A y C: 


E + 2C = —D; 

a + 20 = —Po 
de donde 

A 2 

0 po. 


Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (44) se obtienen las siguientes 
expresiones para las componentes de la tensión: 


- CUP) 1, pat — pa? 


He ¡pi y? ER hi5 a 15) 
_ _ btp — pi) 1, pia? -— pb? 
a 


De (45) se deduce que la suma o, + 0, es una constante. En consecuencia 
las tensiones o, y 0, producen un alargamiento o un acortamiento uni- 


FiG. 41 


forme en la dirección del eje del cilindro y las secciones normales a ese 
eje se conservan planas. A causa de ello la deformación producida por las 
tensiones (45) en un elemento de cilindro contenido entre dos secciones 
transversales próximas, no interfiere con la deformación de los elementos 
vecinos, lo que justifica considerar al elemento en un estado de tensión 
plano, tal como hemos hecho en el estudio anterior. 

En el caso particular en que p, = 0 las ecuaciones (45) se transfor- 


man en: 
PA A 
(46) 
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Estas ecuaciones muestran que o, es siempre una tensión de compresión 


y 06 una tracción. La última de ellas es máxima en la superficie interior 
del cilindro, donde: 


2 
(me = RO (47) 
2. — q 

La tensión (04,)m4. es siempre mayor en valor absoluto que la presión 
interior, a la cual tiende cuando b aumenta de forma que nunca puede 
ser inferior a p,, por mucho material que se añada exteriormente. Diversas 
aplicaciones de las ecuaciones (46) y (47) al diseño de máquinas son 
estudiadas en los textos elementales de resistencia de materiales!'. 

El problema correspondiente a un cilindro con un agujero excéntrico, 
que será considerado en el $ 66, fue resuelto por G. B. Jeffery?. Si el 
radio del orificio es a, el del cilindro b y la distancia entre sus centros 
es e, la tensión máxima que se origina cuando el cilindro es sometido a una 
presión interior p,, es la tensión tangencial?” correspondiente al punto 
de la superficie interior en que es mínimo el espesor (si e< 1 a) y su 
valor es: 


”] 3] 20*(b* + a? =:2ae —. e?) dE 
"=P ar + b2)(02 — al — 2ae — e?) 


Si e = 0, este valor coincide con el dado por la ecuación (47). 


27. Flexión simple de piezas curvas. Consideremos el caso de 
una pieza curva de sección rectangular estrecha*, de directriz circular, 


' Véase, por ejemplo, S. Timoshenko, Strength of Materials, vol. 2, pág. 236, 1941. 

2 Trans. Roy. Soc. London , serie A, vol. 221, pág. 265, 1921. Véase también Brit. Assoc. 
Advancement Sci. Repts., 1921. 

* N. del T. En este capítulo llamamos a veces tensión tangencial a la tensión normal de 
dirección tangencial o,. Creemos, sin embargo, que el sentido del texto evita toda confusión. 

' De la discusión general de los problemas bidimensionales ($ 15) se deduce que la solu- 
ción que obtengamos, será válida también para el otro caso extremo en que la dimensión 
perpendicular al plano de curvatura sea muy grande, como por ejemplo en un túnel above- 
dado (fig. 10), si la carga, a lo largo del mismo, es constante. 
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sometida a flexión en el plano de curvatura mediante los pares M aplica- 
dos en sus extremos (fig. 42). El momento flector, en este caso, es constante 
a lo largo de la pieza y es natural esperar que la distribución de tensiones 
sea la misma en todas las secciones transversales de dirección radial y, 
en consecuencia, que la solución del problema pueda obtenerse aplicando 
la fórmula (42). Llamando a y b a los radios de los contornos interior y 
exterior y considerando el espesor de la sección rectangular igual a uno, las 
- condiciones de contorno son 


(1) 0, =0parar=a y r=b 
(2) [so dr =0, [Pos dr = —M (a) 
(3) Tre = O en el contorno 


La condición (1) significa que sobre los contornos convexo y cóncavo 
de la pieza no actúa ninguna fuerza normal; la ecuación (2) indica que 
las tensiones normales que actúan sobre los extremos dan lugar solamente 
al par M, y la condición (3) que sobre los contornos no actúa ninguna 
fuerza tangencial. Utilizando la primera de las ecuaciones (43) conjunta- 
mente con las condiciones (a) se obtiene: 


E + B( + 21l0g a) +20 =0 


7 (b) 
qa + B(1 + 2108 b) + 20 =0 


La condición (2) del grupo de fórmulas (a) nos conduce a: 


» 644 
fcsár = [Lar 


y sustituyendo 4 por su expresión (42) tenemos: 


op 


dr 0 


a 


E + B(b + 2b log d) + 200 | 
¿el E + Bla + 2a log a) + 200 =0  (c) 


Comparando esta expresión con (b), es fácil ver que la (c) es satisfecha 
y las fuerzas aplicadas en los extremos pueden reducirse a un par de fuer- 
zas, con tal que las condiciones contenidas en (b) queden cumplidas. 
Para que el par flector sea igual a M es necesario que se cumpla la con- 


dición 
5 ys 
rar | qa Tr = =M (d) 
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Ahora bien: 


b b b b b 
9% lo 1 f 09, _ 106 
f gar = o [La . A 
y como de la ecuación (b) resulta 
d9 P 
ld 
se deduce de (d) 
l9l _— M 


o bien, sustituyendo el valor de 4 dado por la expresión (42) 


A log? + B(b? log db — a? log a) + C(b? — a?) = M (e) 


Esta ecuación junto con las (b), determina completamente las constantes 
A, B y C, las cuales vienen dadas por las expresiones 


_ E o e 
4 50" log, B = NY (b a?) 
M 
C = y 1b* — a? + 2(b? log b — a? log a)] 


(1) 


donde para simplificar hemos puesto: 


2 
N = (b* — a2)2 — 4a%b? (os » (9) 


Sustituyendo los valores que para las constantes 4, B y C dan las fórmulas 


(f) en (43) resulta: 


4M ( a?b? bh r 
Oy = — ACATTE 02 log E + az log *) 

4M a*b? b 
4 (- E 108? + 09108 7 + a? log + b? — 0») (48) 
Trg = 0 


Estas fórmulas dan la distribución de tensiones que satisface todas las 
condiciones de contorno! (a) para la flexión simple y representan la so- 
lución exacta del problema, si la distribución de fuerzas normales que 


! Esta solución fue dada por H. Golovin, Trans. Inst. Tech., San Petersburgo, 1881. 
El trabajo, publicado en ruso, no fue conocido en otros países y el mismo problema fue re- 
suelto más tarde por M. C. Ribiere (Compt. rend., vol. 108, 1889 y vol. 132, 1901) y por L. 
Prandtl. Véase A. Fóppl, Vorlensungen iiber technische Mechanik, vol. 5, pág. 72, 1907; y tam- 
bién A. Timpe, Z. Math Physik, vol. 52, pág. 348, 1905. 
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actúan sobre los extremos es la dada por la segunda de las ecuaciones 
(48). Si las fuerzas que producen el par M se distribuyen sobre los extre- 
mos en forma diferente, las tensiones en dichos extremos no serán las 
dadas por (48); pero de acuerdo con el principio de Saint-Venant las 
diferencias serán muy pequeñas y podrán ser despreciadas para distancias 
de los extremos que sean mayores que, o del orden de, la altura de la 
pieza. 

Resulta de interés práctico comparar la solución (48) con la que suelen 
dar los textos de resistencia de materiales. Si la altura de la pieza b— a, 
es pequeña frente al radio de la directriz de la misma (b + a)/2, se adopta 
generalmente la distribución de tensiones que corresponden a piezas 
de eje recto. Si la altura de la pieza no es pequeña se supone en la práctica 
que sus secciones transversales se conservan planas durante la flexión, 
de donde resulta que la distribución de las tensiones normales Oy sigue 
una ley hiperbólica'. En todos los casos pueden representarse los valores 
máximo y mínimo de la tensión o, por una expresión de la forma 

M 


4 (h) 


La tabla siguiente da los valores del factor m calculado por los dos métodos 


elementales mencionados y por la fórmula exacta (48): 


COEFICIENTE Mm DE LA ECUACIÓN (4) 


Ley lineal Ley hiperbólica 
bla de distribución de distribución 
de tensiones de tensiones 


Solución exacta 


66,67 +72,98  —61,27 +73,05  —61,35 
+ 6,000 + 7,725 — 4,863 + 7,755 — 4,917 
+ 1,500 + 2,285 — 1,095 + 2,292 1,130 


A la vista de esta tabla puede deducirse que la solución elemental basada 
en la hipótesis de la conservación de las secciones planas conduce a resul- 
tados muy exactos. 

Como veremos más adelante en el caso de flexión simple las secciones 
transversales se conservan planas y la discrepancia entre las soluciones 


' Esta teoría aproximada fue desarrollada por H. Résal, Ann. mines, pág. 617, 1862, y 
E. Winkler, Zivilingenieur, vol. 4, pág. 232, 1858; véase también su libro Die Lehre von der 
Elastizitát und Festigkeit, capítulo 15, Praga, 1867. El desarrollo ulterior de la teoría fue reali- 
zado por F. Grashof, Elastizitit und Festigkett, pág. 251, 1878, y K. Pearson, History of the 
Theory of Elasticity, vol. 2, parte 1, pág. 422, 1893. 

” Los resultados han sido tomados de la tesis doctoral de V. Billevicz, Universidad de 
Michigan, 1931. 
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elementales y exactas provienen del hecho de que en la primera no se 
tiene en cuenta la componente o, de la tensión, suponiéndose que las 
fibras longitudinales de la pieza están sujetas a tracción o compresión 
simples. 


E Sd TL, 
b=2a NS Eje neutro (+ = 1,443) 


B Valores de Z> 


30 
10 11 12 13 14 15 16 1,7 18 19 20 
Valores de — 


Fic. 43 


La primera de las ecuaciones (48) nos dice que la tensión es siempre 
positiva cuando la flexión tiene el sentido que indica la figura 42. La 
misma conclusión surge inmediatamente teniendo en cuenta el sentido 
de las tensiones oy que actúan en los elementos n — na, indicados en la 
figura 42. Las resultantes de los correspondientes esfuerzos tangenciales 
son de dirección radial y tienden a separar las fibras longitudinales y a 
provocar tensiones de tracción en esa dirección; éstas aumentan al apro- 
ximarse a la superficie neutra y alcanzan su máximo en la proximidad 
de la misma. Este máximo es siempre mucho menor que (07max. Por 
ejemplo, para bfa = 1,3, (0,)máx = 0,060 (0p9)max; para bla = 2, (0r,)max = 
= 0,138 (07max; para bla = 3, (0,)ma4,= 0,193 (07max. La figura 43 en 
la cual se representa gráficamente la distribución de o, y o, para bla = 2. 
nos hace ver la desviación, que con respecto a la línea neutra y hacia 
el centro de curvatura, experimenta el punto en que aparece la máxima 
tensión 0». 
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28. Componentes de la deformación en coordenadas polares. 
Para estudiar los desplazamientos en coordenadas polares designaremos 
por u y v las componentes del mismo en las direcciones radial y tangencial 
respectivamente. Si u es el desplazamiento radial de la cara ad del elemento 
abcd (fig. 44), el desplazamiento radial de la cara bc será u + (0u[Or)dr. 


En consecuencia, la deformación unitaria del elemento abcd en la direc- 
ción radial será: 


e (49) 


En lo que se refiere a la deformación del elemento abcd en la dirección 
tangencial, debe observarse que depende no sólo del desplazamiento 
tangencial v, sino también del radial u. Suponiendo, por ejemplo, que 
los puntos a y d del elemento abcd (fig. 44) sufran solamente un desplaza- 
miento radial la nueva longitud del arco ad es (r 4 u)ld0 y la deformación 
tangencial resultará, entonces: 


(r+u)d0—rd0 _u 


r dó r 


La diferencia de los desplazamientos tangenciales de los lados ab y cd 
del elemento abcd será (0u/00)d0 y, por lo tanto la deformación tangencial 
causada por el desplazamiento v es 0u/r00. La deformación tangencial 
total es pues: 

V 


e) 
> TE (50) 
Considerando ahora la deformación tangencial angular o deslizamiento, sea 
a'b'c'd' la posición que ocupa el elemento abcd después de producirse la de- 
formación (fig. 44). El ángulo que forman ad y a'd', causado por el despla- 
zamiento radial u, es igual a 0u/r00 y de igual forma el ángulo comprendido 
entre a'b” y ab es Ov/0r. Es de advertir que sólo parte de este ángulo, la 


sombreada en la figura contribuye a la deformación angular, ya que la 


1 En el $ 10 el símbolo €, fue usado con otro significado. 
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otra parte, igual a v/r, representa el deslizamiento angular causado por 
la rotación del elemento abcd, considerado como un cuerpo rígido, alre- 
dedor del eje que pasa por O. Por lo tanto, la variación total que expe- 
rimenta el ángulo dab, o sea, la deformación angular o tangencial, será: 


=D (51) 


Sustituyendo ahora las expresiones (49), (50) y (51) de las componentes 
de la deformación en las ecuaciones de Hooke: 


Er = > (0, = vo 9) 
1 
Yro = qr 


obtenemos suficientes ecuaciones para determinar u y 7. 


29. Distribución simétrica de tensiones: desplazamientos. 
Sustituyendo en la primera de las ecuaciones (52) las componentes de la 
tensión dadas por las ecuaciones (43) encontramos 


du _ 1 | 2-+-3a 


E + 2(1 — vB logr + (1 —3v) B4 2(1 — m0 | 


[el] 
X 


e integrando se llega a: 


u=p|- LTDA 4 2(1 —)Brlogr — B(L+ o) 


+ 20(1 — 2 | +$(0) (a) 


donde f(0) es función de O solamente. De la segunda de las ecuaciones 
(52) y mediante la fórmula (50) obtenemos: 


01 E 
> y ¿0 


de cuya integración resulta: 
o = 2 — f K(6) de + fur) (b) 


' Suponemos que tenemos un estado plano de tensiones, es decir, que o. es nula (véase 
párrafo 7). 
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en donde f,(r) es función de r solamente. Sustituyendo (a) y (b) en la 
ecuación (51) y teniendo presente que puesto que y, es nula ha de 
serlo 7T,y obtenemos: 


1 9f(0) h pa 2 e 
o 50) do — Zar) =0 (c) 


de donde se deduce: 
NO) = Fr, f(0) = HB seno + K cos 0 (d) 


donde F, H y K son constantes a determinar mediante las condiciones 
de vínculo que limitan la movilidad de la pieza curva o anillo. Sustitu- 
yendo las expresiones (d) en las ecuaciones (a) y (b) llegamos a las siguientes 
expresiones para los desplazamientos': 

a] - ERA 
EL — rr 


u= + 2(1 — »)Br log r — B(1 + vr 


+ 20 (1 — »y | + Hsend + K cos 0 (53) 


0 4 Fr + H cos 0— Ksenó 


en las que los valores de 4, B y C varían para cada caso particular. Con- 
sideremos, por ejemplo, el caso de la flexión simple. Si suponemos rígida- 
mente fijados el baricentro de la sección transversal adoptada como origen 
para la medida de los ángulos (fig. 42) y un elemento del radio correspon- 
diente, las condiciones de vínculo serán: 


a+b 


u=0, v=0, A A 2 


Or 


Si llevamos estos valores a las expresiones (53) obtenemos las siguientes 
ecuaciones para el cálculo de las constantes de integración F, H y K: 


pl 42 — 0) Bro log ro — BL + o) 
E o 
+ 2C(1 —= ro + E 
Fr, + H=0 
F=0 
De aquí se sigue que F = H = 0 y para los desplazamientos v obtene- 
mos: 
= a — K sen 9 (54) 


' La ecuación (c) queda satisfecha sólo cuando la | f(0Md0 es tomada de (d) sin la presencia 
de ninguna constante aditiva. 
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Esto significa que los desplazamientos de cualquier sección transversal 
consisten en una traslación — K sen 0, igual para todos sus puntos, y 
además un giro de su plano igual a 4B0/E, efectuado alrededor del centro 
de curvatura O (fig. 42). 

Como vemos las secciones transversales se conservan planas en el caso 
de la flexión simple, tal como se supone corrientemente en la teoría ele- 
mental de la flexión de piezas curvas. 

Al discutir la distribución simétrica de tensiones en un anillo completo 
($ 26) hicimos cero la constante B de la solución general (43), con lo que 
llegamos a una solución del problema de Lamé. Ahora, a la vista de las 
expresiones (53) vemos que implicaba la anulación de B. B contribuye 
al desplazamiento v mediante el término 4Br0/E. Este término no es 
uniforme puesto que admite más de un valor para un mismo punto al 
aumentar 0 en 2x1. Tal expresión multiforme es físicamente absurda 
para un anillo completo, por lo que debemos tomar B = 0 en la solución 
general (43). 

El anillo completo o corona circular es un ejemplo de un cuerpo 
múltiplemente conexo, es decir, un cuerpo que puede ser cortado trans- 
versalmente sin que quede dividido en dos. Al determinar las tensiones en 
tales cuerpos se llega generalmente a la conclusión de que las condiciones 
de contorno referentes a las tensiones en el mismo, no bastan para deter- 
minar por completo la distribución tensional, siendo necesario hacer uso 
de las ecuaciones adicionales que exigen que el valor de los desplazamien- 
tos sea único (véase $ 39). 

El significado físico de las soluciones multiformes puede ser explicado 
considerando las tensiones iniciales posibles en un cuerpo pluralmente 


.FiG. 45 


conexo. Si mediante dos cortes que sigan secciones radiales adyacentes 
retiramos un sector del anillo (fig. 45) y unimos luego los bordes por 
soldadura u otro medio, se obtiene un anillo con tensiones iniciales, lo 
que quiere decir que sin la presencia de fuerzas exteriores existen esfuer- 
zos en el anillo. Si a es el ángulo en el centro, muy pequeño, que forman 
las secciones radiales de corte, para reunir los extremos planos del anillo 
será necesario realizar un desplazamiento tangencial: 


v= ar (e) 
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El mismo desplazamiento obtenido para el valor Y = 2. en la ecua- 
ción (54) será: 


y = 20 6) 


Las dos expresiones anteriores, (e) y (f), nos permiten obtener 


aE 
B = > (9) 


La constante B que figura en el término multiforme de la fórmula (54) 
tiene ahora un valor definido, que dependerá de los medios que se hayan 
empleado para provocar en el anillo las tensiones iniciales. Sustituyendo 
(g) en las ecuaciones (f) del $ 27, obtendremos la expresión que corres- 
ponde al momento flector, que es necesario introducir para volver a unir 
los extremos del anillo de la figura 45, a saber: 


BN? 
¡A LA 22 A 
E (b a?) 4a?b (os 2) 


E E EST ss 


Conociendo el momento flector, las tensiones iniciales en el anillo se pueden 
calcular utilizando la ecuación (48), que corresponde a la flexión simple. 


30. Discos giratorios. La distribución de tensiones en discos cir- 
culares animados de un movimiento de rotación es de gran importancia 
práctica'. Si el espesor del disco es pequeño frente a su radio, la variación 
de tensiones en el espesor del mismo podrá ser despreciada? y el proble- 
ma, entonces, puede ser resuelto fácilmente?. Si el espesor del disco es 
constante puede entonces aplicarse la ecuación (40) sin más que considerar 
como fuerza másica la fuerza de inercia?* 


R = pur (a) 


donde o es la densidad del material del disco y «w la velocidad angular 
de su rotación. 
La ecuación (40) puede escribirse en la forma: 


d 
gy Mor) = 09 + ptr? =0 (b) 


* Una discusión completa del problema, así como la bibliografía que sobre él existe, es 
dada por A. Stodola, Dampf-und Gas-Turbinen, 6.4 edición, págs. 312 y 889, 1924, 

” Para un disco uniforme que tenga la forma de un elipsoide de revolución achatado, 
de espesor igual a un octavo del diámetro, C. Chree ha demostrado que la diferencia entre la 
tensión máxima y la mínima en el eje de rotación es tan sólo el 5% de la tensión máxima 
[Proc. Roy. Soc. London , vol. 58, pág. 39, 1895]. 

* En el $ 119 se desarrolla más detalladamente el problema. 

* El peso del disco es despreciado. 
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Esta ecuación quedará satisfecha si deducimos los componentes de la ten- 
sión de-una función F, función de tensión, del siguiente modo: 
dF 
ro, = F, a + puw?*r? (c) 
Para el caso en que exista simetría, las componentes de la deformación 
de acuerdo con las ecuaciones (49) y (50) son 


du u 
2. Eg = — 
d dr i r 
Eliminando u entre estas ecuaciones se llega a: 
des 
€E9 — E +T . 0 (d) 


Sustituyendo las componentes de la deformación por sus expresiones en 
función de las componentes de la tensión (52) y usando las ecuaciones (c), 
se demuestra que la función de tensión F' deberá satisfacer la siguiente 
ecuación 


PEE 4 (8 pato? 0 (o) 
dr? dr 


y? 
cuya solución general, como puede comprobarse por sustitución, es: 


P=I4 as E 7 pastas ($) 


y mediante las ecuaciones (c) se llega a 


0 =C+C, - ES ” put? 


de 8 (0) 
1 E g 


Las constantes de integración C y C, se determinan mediante las condicio- 
nes de contorno. 

Si se trata de un disco macizo (lleno) debemos poner C, = 0, pues 
de no ser así las tensiones (g) se harían infinito en el centro. En lo que se 
refiere a la constafite C' se determina teniendo en cuenta las condiciones 
en la periferia del disco r = b. Si en ésta no existe ninguna fuerza, ten- 
dremos: 


(ia == AE 


de donde: 
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y de las fórmulas (2) se deducirán las siguientes componentes de la tensión: 


0, =? - - pur(b? — 1?) 
(55) 
. 1 
ey = 4 ptB2 — A pu?y? 


1 


El valor máximo de las tensiones, que se da en el centro del disco, es: 


a. - > pe2p? (56) 


Cuando el disco tiene un agujero circular de radio a en el centro, las 
constantes de integración de las ecuaciones (2) se deducen de las condicio- 
nes existentes en los bordes interior y exterior. Si sobre tales contornos 
no actúa fuerza alguna tenemos 


(0). = 0, tas; =0 (h) 


de donde resulta 


3>+.y 
8 


Sustituyendo estos valores en (g) tenemos 


OC = 


puw*(b* + a); 


3+"' ar? » 
Oy = 8 pat (or ar 2) 
3+ "y ab?  1+3v5 (67) 
9 = 8 pu (19 y arq 1 LES ) 
La tensión radial máxima se obtiene para r = «/ab donde: 
3+" 
(07)mix = —g—* por(b — a)? (58) 


La máxima tensión según la tangente corresponde al borde interior del 
disco y vale: 


(09) mix = : as 2 pa? (1: + : + as) (59) 
que como puede verse es mayor que (0)... 

Cuando el radio a del orificio disminuye tendiendo a: cero la tensión 
máxima de dirección tangencial tiende a un valor doble del que corres- 
ponde a un disco lleno (56), lo que significa que las tensiones máximas 
se duplican al practicar un pequeño orificio circular en el centro de un 
disco giratorio (véase el $ 32). 

Suponiendo que las tensiones no varían a través del espesor del disco 
el método que acabamos de desarrollar puede extenderse a discos de 
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espesor variable. Si h es el espesor del disco, variable con r, la ecuación 
de equilibrio de un elemento como el representado en la figura 40 es: 


E A PE, (de) 


4 


ecuación que queda satisfecha poniendo 
dr 
hro, = F, hop = en + how?r? 


donde /F' es nuevamente una función de tensión. 

Sustituyendo estas expresiones de las componentes de la tensión 
en la ecuación de compatibilidad (d), llegamos a la siguiente ecuación 
para la función de tensión FF: 

y2 d?F dF 


Sr + (BH pct — 


dh f dr 
d 


Fe 


De esta forma el problema de encontrar la distribución de tensiones en 
un disco de espesor variable queda reducido a la solución de la ecuación (/). 
En el caso particular en que el espesor varía según la ley: 


t 


h. = Err (m) 


en la que C es una constante y 2 un número cualquiera, la ecuación (1) 
puede ser fácilmente integrada'. La solución general tiene la forma: 


FP' = myr+3 4 Are + Bré 


en la que 


e 8 + y)pw?C 
(vn + 3n + 8) 


a y f son las raíces de la ecuación de segundo grado 
2—n + wm-=-1=0 


y A y B dos constantes de integración que se determinan a partir de las 
condiciones de contorno. 

Los casos reales de discos giratorios de diversas formas pueden ser 
resueltos, con suficiente aproximación, dividiéndolos en partes y tratando 
de ajustar a cada una de ellas una curva del tipo (m)”. El caso del disco 


l Este caso fue estudiado por Stodola, loc. cit. Véase también H. Holzer, Z. ges. Turbi- 
nenwesen, 1951. 


2 Véase M. Gribler, V.D.I., vol. 50, pág. 535, 1906. 
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cónico, estudiado por muchos autores!, suele ser calculado dividiendo 
el disco en partes que se consideran como de espesor constante?. 


31. Ménsula curva cargada en su extremo libre? Comenza- 
remos con el caso sencillo de la figura 46. Una pieza de sección rectangular 
estrecha y directriz circular está empotrada en su extremo inferior, siendo 
sometida en el extremo superior a la acción de una fuerza radial P. El 
momento flector que actúa sobre cualquier sección transversal mn es 
proporcional a sen 4 y de acuerdo con la teoría elemental de la flexión 
de piezas curvas la tensión normal o, es proporcional al momento flector. 


O A ve 
Y 
7 
y 
FiG. 46 


Suponiendo que esto se cumple, suposición que se verá justificada por 
los resultados, deducimos de la segunda de las ecuaciones (38) que la 
función de tensión $ que satisface la ecuación 


2 2 2 2 
(+12 +22 (0 Le 0) 0 (a) 


róor ' 1290) Vor * ror 
deberá ser proporcional a sen 6. Tomando 


$ = f(r) sen Q (b) 


y sustituyendo en la ecuación (a) encontramos que f(r) debe satisfacer 
la siguiente ecuación diferencial: 


2, ,1a Nfer,ta Y 
(+2 JE r dr 2) -0 (o) 


' Véase A. Fischer, Z. oesterr. Ing. Arch. Vereins., vol. 74, pág. 46, 1922. H. M. Martin, 
Engeneering, vol. 115, pág. 1, 1923; B. Hodkinson, Engineering, vol. 116, pág. 274, 1923; K. E. 
Bisshopp, Y. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), vol. 11, pág. A-1, 1944. 

” Este método fue desarrollado por M. Donath en su libro Die Berechnung rotierender 
Scheiben und Ringe, Berlín, 1912. Fue-descrito en inglés por H. Hearle en Engineering, vol. 106, 
pág. 131, 1918. Posteriormente ha sido desarrollado por R. Grammel, Dinglers Polytech. Y., 
vol. 338, pág. 217, 1923. M. Grúbler, en V.D.I., vol. 41, pág. 860 y vol. 44, pág. 1157, 1900, 
estudia el caso en el que el material no sigue la ley de Hooke. Véase también H. Schlechtweg, 
Z. angew. Math. Mech., vol. 11, pág. 17, 1931, e Ingenieur-Archiv, vol. 2, pág. 212, 1931. 

* H. Golovin, loc. cit. 
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Esta ecuación puede convertirse en una ecuación diferencial lineal, de 
coeficientes constantes (véase $ 26), cuya solución general es: 


10) = Art + B2 + Cr + Drlogr (d) 


en la que 4, B, C y D son constantes de integración que vienen determi- 
nadas por las condiciones de contorno. Sustituyendo la solución (d) en 
la expresión (6) de la función de tensión y usando las fórmulas generales 
(38) encontramos la siguiente expresión para las componentes de la tensión: 


_ 139, 10% _ (24, _?2B,D 
o 18 y 7 (ar E 
| 
00 = Té (car + +2) seno (60) 
Za , 
O E E 


Puesto que no actúa ninguna fuerza sobre los bordes interior y exterior 
de la pieza se ha de cumplir que: 


07 =7,14 =0parar=ayr=b 


o, de las ecuaciones (60) 


28. Y 
(e) 
a 


Con arreglo a la última condición, la suma de las fuerzas tangenciales 
que se distribuyen sobre el extremo superior de la ménsula debe ser 
igual a P. Considerando el ancho de la sección transversal igual a uno, 
o bien a P como carga por unidad de espesor de la pieza, obtendremos 


para 0=0 
b b 
=-]2[(1% 7, 198 
fruár = f 2 2) ar | 381, 
= (Ar + 2 +C+Dlogr =P 
b 
o bien 
(0? — a?) b 
De las ecuaciones (e) y (f) resulta 
En a E Y ay 92 
=P B= 3N > D = y (a + 0% (9) 
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en donde 
N = ab + (a? + 0) log? 


Sustituyendo los valores (£) de las constantes de integración en las ecua- 
ciones (60), obtenemos las expresiones de las componentes de la tensión. 
Para el extremo superior, () = (0, encontramos 


=0 
_ P abre Y. - (h) 
Trg = ra +09)| 
Para el extremo inferior 0 = 1/2 
Treo =0 
k 
oo = Ear 22 — (04 091| (1) 


Las expresiones (60) constituyen una solución exacta del problema, sólo 
cuando las fuerzas en los extremos de la pieza curva se distribuyen en la 


2,0 
A 
l ¿La => 3 


A LATA 


vo/ A AR 
0% CENT 
ospptábno | ME] 


IIA 033 116-041) 
Sh an 4 04316-0)—Ñ 


J PI -—10,500/6-a. 


forma dada por las ecuaciones (4) y (R). Para otra distribución de las mismas 
el estado tensional en las zonas próximas a los extremos será distinto al 
dado por la solución (60), pero a distancias mayores la solución será 
válida según el principio de Saint-Venant. Los cálculos demuestran que 
la teoría simplificada, basada en el supuesto de la conservación de las 
secciones planas durante la flexión, da aquí también resultados satis- 
factorios. 

La figura 47 muestra la distribución de las tensiones tangenciales 
T,p A lo largo de la sección transversal Y = O (para los casos b = 3a, 2a, 
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y 1,3a). En esta gráfica las abscisas representan las distancias al borde 
interior (r = a), medidas según un radio; y las ordenadas los coeficientes 
que es necesario aplicar a la tensión tangencial media P/(b — a) para 
obtener la tensión cortante correspondiente al punto considerado. El valor 
1,5 de ese factor nos da la tensión tangencial máxima, calculada de acuerdo 
con una distribución parabólica para vigas rectilíneas de sección rectangu- 
lar. Según evidencia la figura, la distribución de las tensiones tangenciales 
se aproxima a la ley parabólica cuando la altura de la sección transversal 
es pequeña. Puede aceptarse, por lo tanto, que para las proporciones 
usuales de arcos y bóvedas la distribución parabólica de las tensiones 
tangenciales, al igual que para las piezas rectilíneas de sección rectangular, 
es suficientemente exacta. 

Consideremos ahora los desplazamientos producidos por la fuerza 
P (fig. 46). Usando las ecuaciones (49) y (52) y sustituyendo en ellas las 
expresiones (60) de las componentes de la tensión tenemos: 


du  senf 2B D 

== (24r( — 3v) — 3 (1 + ») + A » | 

0v [. 

7 (2) 


du dv 7) 


"orar cr 


Integrando la primera de estas ecuaciones obtenemos 
sen 0 S B 
u = => ara — 3y) + 3 (1 +» + D( — ») log "| +f(0) (m) 


donde f(0) es función de 6M solamente. Sustituyendo (m) en la segunda de 
las ecuaciones (7) junto con la expresión de €, e integrando, tenemos: 


cos O 


E 


Yy= [Ar +) + E (+1) — Diogr(l —» 


4 BL. » | E Fo) do +F(r) (n) 


en la que F(r) es función de r solamente. Sustituyendo ahora (m) y (n) 
en la tercera de las ecuaciones (/) llegamos a la ecuación 


Esta ecuación es satisfecha si ponemos 


E) = Ey, FO) = LD acosb+ XKsen0+Lc08.9 (p) 
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donde H, K y L son constantes arbitrarias a determinar a partir de las 
condiciones de vínculo. De (m) y (nm) deducimos las componentes de los 
desplazamientos que resultan: 


sen 0 


u= a O log r + A(1 — 3v)r? 


+ECED | + seno YD cos 0 


2D cos 9 B(1 +.) (d 
q? 


o = 0 send — E [a5 ++ 
D( +») 
+= 


—D(1 — y) log "| cos 9 + XK cos 6 — L sentó + Hr 
La deflexión radial del borde libre de la pieza se obtiene poniendo Y = U 
en la expresión de u, lo que nos da: 


(u)o=o = L (r) 


La constante L se obtiene de la condición existente en el empotramiento 
(fig. 46). Para 0 = 1/2 tenemos, v = 0, 0v/0r = 0, y en consecuencia 
de la segunda de las ecuaciones (q) resulta: 


Dr 
H =0, > (s) 


Usando (g) deducimos, por lo tanto, que la deflexión del extremo superior 
es: 
D Pr(a? + b? 
(u) omo == 7 > ME ea + 


E E — b?) + (a? + db?) log l (61) 


Más adelante se dan algunas aplicaciones de esta fórmula. Cuando b tiende 
al valor de a y la altura de la pieza, h = b — a, se hace pequeña frente a 
a podemos hacer uso de la expresión 


2 
log? = 108 (1 +2) =* MA 


a 


a 2a?'3a 


Sustituyéndola en (61) y despreciando los términos de grado superior 
al tercero obtendremos: 


(u) __ 3raiP 
2. ER 


que coincide con la fórmula elemental que se da para el caso que tratamos. 


l Véase S. Timoshenko, Strength of Materials, vol. 2, art. 13, 1941. 


104 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 
Dando a la función de tensión la forma 
$ = f(r) cos 6 


y procediendo de forma análoga, obtenemos la solución para el caso en 
que sobre el extremo superior de la pieza (fig. 46) actúen un par y una 
fuerza vertical. Restando de esta solución las tensiones producidas por el 
par (véase $ 27), nos quedarán las tensiones debidas a la fuerza vertical 
aplicada al extremo libre de la pieza. Si la fuerza que actúa sobre ese ex- 
tremo es oblicua su efecto se hallará sumando los efectos correspondientes 
a la fuerza horizontal y vertical en que aquélla se descompone. 

En el estudio anterior supusimos siempre que se cumplían las ecuacio- 
nes (e) y que los bordes circulares de la pieza estaban libres de cualquier 
carga. Si se toman para las expresiones (e) valores distintos de cero obte- 
nemos el caso en que fuerzas normales y tangenciales proporcionales a sen 
Ó y cos ( actúan sobre los contornos circulares. Combinando tales solu- 
ciones con las obtenidas anteriormente para el caso de flexión simple y 
de flexión por una fuerza aplicada en el extremo, nos podemos aproximar 
a las condiciones de carga que se dan en una bóveda cubierta de arena 
o tierra!, 


32. Influencia de un orificio circular sobre la distribución de 
tensiones existentes en una placa. La figura 48 representa una 
placa sometida a una tracción uniforme de valor S en la dirección x. 


Si en el centro de la placa se hace un pequeño orificio circular la distribu- 
ción de tensiones en su proximidad habrá cambiado, pero de acuerdo 
con el principio de Saint-Venant podemos pensar que la alteración del 
estado tensional es despreciable a distancias grandes frente al radio del 
agujero. 


' Varios ejemplos de este tipo han sido estudiados por Golovin, loc. cit.,y Ribiére loc. cit. 
y Compt. rend., vol. 132, pág. 315, 1901. 
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Consideremos la porción de placa contenida en un círculo, concén- 
trico con el orificio, de radio hb, grande en comparación con a. Las tensiones 
en los puntos de radio b son las mismas que existirían en la placa si no 
hubiera agujero y vienen dadas por lo tanto, por 


(07)r=, = S cos? 9 = ¿S(1 + cos 20) 
(rro) 75 Sa 38 sen 20 


(a) 


Estas fuerzas, al actuar en la periferia del anillo de radios interior y ex- 
terior a y b, provocan una distribución de tensiones en su interior que 
podemos considerar compuesta de dos partes. La primera es debida a la 
componente constante 3 S de las fuerzas normales y las tensiones por ellas 
producidas pueden calcularse mediante las ecuaciones (45) ($ 26). La 
otra parte corresponde a las fuerzas normales ¿ S cos 20 y las fuerzas 


tangenciales — ¿3 S sen 20, las cuales producen una tensión que puede 
deducirse de una función de tensión del tipo: 
$ = f(r) cos 28 (b) 


Sustituida esta expresión en la ecuación de compatibilidad 


2 2 2 
(Er: 4) (04128 a) =0 


dr * ror 'r90) Var ' ror' m9, 
encontramos la siguiente ecuación diferencial ordinaria que determina 


Hr): 
(E 414 (E LO 


dr? r dr q? r dr q? 


La solución general de la misma es 
. 1 
HN = Arq Br CG +D 
Por lo tanto, la función de tensión es: 


9 = (ar + Br+ 02, 4D) cos 20 (0) 


y las correspondientes componentes de la tensión, de acuerdo con (38), 
serán: 


_10 10%_ (, 6€. , 4D 
E AE 

2 
o 72 (24 + 1980 4%) cos 20 (d) 
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Las constantes de integración se determinarán ahora a partir de la con- 
dición (a), referente al contorno exterior, así como también a partir de la 
que establece que sobre el borde del orificio no actúa fuerza alguna. 
Esas condiciones nos dan los resultados siguientes: 


6C , 4D 1 
AFA =-38 
6€C , 4D 
ZA o 0 
1, 66 2D 1 
24 + 6Bb* — í a = ¿8 
24 +6Bat- E -L=0 


Resolviendo estas ecuaciones y poniendo a/b = 0, es decir, suponiendo 
una placa o laja indefinida obtenemos: 


a? 
Á=-=)> B =0, C=-—-—S, D=-58 
Sustituyendo estos valores de las constantes en las ecuaciones (d) y su- 


mando las tensiones producidas por la tensión uniforme 3 S que actúa 
sobre el contorno exterior, las cuales son calculadas mediante (45) en- 


contramos!': 
S a? S Bat  4a? 
e A os 


S a? S 3a* 
S 4 Da? 
Tr = — o) ( = a - 20) sen 20 


Si r es muy grande o, y t,y tienden a los valores dados en las ecuaciones 
(a). En el borde del orificio r = a tenemos: 


0, = 1,9 =0, da = S — 28 cos 20 


Puede verse que los valores máximos de o, se dan para ( = 1/2 y 
0 = 31/2, es decir, en los extremos m y n del diámetro normal a la di- 
rección de la tensión (fig. 48). En esos puntos (0) mi. = 358. Esta es 
la tensión máxima de tracción y su valor es tres veces el de la tensión uni- 
forme S aplicada en los extremos de la placa. 

En los puntos p y q, en los que 6 =xy0=0 


va=="S 
! Esta solución, obtenida por el profesor G. Kirsch (véase V.D.I., vol. 42, 1898), ha sido 


confirmada muchas veces mediante medidas de deformaciones y ensayos fotoelásticos (véase 
el capítulo 5 y los libros citados en el $ 42). 
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de forma que existe en ellos una tensión de compresión en la dirección 
tangencial. 

Para la sección transversal de la placa que pasa por el centro del agu- 
jero circular y es normal al eje de las x, 0 = 2/2, y entonces las ecuacio- 
nes (62) nos dan: 


$ 2 4 
Tr9 = 0, =5(2+%+32) 


El efecto del orificio es evidentemente de carácter muy localizado tendiendo 
la tensión o, rápidamente a S cuando r aumenta. La distribución de esta 
tensión es mostrada en la figura mediante el área rayada. El carácter loca- 
lizado de las tensiones que se originan alrededor del orificio justifica la 
aplicación de la solución (e), deducida para una laja indefinida, a una 
placa de anchura finita. Si la anchura de la placa es superior a cuatro veces 
el diámetro del agujero, el error cometido al usar la solución (62) para 
calcular (0) .m:¿, no excede del 6 %'. 


A Fic. 49 


Una vez obtenida la solución (d) para tracción o compresión en una 
dirección, pueden resolverse fácilmente por superposición los casos de 
tracción o compresión en dos direcciones perpendiculares. Considerando, 
por ejemplo, el caso de dos tensiones de tracción iguales a S y actuando 
en dos direcciones perpendiculares encontramos que el contorno del 
orificio se encuentra sometido a la tensión de tracción 0 =2S (véase 
$ 30). Si en la dirección x actúa una tensión de tracción S y en la direc- 
ción y una tensión de compresión, también igual a S (fig. 49) tenemos una 
solicitación de esfuerzo cortante. Las tensiones según la dirección de la 
tangente, deducidas de (62) son entonces: 


da = S — 28 cos 29 — [S — 28 cos (28 — m)] 
Para 0 = 1/2 0 0 = 3 x/2, es decir, en los puntos: n y m, tenemos que 
ay =4S. Para 0 =06 0 = a, puntos mn y m,, o, = —48S: En conse- 


' Véase S. 'Timoshenko, Bull. Polytech. Inst., Kiev, 1907. Se debe tomar 5 igual a la fuerza 
dividida por el área total de la chapa. 
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cuencia, para una placa grande cargada a esfuerzo cortante las tensiones 
máximas en la dirección de las tangentes, existentes en el borde del ori- 
ficio, son cuatro veces mayores que la aplicada. 

La considerable concentración de tensiones existente en el contorno 
de un agujero es de gran importancia práctica. El caso de las aberturas 
practicadas en los puentes de los barcos puede citarse como ejemplo, 
pues su presencia da origen a altas concentraciones de las tensiones de 
tracción o compresión que experimenta el puente cuando el casco trabaja 
a flexión; las olas, al chocar repetidamente, originan ciclos de tensiones 
que pueden determinar, en los lugares fuertemente solicitados, fisuras 
de fatiga'. 


m E 


Fic. 50 


A menudo es necesario reducir la concentración de tensiones en los 
agujeros, tales como los existentes, por ejemplo, en el fuselaje y las alas 
de los aviones. Esto puede hacerse añadiendo un reborde? o un anillo 
de refuerzo”. El problema analítico correspondiente ha sido resuelto me- 
diante una extensión del método que acabamos de aplicar, al estudio de 
la influencia de un orificio y los resultados han sido comparados con las 
medidas realizadas con bandas extensométricas”. 

El caso en el que existe un orificio circular próximo al borde recto 
de una placa semiindefinida sometida a una tensión paralela al contorno 
(fig. 50), fue estudiado por G. B. Jeffery* R. D. Mindlin*?, ha tratado 
ulteriormente el problema aportando ciertas correcciones y realizando 
un estudio fotoelástico del mismo. La tensión existente en n, punto éste 
el más próximo al borde recto, es igual a muchas veces su valor en las 


1 Véase el trabajo de T. L. Wilson, The S. S. Leviathan, Damage, Repairs and Strength 
Analysis, presentando al Congreso de la «American Society of Naval Architects and Marine 
Engineers» en noviembre de 1930. 

? Véase S. Timoshenko, Y. Franklin Inst., vol. 197, pág. 505, 1904; véase también la 
obra del mismo autor, Strength of Materials, segunda edición, vol. 2, pág. 317. 

3 S. Levy, A. E. McPherson y F. C. Smith, 7. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), 
vol. 15, pág. 160, 1948. En este trabajo pueden encontrarse las referencias de los trabajos 
anteriores sobre el tema. 

' Trans. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 221, pág. 265, 1921. 

* Proc. Soc. Expl. Stress Analysis, vol. 5, pág. 56, 1948. 
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zonas no alteradas por la presencia del orificio, siempre que mn sea pe- 
queño frente a np. 

G. B. Jeffery ha estudiado también el caso en que una presión normal 
uniforme P, actúa sobre el contorno del agujero. Este problema, de interés 
práctico, es el de las tensiones que se producen en la vecindad de un agujero 
para remache al introducir bajo presión el roblón, en estado plástico por 
la acción del calor. Si el agujero está lejos del borde rectilíneo, la tensión 
en su contorno, con arreglo a las ecuaciones (46) ($ 27), resulta: 


dg = Pi, a 


Si el orificio está próximo al borde rectilíneo, las tensiones tangenciales 
dejan de ser constantes en su contorno, dándose el valor máximo de la 
misma 


d? 2 
(ue (63) 


en los puntos k y 1. 
Comparemos este valor, con la tensión de tracción existente en el punto 
m, la cual viene dada por la fórmula: 


4pr? 
7 q? (64) 


Para d = rV/3 las dos expresiones dan el mismo valor. Si d es mayor 
que 7/3 la máxima tensión se produce en el contorno circular y si es 
menor en el punto mm. 


S 


EE 
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El caso de una placa o laja de anchura finita con un orificio circular 
en su eje de simetría ha sido estudiado por R. C. J. Howland!. Este autor 
encontró, por ejemplo, que para 2r = 3d 0, = 4,338 en el punto » y 
oy =0,755 en el m. 

El método desarrollado en lo que antecede, para el análisis de las 
tensiones que se producen en torno de un pequeño orificio circular, puede 
ser aplicado al caso de una placa sujeta a flexión simple? 

'* R. C. J. Howland, Trans. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 229, pág. 49. 


=Z. Tuzi, Phil. Mag., febrero, 1930, pág. 210; véase también Sci. Papers Inst. Phys. Chem. 
Research (Tokyo), vol. 9, pág. 65, 1928. El problema correspondiente con un orificio elíptico 
fue resuelto posteriormente por K. Wolf, Z. tech. Physik, 1922, pág. 160. El caso de una placa 
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Asimismo han sido estudiados también los casos de una fila de ori- 
ficios circulares en una placa indefinida”*”*, semiindefinida? o de anchura 
finita*** y de una laja con un anillo de orificios? (en todos los casos la soli- 
citación aplicada ha sido una tracción). El caso de una placa cuadrada 
en la que existe un orificio y a la que se aplican tracciones iguales en las 
dos direcciones!, o que es sometida a esfuerzo cortante”, ha sido estudiado 
mediante un método deducido por Hengst. 

Asimismo, se han resuelto los casos, en los que las fuerzas son aplicadas 
en el contorno del orificio, existente en una placa indefinida? o de anchura 
finita?, o en los contornos de una fila de agujeros, paralela y próxima al 
borde de una laja semiindefinida*” (fila de agujeros de remache). 

Si una placa indefinida, con un orificio elíptico, es sometida a una trac- 
ción S paralela a uno de los ejes principales de la elipse, la tensión existente 
en los extremos del otro eje principal (perpendicular a la dirección de 
la tracción) viene dada por: 


o=s (1425) (65) 


en donde 2a es el eje de la elipse perpendicular a la tensión y 2b el otro 
eje. Este y otros problemas concernientes a orificios elípticos, hiper- 
bólicos y a dos agujeros circulares son estudiados en el capítulo 7, en el 
cual se dan las referencias correspondientes. 

Un agujero muy angosto perpendicular a la dirección de la tracción 
produce una gran concentración de tensión”, lo que explica que las fisuras 
perpendiculares a las fuerzas aplicadas tiendan a extenderse. Tal extensión 
puede ser detenida taladrando los extremos de la fisura lo que elimina la 
pronunciada curvatura, responsable de la elevada concentración de 
tensiones. 

Cuando un agujero está ocupado por un material rígido o de constantes 


de anchura finita con un orificio circular fue estudiado por R. C. J. Howland y A. C. Stevenson, 
Trans. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 232, pág. 155, 1933. Una prueba de la convergencia 
de la serie solución es dada por R. C. Knight, Quart. Y. Math. Oxford series, vol. 5, pág. 255, 
1934, 

' M. Sadowsky, Z. angew. Math. Mech., vol. 8, pág. 107, 1928. 

= R. C. J. Howland, Proc. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 148, pág. 471, 1935, 

* K. J. Schulz, Proc. Nederl. Akad. van Wetenschappen, vol. 45, págs. 233, 341, 457, 
524, 1942; vol. 48, págs. 282 y 292, 1945. 

'C. B. Ling, P. S. Wang, y K. S. Jing, Tech. Rept., núm. 9, Bur. Aeronaut. Research, 
Chengtu, China, enero, 1944. 

5C. B. Ling y P. S. Wang, Tech. Rept., núm. 6, 1bíd, junio 1943. 

" H. Hengst, Z. angew. Math. Mech., vol. 18, pág. 44, 1938. 

"C. K. Wang, Y. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), vol. 13, pág. A-77, 1946. 

8 W. G. Bickley, Trans. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 227, pág. 383, 1928. 

" R. C. Knight, Phil. Mag., serie 7, vol. 19, pág. 517, 1935. 

1" C. B. Ling y M. C. Hsu, Tech. Rept., núm. 16, Bur. Aeronaut. Research, Chengtu, 
China, febrero, 1945. : 

'" El caso de una ranura angosta fue tratado por M. Sadowsky, Z. angew. Math. Mech., 
vol. 10, pág. 77, 1930. 
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elásticas distintas a la del material de la placa (estado plano de tensiones) 
o cuerpo (estado plano de deformación), nos encontramos con el problema 
de una inclusión rígida o elástica, el cual ha sido tratado para inclu- 
siones circulares! y elípticas”. Los resultados obtenidos para una inclusión 
circular han sido confirmados por los ensayos fotoelásticos”. 

Las tensiones que dan las ecuaciones (62) para el problema represen- 
tado en la figura 48, son las mismas para un estado tensional plano que 
para un estado de deformación plano. En este último caso, sin embargo, 
debe actuar una tensión axial: 


or. = v(o, + 09) 


sobre los extremos de la pieza, paralelos al plano xy, con el fin de anular 
€.. La supresión de tales esfuerzos, extremos libres, produce otras ten- 
siones de carácter no bidimensional. Si el diámetro del orificio es pe- 
queño comparado con el espesor de la pieza la alteración estará confinada 
a las zonas próximas a los extremos de la misma. Si, por el contrario, el 
diámetro y el espesor son del mismo orden de magnitud, el problema 
debe ser considerado como tridimensional. Estudios de este tipo* han 
demostrado que «o, sigue siendo la mayor componente de la tensión y 
que su valor es muy parecido al dado por la teoría bidimensional. 


33. Fuerza concentrada en un punto de un borde rectilíneo. 
Consideremos ahora el caso de una fuerza vertical concentrada P, que 
actúa sobre el borde recto y horizontal AB de una placa semiindefinida 
(fig. 52a). La distribución de la carga a través del espesor de la placa es 
uniforme, tal como se muestra en la figura 52b, y el espesor es uno, de forma 
que P es la carga por unidad de espesor. 

La distribución de tensiones que se origina recibe el nombre de dis- 
tribución radial simple”. Cualquier elemento C' distante r del punto de 
aplicación de la carga se encuentra sometido a una tensión de compresión 
en la dirección radial, de valor 


(66) 


'K. Sezawa y G. Nishimura, Rept. Aeronaut. Research Inst. Tokyo Imp. Univ., vol. 6, 
núm. 25, 1931; J. N. Goodier, Trans. A.S.M.E., vol. 55, pág. 39, 1933. 

* L. H. Donnell, Theodore von Kármán Anniversary Volume, pág. 293, Pasadena, 1941. 

2 W, E. Thibodean y L. A. Wood, $. Research Natl. Bur. Standards, vol. 20, pág. 393, 1938. 

' A, E. Green, Trans. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 193, pág. 229, 1948; E. Sternberg 
y M. Sadowsky, 3. Applied Mechanics. (Trans. A.S.M.E.), vol. 16, pág. 27, 1949. 

” La solución de este problema fue obtenida encarándolo como un caso de solicitación 
tridimensional, por Flamant, Compt. rend., vol. 114, pág. 1465, 1892, París. La extensión de 
la solución al caso de una fuerza inclinada se debe a Boussinesq, Compt. rend., vol. 114, pá- 
gina 1510, 1892. Véase también el trabajo de J. H. Michell, Proc. London Math. Soc., vol. 32, 
pág. 35, 1900. La investigación experimental de la distribución de tensiones que sugirió la 
teoría precedente fue realizada por Carus Wilson, Phil. Mag., vol. 32, pág. 481, 1891. 
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En cuanto a la tensión de dirección tangencial o, y a la tensión tangencial 
cortante propiamente dicha T,y , son en este caso nulas. 

Se ve fácilmente que estos valores de las componentes de la tensión 
satisfacen las ecuaciones de equilibrio (37) ($ 25); también quedan satis- 
fechas las condiciones de contorno porque 0, y T,y son nulas a lo largo del 
borde rectilíneo de la placa, que está libre de fuerzas exteriores.. En el punto 
de aplicación de la carga (r = 0), o, alcanza un valor infinito. La resul- 
tante de las fuerzas que actúan sobre una superficie cilíndrica de radio r 


Fic. 52 


debe equilibrar a la fuerza P (fig. 52b) y se obtiene por integración de las 
componentes verticales elementales, o,r d0 cos 0, que obran sobre cada 
elemento, rd de la superficie. Procediendo de esta manera encontramos 


3 3 
2 [Porcosomrdo= Ef cos? 9d = —P 
0 T Jo 


Para probar que la expresión (66) es la solución exacta del problema, 
debemos hacer intervenir también la ecuación de compatibilidad (39). 
Dicha solución se deduce de la función de tensión 


dime E 0 (a) 
T 


como puede verificarse, utilizando las ecuaciones (38) 


, 10,13% _ _ 2Pcos0 
"o yor ' r29g2 Tr 

9 : 
Cdg = Ar? =0 (66) 


am A LOBN 
0d (238) 0 
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que, como se ve, nos dan la solución (66). Sustituyendo la función (a) 
en la ecuación (39), podemos ver fácilmente que esta ecuación es satis- 
fecha, por lo que (a) representa la verdadera función de tensión y las ecua- 
ciones (66) dan la distribución de tensiones correcta. 

Si consideramos una circunferencia de cualquier diámetro d centrada 
en el eje x y tangente al eje y en O (fig. 52a) ocurre que para cualquier 
punto C' de la misma d cos Q = r. En consecuencia, como se deduce de 


las ecuaciones (66), resulta 


lo que nos dice, que la tensión vale lo mismo en todos los puntos de la 
circunferencia salvo en el O, punto de aplicación de la carga. 

En un punto cualquiera, M, de un plano horizontal mn distante a 
del borde de la placa, las componentes normal y tangencial de la tensión 
se calculan partiendo del valor de la compresión simple radial. Tendremos 


así (fig. 52a) 


3 
Oz = 0, COS? O = AA A 
T y el TQ 
dry =0,sen? 0 = — ZE sent 0 cos? 6 (67) 


2P sen 9 cos? 6 
= g, sen O cos Ó = — — —_—_—_—_—— 


2P 
= — — sen J cos? 0 
TT r TO 


Tzy 

En la figura 53 se representa gráficamente la distribución de las tensiones 
0% Y Tzy A lo largo del plano horizontal mn. 

En el punto de aplicación de la carga, teóricamente, la tensión es im- 

finitamente grande, ya que se trata de una fuerza de valor finito que actúa 


re A 
ASS 


d 
AA A 
"Ar AMAN » ||| lr mm 
CO A ES NO 
Ll ALETA 


Fic. ER 
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en un área infinitamente pequeña. En la práctica se produce un fenómeno 
de flujo plástico de cierta magnitud en el entorno del punto de aplicación, 
de manera que la carga viene a repartirse en un área de extensión finita. 
Si imaginamos que la porción de material que experimenta la deformación 
plástica es separada de la placa mediante una pequeña perforación cilín- 
drica (fig. 52b), las ecuaciones de la elasticidad podrán aplicarse a la por- 
ción restante de la placa. 


A O B 
Regis ” 
Fic. 54 Fic. 55 


Una solución análoga puede ser obtenida si la carga aplicada en el borde 
rectilíneo de la placa semiindefinida es una fuerza horizontal P (fig. 54). 
Las componentes de la tensión vienen dadas de nuevo por las ecuaciones 
(66”) siendo sólo necesario medir el ángulo ( a partir de la dirección de la 
fuerza tal como se muestra en la figura. Calculando la resultante de las 
fuerzas que actúan sobre una superficie cilíndrica tal como la mostrada 
en la figura 54 mediante la línea a trazos tendremos: 


1») T 
al cos? 4 do = —P 
T Jo 


Esta resultante equilibra la fuerza exterior P y puesto que las componentes 
de la tensión 7, y 0, se anulan sobre el borde, la solución (667) satisface 
las condiciones de contorno. 

Cuando se trata de fuerzas cilíndricas oblicuas, el problema se resuelve 
por superposición, aplicando las soluciones que corresponden a las fuer- 
zas vertical y horizontal. Descomponiendo la fuerza P en sus compo- 
nentes vertical P cos «4 y horizontal P sen a (fig. 55) obtendremos la 
tensión radial en cualquier punto C, a partir de las ecuaciones (66). 


TT] 


2 
Oy = —=— E cos a cos Y + P sen a cos ( + 0)| 
2p 
= — —.C0s (a + 0) (68) 
T7 
Las ecuaciones (66) pueden ser usadas, por lo tanto, cualquiera que sea 


la dirección de la fuerza, supuesto que el ángulo (f sea medido a partir de 
esa dirección. 
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La función de tensión (a) puede emplearse, igualmente, en el caso en que sobre 
el borde rectilíneo de una placa semiindefinida actúa un par de fuerzas (fig. 56a). 
Se ve fácilmente que para el caso en que la tracción P se aplica en el punto O,, 
que dista a del origen, la función de tensión se obtiene de la ecuación (a) conside- 
rando momentáneamente a 4 como función de x e y en vez de serlo de r y 0, escri- 
biendo y + a en lugar de y, y sustituyendo P por —P. La combinación de esta 
función de tensión con la función original 4 nos da la función que corresponde 
al caso de dos fuerzas iguales y de signos contrarios, aplicadas en O y O,, bajo la forma 


—$(x,y + a) + p(2,y) 
Si a tiende a cero, la función tiende al valor 


$b = —=a—=Ñ (b) 


na A a+ 
se obtiene 
di = Ze (0 +sen 0 cos 0) = z (9 + sen 9 cos 0) (69) 
en la cual M es el momento del par aplicado. 
M M 
y ASS 


(6) 


FiG. 56 


Si se trata de dos pares de fuerzas de igual magnitud y dirigidos en sentidos 
contrarios que actúan en los puntos O y O,, muy próximos (fig. 56b), la función 
de tensión 4, puede obtenerse por un razonamiento análogo, mediante derivación de, 
la función 4. Tendremos de esa manera, si el valor común del momento es M, 
d61 - 2Ma 

ar o 


e (a+ La) =-a = 
y 


3 
dy osi Y (70) 


Si los sentidos de rotación de los pares se intercambian, bastará modificar el signo 
de la función (70). 

Una serie de funciones de tensión obtenidas por diferenciación sucesiva, ha sido 
empleada para la determinación de la concentración de tensiones, creada por la 
presencia de una entalladura semicircular en una placa semiindefinida sometida a 
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una tracción paralela al borde de la misma'. La tensión máxima es ligeramente 
mayor que el triplo de la tensión existente en las zonas alejadas de la entalladura. 
El caso de una placa de anchura finita con una entalladura semicircular en cada 
borde ha sido también estudiado *. El factor de concentración de tensión (relación 
de la tensión máxima a la media, existentes en la sección más pequeña) es menor de 
tres, tendiendo a la unidad cuando las entalladuras aumentan. 


Una vez conocida la distribución de tensiones podemos obtener los 
deslizamientos en la forma usual, aplicando las ecuaciones (49) a SI 
Para el caso de una fuerza normal al contorno (fig. 52) tenemos 


_0u_  2Pcos8 

== ar TE  r 
y 0/7) y PP cos 0 

di ad Nm (o) 
du dv 

Yr8 T 90 =t- dr y 0 
Integrando la primera de estas ecuaciones obtenemos 
:9 
cos 0 log 7 + f(0) (d) 


TÉ 
donde f(0) es función de 0 solamente. Sustituyendo en la segunda de 
las ecuaciones (c) e integrando resulta 


P 2P 
o= iy seno + Tp logrseno— | 560) 40 +0) (e) 


en la que F(r) es función de r solamente. Sustituyendo (d) y (e) en la 
tercera de las ecuaciones (c) se llega a 


Fo) = 12 6 seno + 4 sen 0 + B cos O, F(r) = Cr ($) 


donde A, B y C son constantes de integración que se determinan a partir 
de las condiciones de vínculo. Las expresiones de los desplazamientos, 


deducidas de (d) y (e), son: 


¿3 

= A AN 

TE TE 
_ PP Ue 
_—_—_— 0 cos 9 
"fe AAA E > 

TÉ 

* F. G. Maunsell, Phil. Mag., vol. 21, pág. 765, 1936. 

* C. B. Ling, $. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), vol. 14, pág. A-275, 1947; H.. Po- 


ritsky, H. D. Snively, y C. R. Wylie, 2bíd., vol. 6, pág. A-63, 1939. 
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Supongamos que, como condición de vínculo de la placa de la figura 52, 
se verifica que los puntos situados en el eje x no admiten desplazamiento 
lateral, esto es, que para 0 = 0, v = 0, con lo cual la segunda de las 
ecuaciones (g) nos da 4 = 0 y C = 0; mediante estos valores de las cons- 
tantes de integración, el desplazamiento vertical de los puntos del eje x 
resulta, entonces, 


(oo = — = log r + B (h) 


Para determinar la constante B, vamos a suponer que un punto del eje x 
“que diste d del origen, no pueda moverse verticalmente. En la ecuación 
(h) se tendrá r = d, luego: 

B = - log d 
Conocidos los valores de todas las constantes de integración, pueden 
determinarse los desplazamientos de cualquier punto de la placa semiin- 
definida mediante las ecuaciones (2). 

Consideremos, por ejemplo, los deslizamientos de los puntos del 
borde de la placa. Las componentes horizontales de los mismos se ob- 
tienen poniendo 6 = + x/2 en la primera de las ecuaciones (g). “Tenemos 
entonces 


e 


Esto nos dice que todos los puntos del borde rectilíneo experimentan 
iguales desplazamientos, dirigidos hacia el origen, lo cual puede ser con- 
siderado físicamente factible, ya que, como se recordará, hemos supuesto 
haber suprimido la parte de material limitada por una superficie cilín- 
drica de radio pequeño, en torno al punto de aplicación de P (fig. 52b), 
a la cual no son aplicables las ecuaciones de la elasticidad. En realidad, 
esa porción de material experimenta una deformación plástica que permite 
los desplazamientos (71) a lo largo del canto recto. En cuanto a los des- 
plazamientos verticales que corresponden al borde, se calculan aplicando 
la segunda de las ecuaciones (g). El desplazamiento hacia abajo a una dis- 
tancia r del origen se obtiene recordando que r es positivo si el movimiento 
se efectúa en el sentido del crecimiento de los ángulos O y que la defor- 
mación es simétrica respecto al eje de las x. De esta manera obtendremos 


2P d 1 P 
Dis = = (1) 7 = -p 185 UU +»? 


2 2 Tr TE 
Esta ecuación aplicada al origen da un desplazamiento infinitamente grande. 
Para obviar esta dificultad podemos suponer que la porción de material 
que rodea el punto de aplicación de la carga es retirada, cortando según 


(72) 
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una superficie cilíndrica de pequeño radio. Para otros puntos del borde 
la ecuación (72) da desplazamientos finitos. 


34. Caso general de carga normal al borde recto de una placa. 
Si suponemos que las curvas 0, y 71, de la figura 53 ($ 33) representan los 
valores de las tensiones originadas por una fuerza unitaria, por ejemplo 
1 kg, dichas curvas serán las líneas de influencia de las tensiones 0, y Ds 
lo que quiere decir que la tensión o, originada por la fuerza de intensidad 
P en un punto H del plano mn, se obtiene multiplicando por P la orde- 


nada HK. 
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Si sobre el borde horizontal, 4B, de la placa semiinfinita que con- 
sideramos actúan varias fuerzas verticales P, P,, Pa, ... las tensiones ori- 
ginadas en el plano mn se obtienen sumando los valores que corresponden 
a cada una de ellas, las cuales resultan de trasladar las curvas de 0, y Tz, 
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construidas para la fuerza P, de manera que su origen sea el punto de apli- 
cación respectivo O,, Oz... De lo dicho se desprende que la tensión 0, 
producida, por ejemplo, por la fuerza P, en el punto D del plano mn se 
obtiene multiplicando P, por la ordenada H,K;,. De igual forma la tensión 
0, producida por P, en D es H,K,xPa y así sucesivamente para las otras 
fuerzas. La tensión total normal producida en D por las fuerzas P, P,, 


Presi Pos 


0 = DD, : P+ TK, + P, + HoKa * Pa+=“:*: 


En consecuencia, la curva o, de la figura 53 es la línea de influencia de 
la tensión normal o, en el punto D y la curva 7, será la línea de influencia 
de la tensión tangencial en el punto D sobre el plano mn. 

Teniendo estas curvas, se pueden obtener fácilmente las componentes 
de la tensión en D para cualquier carga vertical aplicada al borde AB. 

Si en lugar de tratarse de fuerzas concentradas nos encontramos con 
una fuerza, de intensidad q, distribuida sobre el segmento ss del borde 
(fig. 53), la tensión normal o, en D se obtiene multiplicando por q el área 
de la parte de diagrama correspondiente, rayada en este caso en la figura, 
y que llamaremos superficie de influencia. 

El problema de una carga distribuida uniformente puede resolverse 
de otra manera mediante una función de tensión de la forma 


lo) = Ar?0 (a) 


en la que 4 es una constante. Las componentes de la tensión correspon- 
diente son 


_109 19% 
Tar a Seo 
04 
dy = ay? = 240 (b) 


Para la placa semiindefinida esto se traduce en la distribución de cargas 
mostrada en la figura 574. Sobre el borde de la misma actúa una fuerza 
tangencial cortante, uniformemente distribuida, de intensidad —A y 
otra normal, también uniformemente distribuida, de intensidad Ax cuyo 
signo cambia bruscamente en el origen O. Para asignar a las fuerzas su 
sentido correcto, nos guiaremos por los signos de las componentes de la 
tensión que actúan en un elemento C. 

"Trasladando el origen a O, y cambiando el signo de la función de ten- 
sión «¿4 se tendrá la distribución de cargas de la figura 57b. Mediante 
superposición de los dos casos de distribución de cargas (fig. 57a y 57b) 
se obtienen el de una carga uniforme sobre un segmento del borde de la 
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placa, tal como se muestra en la figura 57c. Para que la intensidad de esa 


carga sea q hacemos 
1 
92Ar = MM es e 
9, Je E 
La tensión en cualquier punto de la placa viene entonces dada por la 
función de tensión' 


$ = A(r?0 — r/20,) = >. (r28 — 1,201) (c) 


A la vista de las ecuaciones (b), se deduce que el primer término de la función (c) 
representa, para cualquier punto M de la placa (fig. 584), un estado equitensional 


(a) 
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(de tracción) de valor 2.46 junto con un esfuerzo cortante simple igual a 4. De igual 
forma el segundo término de la función de tensión representa un estado equitensio- 
nal (de compresión) de valor —246, y un esfuerzo cortante igual a A. 

Los estados equitensionales de tracción y compresión pueden sumarse directa- 
mente resultando otro estado equitensional de valor 


p = 240 — 240, = 24(0 — 01) = —24g (d) 


siendo « el ángulo formado por los radios y y Y. 

Compondremos los dos esfuerzos cortantes simples, de direcciones r y r,, hacien- 
do uso del círculo de Mohr (fig. 58b), cuyo radio será igual a la tensión tangencial 4. 
Tomando los diámetros DD, y FF, paralelo y perpendicular a r respectivamente, 
como ejes de 7 y y obtendremos la representación del esfuerzo cortante simple que 
corresponde a la dirección r. Los radios CF y CF, representan las tensiones princi- 
pales A y —4 (que forman ángulos 1/4 con r en el punto M) que corresponden 


* Esta solución se debe a J. H. Michell, Proc. London Math. Soc., vol. 34, pág. 134, 1902. 
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a este esfuerzo cortante, y el radio CD representa la tensión tangencial, —A, en 
el plano mn perpendicular a r. Para cualquier plano m,n,, que forma con mn un 
ángulo ¿ (fig. 58a) las componentes de la tensión están dadas por las coordenadas 
o y T del punto G de la circunferencia de Mohr, siendo GCD igual a 2f. 

Para obtener las componentes de la tensión originada por el esfuerzo cortante 
simple de dirección r, se puede emplear la misma circunferencia ($ 9). Considerando 
-«de nuevo el plano m,n, y observando que la normal al mismo forma un ángulo a — $ 
con la dirección r, (fig. 584), resultará que las componentes de la tensión están 
dadas por las coordenadas del punto H de la circunferencia. Para tener en cuenta 
el signo del esfuerzo cortante correspondiente a la dirección r,, deben cambiarse los 
signos de las componentes de la tensión y de esa manera se obtiene el punto H, 
de la circunferencia. La tensión total que actúa sobre el plano min, viene dada 
por el vector CK, de componentes, la tensión normal —(0 + 01) y la tensión tan- 
gencial 1, — 7. El vector CK no varía, cualquiera que sea el valor del ángulo $ ya 
que la magnitud de sus componentes CH, y CG, así como el ángulo que forman, 
1 — 2a son independientes de $. Vemos, pues, que combinando dos solicitaciones 
de esfuerzo cortante obtenemos otro esfuerzo cortante simple (véase $ 9). 

Los ángulos f para los que 1, — 1 =0, corresponden a una de las direcciones 
de las tensiones principales en M. A la vista de la figura deducimos que 7 y 7, son 
iguales en valor absoluto cuando 2f = 2(u — f), es decir, $ = a/2. La dirección 
de la tensión principal bisecta pues el ángulo formado por r y 7, y las magnitudes de 
las tensiones principales son: 


+20 = 224 sen 2p = +24 sen u (e) 


Combinando estos valores con la equitensión (d) obtenemos que las tensiones prin- 
cipales en el punto M son: 


—2A(u + sen 0), —2A(u — sen a) 9) 


Dada una circunferencia que pase por O y O, el ángulo a se mantiene constante 
para cualquier punto de la misma, ocurriendo lo mismo, por tanto, con las tensiones 
principales (f) en esos puntos. En el borde, y para los puntos comprendidos entre 
O y O, (fig. 58a) el ángulo «u es igual a 7 de donde las dos tensiones principales (f) 
son iguales a —224 = —q. En el resto del borde u = 0 y las dos tensiones prin- 
cipales se anulan. 
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En consecuencia, si una distribución arbitraria de carga (fig. 59) es descompuesta 
en un gran número de cargas de intensidades variables actuando sobre pequeños 
elementos del borde, la tensión horizontal 0, existente en un elemento (tal como 
el indicado en la fig. 59) está motivada solamente por la carga actuante sobre ese 
elemento, siendo 


1 —U.= —Y (2) 
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Otros casos de cargas distribuidas sobre el borde recto de una placa semiinfinita 
han sido estudiados por S. D. Carothers' y M. Sadowsky”. En el $ 41 se estudia 
otra manera de resolver este problema. 


La flecha del borde recto de la placa puede ser hallada mediante las 
ecuaciones (72) obtenidas para el caso de una fuerza concentrada. Si q 
es la intensidad de la distribución vertical de carga (fig. 59) la deflexión 
de O, producida por el elemento de carga q dr, distante r de O y rayado 
en la figura, será de acuerdo con la ecuación (72) 


29 1,0 (1 + »)M 
al E 
y la deflexión total de O 
g pr d l +» / q. 
==. q log >; dr mL q dr (h) 
Si la distribución de carga es uniforme, q es constante y entonces 
_2 d d 1 —y 
»= 2104018777 1082 | + E gl (2) 


IA 
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De igual forma, para un punto situado dentro de la zona cargada (fig. 60) 
se tendrá 


d 
l—=e 


2 d 1 = : 
Vo = 20 — zx) log + 21081 | +0 (9) 


La ecuación (hr) puede emplearse también para determinar la intensi- 
dad q de la distribución de carga que produce una determinada defle- 
xión del borde recto. Admitiendo, por ejemplo, que el desplazamiento 
de los puntos del borde es constante en la longitud cargada (fig. 61), 
se puede demostrar que la distribución de la presión a lo largo de la misma 
viene dada por la ecuación?” 


y 


TV a? — a? 


Y = 


' Proc. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 97, pág. 110, 1920. 
2 Z. angew. Math. Mech., vol. 8, pág. 107, 1928. 
? Sadowsky, loc. cit. 
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35. Cuña con carga en la punta. La sencilla distribución radial 
de tensiones discutida en el $ 33 puede ser usada también en el estudio 
de las tensiones que crea en una cuña, la aplicación de una carga en el 
vértice de la misma. Consideremos el caso simétrico, mostrado en la 
figura 62, en el que suponemos que la cuña tiene un espesor unidad. 


Las condiciones existentes en las caras / = + «a, quedan satisfechas 
tomando como componentes de la tensión los valores dados por las ex- 
presiones 


kP cos 0 
O a ds =0, Tr =0 (a) 
en las que la constante k se determinará de manera que quede satisfecha 
la condición de equilibrio para el punto O. Haciendo igual a —P la resul- 
tante de las presiones que actúan sobre la superficie cilíndrica (indicada 


a trazos en la figura), obtenemos 


-2 | 0 da = =P (a + sen 20) = —P 
0 


pa] 


de donde 


1 
a + 3 sen 2a 


k= 


Las ecuaciones (a) quedan entonces así': 


P cos Q 


A r(a + ¿sen 2a;) 


(73) 


Tomando «u = 2/2 llegamos a la solución (66) ya estudiada, que corres- 
ponde a una placa semiindefinida. 


' Esta solución fue dada por Michell, loc. cit. Véase también A. Mesnager, Ann. ponts 
et chanssées, 1901. 
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Como puede verse, la distribución de las tensiones normales sobre 
una sección transversal mn no es uniforme y la relación de su valor en 
los puntos m o n al valor máximo, que se da en el centro de esa sección, 
resulta igual a cos? a. 

Si la fuerza es perpendicular al eje de la cuña (fig. 63) puede usarse 
de nuevo la solución (a) si el ángulo 9 es medido a partir de la dirección 
de la fuerza. El factor k se obtiene a partir de la ecuación de equilibrio 

T+a 
Je o, cos0- rd = —P 
2 


== 


de la cual se deduce 


1 
a — ¿sen 2a 


hs 


estando dada, por lo tanto, la tensión en dirección radial por 


P cos 8 


—r(a — Hsen 2a) A 


0, = 


Las tensiones existentes en una sección transversal mn cualquiera vienen 
expresadas por 
Pyz sen* 0 
y (a — + sen 2a) 
Py*sen* 6 (0) 
4 (a — 4 sen 2a) 


pudiendo ponerse cuando «a es pequeño: 


a 


Qi 2a = 
a —-Sen Za 6 


Representando entonces, por / el momento de inercia de la sección trans- 
versal mn, podemos escribir las ecuaciones (b) en la forma: 


3 
Ty = mE ' € )sent 


(64 


PR 8 s 
te E + ' ( > o) sen* 0 


tg « 


14 


(c) 


3 
Para valores pequeños de a el factor ) Xx sen? 9 puede tomarse 


muy aproximadamente igual a uno y entonces la expresión de 0, coincide 
con la que da la teoría elemental de la flexión. La máxima tensión tangen- 
cial se da en los puntos m y nm y su valor es doble del deducido por la 
teoría elemental para el baricentro de la sección rectangular de una viga. 

Obtenidas las soluciones para los problemas representados en las 
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figuras 62 y 63, podemos tratar el caso en que la fuerza P tenga una direc- 
ción cualquiera en el plano xy, descomponiendo la fuerza en sus dos 
componentes y aplicando el principio de superposición!. Debe advertirse 
que las soluciones (73) y (74) son exactas, únicamente en el caso en que 
en el extremo fijo, la cuña es sostenida por las fuerzas radiales cuyo valor 
es el dado por esas ecuaciones. De no ser así tales soluciones son válidas 
solamente en puntos distantes del apoyo. 

El problema de una cuña sometida a un par M, contenido en su plano 
y aplicado en el vértice de la misma se resuelve mediante la función de 
tensión” 
sen 290 — 20 cos 20 (d) 


pm 2(sen2a — 2a cos 2a,) 


donde el ángulo 0 es el señalado en la figura 62 y el par aplicado, M, 
tiene un sentido contrario al de las agujas del reloj. Las tensiones resul- 
tantes son: 


M A 
As 2(sen2a — 2a cos 2a) 72 2, ¿dd 
M (e) 


2 
— 2(sen2a: — 2a cos Za) y (cos 28 — cos 2a) 


Tr0 

36. Carga concentrada sobre una viga. El problema de la dis- 
tribución de tensiones en una viga sometida a la acción de una carga con- 
centrada es de gran interés práctico. En el $ 22 se demostró que la dis- 
tribución tensional que una carga uniformemente distribuida origina 


y 
FiG. 64 


en las vigas de sección rectangular estrecha, puede calcularse con exac- 
titud satisfactoria utilizando la teoría elemental de la flexión. En la pro- 
ximidad del punto de aplicación de una fuerza concentrada Ocurre, sin 
embargo, una perturbación local de la distribución de tensiones, que hace 


* Varios ejemplos relativos a la distribución de tensiones en las cuñas han sido analizados 
por Akira Miura en Spannungskruven in rechteckigen und keilfórmigen Triágern, Berlín, 1928. 
El caso en el que las fuerzas no se aplican en la punta de la cuña ha sido estudiado por J. H. A. 
Brahtz, Physics, vol. 4, pág. 56, 1933 y por W. M. Shepherd, Proc. Roy. Soc. (London), serie A, 
vol. 148, pág. 284, 1935. ; 

* C. E. Inglis, Trans. Inst. Nav. Arch. (London), 1922, vol. 64. 
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necesario un estudio más detenido. Tal estudio ha sido realizado por pri- 
mera vez por Carus Wilson', quien ensayó por métodos fotoelásticos 
(véase $ 42) una viga rectangular de vidrio, libremente apoyada en sus 
dos extremos y cargada en el centro (fig. 64). Mediante los ensayos reali- 
zados encontró que en el punto A de aplicación de la carga, la distribución 
de tensiones se aproxima a la producida en una placa semiindefinida por 


(c) 


(2) 
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una fuerza concentrada. A lo largo de la sección AD la tensión normal 
6. no sigue una ley lineal y en el punto D la tensión de tracción es inferior 
a la que resultaría de aplicar la teoría elemental de la flexión. Estos resul- 
tados han sido explicados por G. G. Stokes” recurriendo a ciertas supo- 
siciones empíricas. Según dicho autor, el sistema representado en la figura 
64 puede obtenerse por superposición de los dos sistemas mostrados en la 
figura 65. Las tensiones radiales de compresión que actúan sobre las 
secciones mn, np y pq de la laja semiindefinida (fig. 65a) son compensadas 
por tracciones radiales, de igual valor, que actúan en los costados de la viga 
rectangular apoyada en n y p (fig. 65b). Para realizar el caso tratado por 
Stokes, se deben superponer las tensiones existentes en esa viga, a las que 
corresponden a la placa semiinfinita. 

Aplicando la fórmula elemental de la flexión al cálculo de las ten- 
siones se tendrá: el momento flector en la sección transversal media AD 


LE E 
2 Wilson, loc. cit.; véase también G. G. Stokes, Mathematical and Physical Papers, vol. 3, 
pág. 238. 
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de la viga, es igual a la diferencia entre el momento de la reacción P/2 y 
el momento de todas las fuerzas de tracción, de dirección radial, corres- 
pondientes a una de las mitades de la viga. Este momento se calcula fácil- 
mente, pues esta distribución radial es estáticamente equivalente a la 
de las presiones que actúan sobre el cuadrante ab que rodea al punto 4 
(fig. 65c) o bien, teniendo en cuenta la ecuación (66), al conjunto de una 
fuerza horizontal P/x y una fuerza vertical P/2 aplicadas en A (fig. 65d). 
Por lo tanto el momento flector, es decir, el momento respecto a O, es 


Pr _É 
2 de 


y las tensiones de flexión correspondientes' 


¿ PM EN. _BP(T «e 
TB 7)1= 2537 7) 


A estas tensiones debe añadirse el estado equitensional de valor P/2xc 
producido por la fuerza P/7. Las tensiones normales que actúan sobre la 
sección AD, obtenidas de esta forma elemental son, en consecuencia: 


_ 0 FL eN P 
ola uE, 
fórmula que coincide con la propuesta por Stokes. 

Se obtiene una mayor aproximación si hacemos uso de las ecuaciones 
(36) y observamos que sobre el borde inferior de la viga (fig. 65b) existe 
una distribución continua de carga. En el punto D la intensidad de esta 
carga es P/xc como se deduce de las ecuaciones (66). Sustituyendo este 
valor en (36”) y teniendo en cuenta el encontrado anteriormente para 
0, Obtenemos en segunda aproximación 


(LLO, PP (9 3 
%=28X2" aJ9 * Dre ' sexo De 


La u-£) 
Sr  aeNde 16 


Para obtener las tensiones totales a lo largo de las sección 4D, debe agre-' 
garse a estas últimas expresiones las tensiones 


2P 
"E (b) 


como para el caso de una placa semiindefinida. 
La comparación de las expresiones anteriores con una solución más 


(a) 


0, =0, Oy = 


' Consideramos a P, como hicimos antes, como la fuerza por unidad de espesor de la 
placa. 
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exacta (véase la tabla de la pág. 131) muestra que las ecuaciones (a) y (b), 
dan las tensiones con una gran aproximación, salvo en el punto D, donde 
la corrección que aportan al valor dado por la teoría elemental es: 


E o — 0,254 — 
2 Te  5rTC C 
mientras que la teoría exacta da tan sólo —0,133 (P/c). 

El primer intento para obtener una solución del problema más exacta, 
es debido a J. Boussinesq!, que hizo uso de la solución de Flamant para pla- 
cas semiindefinidas (véase el $ 33), mediante correcciones sucesivas. 
Comienza por anular las tensiones sobre el contorno np (fig. 65a), super- 
poniendo un sistema de tensiones iguales y de signo contrario; luego 
considera que la viga es una placa semiindefinida que se extiende por en- 
cima de la línea np y emplea de nuevo la solución de Flamant. Como esta 
corrección introduce tensiones suplementarias sobre el borde superior 
de la viga es necesaria la utilización de una nueva solución de Flamant 
para compensarlas. Este proceso se aplica sucesivamente, pero dado 
que converge muy lentamente, no conduce a resultados satisfactorios. 

L. N. G. Filon? ha dado una solución al problema por medio de series 
trigonométricas. Los resultados que obtuvo para diversos casos de fuerzas 
concentradas (véase el $ 23) cuadran bastante bien con los obtenidos en las 
investigaciones más recientes. 

H. Lamb* realizó ulteriormente progresos en la búsqueda de la solu- 
ción correcta. Considerando una viga de longitud indefinida, sobre la 
que actúan hacia abajo y hacia arriba, alternadamente, fuerzas iguales 
equidistantes, Lamb pudo simplificar la solución del problema bidi- 
mensional y obtuvo para diversos casos la curva de deflexión. Demostró, 
asimismo, la gran exactitud de la teoría elemental de la flexión de Ber- 
noulli-Euler cuando la altura de la viga es pequeña frente a su longitud, 
y también que la corrección de esfuerzo cortante dada por Rankine y 
-Grashof (véase el $ 21) es algo exagerada y debe ser reducida a los 3/4 
de su valor? 


Un estudio más detallado de la distribución tensional y de la curvatura en el 
entorno del punto de aplicación de la carga concentrada, ha sido realizado por 
T. V. Kármán* y F. Seewald”. El primero considera una viga infinitamente larga 
y hace uso de la solución correspondiente al caso de una placa semiindefinida, sobre 
la cual actúan dos pares iguales y opuestos en puntos próximos del borde (fig. 56b). 
Las tensiones así introducidas en el borde inferior de la viga pueden ser eliminadas 
usando una solución, cuya forma es la de una serie trigonométrica ($ 23), que en 


' Compt. rend., vol. 114, pág. 1510, 1892. 

2 L. N. G. Filon, Trans. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 201, pág. 63, 1903. 
3H. Lamb, 4tti IV congr. intern. matemat., vol. 3, pág. 12. Roma, 1909. 

' Filon llegó a la misma conclusión en su trabajo (loc. cit.). 

5 Abhandl. aerodynam. Inst. Tech Hochschule, Aachen, vol. 7, 1927. 
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el caso de una viga de longitud indefinida vendrá representada por una integral 
de Fourier. De esta forma Kármán llega a la función de tensión 


pen Ma f % (ac ch ac +sh ac) ch oy — 8h acsh oY- Y eos uz da 
T Jo sh 2ac + 2ac 
103 [2 récords 
T Jo sh 2ac — 2ac 


Esta función da la distribución de tensiones en una viga en el caso en que el diagrama 
del momento flector sea un rectángulo muy estrecho, tal como el mostrado en la 
figura 66. Para el caso más general de cargas verticales que obran sobre el borde 
superior de la viga', el momento flector correspondiente puede dividirse en rectán- 
gulos elementales, como el de la figura 66, y la función de tensión correspondiente 
se obtiene integrando la expresión (c) a lo largo de la viga. 


gu 


> 


Fic. 66 


Seewald ha aplicado este método al caso de una viga sometida a una fuerza 
concentrada P (fig. 64), y ha demostrado que la tensión 0, puede ser descompuesta 
en dos partes: una calculable mediante la fórmula elemental de las vigas y otra 
que representa el efecto local en el entorno del punto de aplicación de la carga; 
esta última, llamada c,”, puede ser representada en la forma f(P/c), donde f es un 
factor numérico cuyo valor depende de la posición del punto para el cual se calcula 
la tensión local. Los valores de este factor vienen dados en la figura 67. Las otras 
dos componentes de la tensión o, y 7, pueden ser representadas también en la for- 
ma P(P|c). Los valores correspondientes de f son dados en las figuras 68 y 69, A la 
vista de estas figuras se deduce que las tensiones locales disminuyen muy rápida- 
mente cuando aumenta la distancia 'al punto de aplicación de la carga y que a una 
distancia igual a la altura de la viga, su valor es prácticamente despreciable. En la 
página 131 se inserta una tabla de valores de las tensiones locales en cinco puntos 
de la sección transversal 4D, que contiene a la vertical de la carga (fig. 64), valores 
que se pueden comparar con los de las tensiones locales *, calculadas para los mismos 
puntos mediante las ecuaciones (a) y (b). Como puede verse, la exactitud que con 
estas ecuaciones puede obtenerse para las tensiones, es satisfactoria. 

Conocidas las tensiones pueden calcularse fácilmente la curvatura y la deflexión 
de la viga. Estos cálculos muestran que tanto la curvatura como la deflexión vienen 


' El caso de una carga aplicada a la mitad de la altura de la viga, fue estudiado por R. C. J. 
Howland, Proc. Roy. Soc. (London), vol. 124, pág. 89, 1929 (véase las págs. 115 y sigs.) y el 
de dos fuerzas actuando en el interior de la viga por K. Girkmann, Ingenieur-Archiv, vol. 13, 
pág. 273, 1943. El caso de vigas en 1 sobre las que actúan fuerzas longitudinales concentradas, 
ha sido considerado por Girkmann en Oesterr. Ingenieur-Archiv., vol. 1, pág. 420, 1946. 

* Nos referimos con esa expresión a las tensiones que deben ser añadidas a las obtenidas , 
mediante" la fórmula elemental. 
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"TABLA DE LOS FACTORES f PARA EL CENTRO DE LA VIGA 


Solución exacta 


Solución aproximada 


0,159 
—0,477 


y=-$ o =pE 
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A > 2 ss x= 
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Si moy Q 
Sa <a 3 S 
339 Y S |S 
ATT $ Y? + 
(a) 
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Fic. 68 


dadas por expresiones que pueden ser descompuestas en dos partes: una, la dadá 
por la teoría elemental y otra que representa el efecto local de la carga concentra- 
da P. Esta curvatura adicional de la línea central de la viga puede representarse 
por la fórmula 


P 
=2 55% (d) 


4] 
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en la que « es un factor numérico que varía a lo largo de la viga. Algunos valores 
de ese factor son dados en la figura 70. Como puede verse para secciones transver- 
sales cuya distancia a la central sea mayor que la mitad de la altura de la viga, la 


curvatura adicional es despreciable. 


e E 1 
a rez 
> 
iaa, ni Ss 3 
IMSS E E E 
INN sS|iSSi= S| Si 8 
Sá S|S[|S|S S 3 S 
3 NES S| S Ss 
> Lá +|+ DE ) ! ¿E 
C Cc 
30 25 20 15 10 05 05 10 15 20 25 30 


Fic. 70 


En virtud del efecto localizado sobre la curvatura, a que nos hemos referido, 
se puede considerar que las dos ramas de la curva de deflexión AB y AC (fig. 71) 


forman un ángulo igual a 


P , 
- 3 3 3v (o) 


Fic. 71 


De esta flecha debe restarse d,, pequeño término correctivo cuyo objeto es hacer des- 
aparecer el cambio brusco de pendiente en el punto 4. Su valor calculado por 


Seewald es: 


P 
Ó2 == 0,21 E 


Designando ahora por ó, la flecha que daría la teoría elemental, el valor total de la 


misma será: 


3 
O E 


— e A — 


000 4 — + ala E E 217 


que tomando » = 0,3 queda 


Pl3 . fax” 20? 5 
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La teoría elemental de Rankine-Grashof ($ 21) da en este caso 
PP ZeN* 
o [1 +30 (E) ] (g) 


que parece ser un valor demasiado grande para la corrección debida al esfuerzo 
cortante. Ninguna de las fórmulas anteriores toma en cuenta la deformación local 
que se produce en los apoyos. 


37. Tensiones en un disco circular. Comencemos considerando 
el caso sencillo de un disco sometido a la acción de dos fuerzas iguales y 
opuestas P que actúan en los extremos de un diámetro AB del mismo 


(fig. 72). Suponiendo que cada una de las fuerzas produce una distri- 
bución radial simple de tensiones [ecuación (66)], podremos calcular 
qué fuerzas habrá que aplicar a la periferia del disco para mantener dicha 
distribución. En cualquier punto M del contorno tendremos compresio- 


: + 2P cos 0 2P cos 01 
nes en la dirección de r y r, de valor igual a — y — res 
T 


Y > T 1 
pectivamente'. Dado que r y r, son perpendiculares entre sí y que siendo 
d el diámetro del disco, 


cos 0 cos 0; 1 


E (a) 


q" vil d 


se deduce, que las dos tensiones principales en M son dos compresiones 
iguales de valor 2P/1d. En consecuencia, esta misma tensión de compre- 
sión actúa sobre cualquier plano, perpendicular al plano del disco, que 
pase por M y una fuerza normal de compresión, de valor 2P/12d, deberá 
ser aplicada sobre la periferia del disco con objeto de mantener el par de 
distribuciones radiales simples de tensiones que se ha supuesto existen. 


! Se supone que P es la fuerza por unidad de espesor del disco. 
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Si sobre la periferia del disco no actúan fuerzas exteriores la tensión 
en cualquier punto se obtiene, pues, agregando a las dos distribuciones 
radiales simples de tensiones, antes mencionadas, una tracción en el plano 
del disco, de magnitud 2P/xd. 

Consideremos ahora la tensión existente en la sección diametral hori- 
zontal del disco que pasa por N. Por simetría se deduce que no actuará nin- 
guna tensión tangencial sobre la misma; en cuanto a la tensión normal que 
resulta de las dos compresiones radiales iguales valdrá: 


2P cos 9 
e. ——o -Q 


T Tr 


— 2 


e 


os? Y 


en la que r es la distancia AN y 0 el ángulo formado por AN y el diámetro 
vertical. Superponiendo a este valor la tracción uniforme 2P/ad, tenemos, 
para la tensión normal total existente en el plano horizontal que pasa por 


N, el valor 


_ _4P costo , 2P 
dde T r rd 
que usando la igualdad 
cos 0 = 2 
Vd? + 4x? 
queda así: 
2P 4d* 
olaaa q 


La máxima tensión de compresión en el diámetro CD se da en el centro 


del disco donde 


a E 
md 
mientras que en los extremos del diámetro o, se anula. 

Consideremos ahora el caso de dos fuerzas iguales y opuestas, ac- 
tuando en los extremos de una cuerda, AB (fig. 73) en la dirección de la 
misma. Suponiendo de nuevo dos distribuciones radiales de tensiones, 
que parten de A y B, la tensión en un plano tangente a la circunferencia 
en el punto M, se obtiene por superposición de dos compresiones radiales, 


2P cos 0 S 2P cos 0, 
TT Y : T Y; : 


de direcciones r y 7, respectivamente. La 


normal MN a la tangente en M es el diámetro del disco, de manera que 
MAN y MBN son triángulos rectángulos y los ángulos que forma la 
normal MO con r y r, son 2/2 — 6, y 2/2 — 0, respectivamente. Las 
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tensiones normal y tangencial que corresponden a un elemento del con- 
torno en el punto M, serán, por lo tanto: 


2P cos 9 ¿[Tr 2P cos 01 . [7 

c===— cos* [5 =— 01] = — —— 208? 1 5 — 0 
T 8] 2 T 71 2 
2P [cos Osen? Q cos 6 sen? 0 

= —2P (eos dentes y 008 fase 0) (o) 
T r 1 
2. s 0 

T7T=— 2P (E O sen 0, cos 0, — CS % en 0 cos ) 

T y Y1 


Estas ecuaciones pueden ser simplificadas si observamos que en los trián- 
gulos MAN y MBN se verifica: 


r = d sen0,, ri = d sen 0 


Sustituyendo en las ecuaciones (c) tenemos: 


2P 
o == sen(0 + 61), Tr=0 (d) 


De la figura 73 se deduce que el valor de sen (9 + 0,) permanece constante 
en toda la periferia, por lo que para que las distribuciones radiales de tensio- 
nes supuestas se den en el disco, es necesario aplicar sobre el contorno del 
mismo una fuerza de compresión uniforme de valor 2P/d: sen (0 + 0,). 


En el caso en que tal fuerza de compresión no exista la tensión en el disco, 
será la que resulta de añadir a las dos distribuciones radiales simples arriba 
indicadas una tracción uniforme de intensidad 2P/xd : sen (0 + 0,). 


Podemos abordar ahora el problema más general, de la distribución de tensiones 
que se obtiene en un disco sujeto a la acción de un sistema cualquiera de fuerzas 
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en equilibrio, aplicadas a su periferia *. Consideremos una de estas fuerzas aplicada 
en A según la dirección de la cuerda AB (fig. 74). Suponiendo de nuevo que la 
distribución de tensiones es radial tendremos en el punto MM una compresión simple 
radial de valor (2P/x) cos 0,/r, dirigida según AM. "Tomando el punto O como 
origen de las coordenadas polares y midiendo 6 en la forma que se indica en la figura, 
las componentes normal y tangencial de la tensión que actúa sobre el elemento 
tangencial que comprende el punto M, pueden ser calculadas fácilmente si se observa 
que el ángulo que forma la normal MO a dicho elemento con la dirección r, de 
la compresión vale 1/2 — M,. “Tendremos, pues: 


2P cos 6 
0 = — == “gen? 0 
T ZA A ( ) 
2P cos 6 S 
Tr =-= * sen 9. cos 02 


T Ti 


En el triángulo AMN, r, = d sen 0,, luego las ecuaciones (e) pueden escribirse: 


D 
dr =-— E sen (91 + 02) — e sen (03 — 01) 
rd ad 
Pp P (7) 
Tro = — —C08 (01 + 02) — — cos (02 — 91) 
rd ad 


Esta tensión que actúa sobre el elemento, tangente a la periferia en el punto M, 
puede obtenerse por superposición de las tres tensiones siguientes: 
1) Una tensión normal que se distribuye uniformemente a lo largo del contorno 


P 
— q sen (01 + 02) (9) 


2) Una tensión tangencial que se distribuye uniformemente sobre el contorno 


E 5 cos (0, + 82) (h) 

' Los problemas examinados en este párrafo fueron resueltos por H. Hertz, Z. Math. 
Physick, vol. 28, 1883, o Gesammelte Werke, vol. 1, pág. 283; y por J. H. Michell, Proc. London 
Math. Soc., vol. 32, pág. 44, 1900 y vol. 34, pág. 134, 1901. El problema correspondiente a 
la figura 72 en el que el disco ha sido remplazado por un rectángulo ha sido estudiado por 
J. N. Goodier, Trans. A.S.M.E., vol. 54, pág. 173, 1932, incluyéndose el efecto de que la 
carga sea aplicada sobre pequeños segmentos del contorno. 
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3) Una tensión cuyas componentes normal y tangencial son 


, 
=- > sen (0, — 01) y SS a cos (02 — 01) (k) 
Observando que el ángulo formado por la fuerza P y la tangente en M es 6, — 02 
puede deducirse que la tensión (k) vale P/1d y actúa en sentido opuesto al de dicha 
fuerza P. 

Suponiendo ahora que son varias fuerzas las que actúan sobre el disco y que 
cada una de ellas produce una distribución radial simple de tensiones, las fuerzas 
que deberán ser aplicadas sobre el contorno del disco para mantener tal distribu- 
ción serán: 

1) Una fuerza normal, distribuida uniformemente sobre el contorno, de valor 


E a sen (0, + 62) (1) 


2) Fuerzas tangenciales de intensidad 
P 
> y cos (0, + 02) (m) 


3) Una fuerza, cuya intensidad y dirección se obtienen sumando vectorialmente 
las expresiones (k), suma que debe extenderse a todas las fuerzas que obran sobre 
la periferia. 


De la figura 74 resulta que el momento total de todas las fuerzas exteriores con 
relación al punto O, es 


y? cos (91 + B2)d 
2 


y como este momento debe ser cero por tratarse de un sistema en equilibrio, se de- 
duce que las fuerzas tangenciales (m) deben ser nulas. La suma de las tensiones (R) 
es una fuerza proporcional a la suma geométrica de las fuerzas exteriores y también 
será nula para un sistema en equilibrio. Se desprende, pues, que para mantener 
las distribuciones de tensión radiales simples sólo será necesario aplicar periférica- 
mente la compresión uniforme (/). Si sobre el contorno no existe compresión unifor- 
me se obtendrá la tensión en un punto del disco, superponiendo a las distribuciones 


radiales simples la tracción uniforme: 


P 
AS 74 Sen (91 + 0») 


Usando este método general se pueden resolver fácilmente otros casos de dis- 
tribución de tensiones en los discos'. Podemos escoger, por ejemplo, el caso en que 


l Varios casos de interés han sido estudiados por J. H. Michell, loc. cit. 
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actúe un par sobre el disco (fig. 75), compensado por otro par aplicado en el centro. 
Admitiendo dos distribuciones radiales iguales en los puntos 4 y B, vemos que 
en este caso la fuerza (/) y la suma de las tensiones (%) es cero, por lo que para man- 
tener las distribuciones radiales de tensiones sólo es necesario aplicar las fuerzas 
tangenciales (m). La intensidad de tales fuerzas será: 


2P 2M 
— A E E (n) 


donde M, es el momento del par de fuerzas aplicado. Para que la periferia del disco 
quede libre de esfuerzos tangenciales y pueda efectuarse la traslación, al centro 
del disco, del par de fuerzas equilibrante de las fuerzas P, que constituyen el par 
que actúa sobre la circunferencia de la pieza, es necesario añadir a las distribuciones 
radiales simples, las tensiones-que se indican en la figura 75b, las cuales correspon- 
den al caso de tensiones originadas por una tensión cortante circuferencial, fácil- 
mente calculable; tal resulta de observar que las tensiones tangenciales deben origi-. 
nar un par M, en cada uno de los círculos concéntricos, así que siendo r el radio, 
se tendrá: 


mala? = Me tp (p) 


Estas tensiones podrían ser deducidas también mediante las ecuaciones (38) par- 
tiendo de la función de tensión 


M0 
SS (9) 


T 


de la que se deduce 


38. Placa indefinida con carga concentrada en un punto. Si 
una fuerza P actúa en el plano medio de una placa indefinida (fig. 76a), 
la distribución de tensiones resultante puede obtenerse fácilmente por 
superposición de sistemas que ya hemos estudiado. No puede resolverse 
el problema, sin embargo, superponiendo simplemente las soluciones 
que corresponden a las placas semiinfinitas que se muestran en las figuras 
76b y 76c. En efecto, si bien los desplazamientos verticales son iguales en 
ambos casos, los que se producen horizontalmente convergen hacia O 
en el caso de la figura 76c y divergen en el de la 76b. La magnitud de estos 
desplazamientos, en ambos casos, deducidos de la ecuación (71), es: 


Ly 


a? (a) 


La diferencia entre los desplazamientos horizontales puede ser eliminada 
combinando los casos 76b y 76c con los 76d y 76e en los que actúan fuer- 
zas tangenciales sobre el borde rectilíneo. Los desplazamientos correspon- 
dientes a estos casos, pueden obtenerse a partir de los resultados obtenidos 
en el problema, de la flexión de una pieza curva, que se muestra en la 


140 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


figura 46. Haciendo tender el radio interior y el exterior de esta pieza 
a cero e infinito respectivamente, obtenemos el caso de una placa semi- 


p (6) (dl) 
2 
(c) (e) 


Fic. 76 


indefinida. La ecuación (61) nos da el valor del deslizamiento que tiene 
lugar a lo largo del borde rectilíneo de esta placa, en la dirección de la 
fuerza cortante que actúa sobre el mismo: 


Dr 
E (9) 


siendo D una constante de integración que debe ser ajustada con objeto 
de que el desplazamiento resultante de (a) y (b) se anule. En consecuencia: 


Dr _ L=» l= y 
ESTA de (c) 


y realizado este ajuste, se obtiene como resultado de la superposición de 
los casos 76b, 76c, 76d y 76e, el de una placa indefinida cargada en un 
punto (fig. 76a). Las tensiones correspondientes se obtienen ahora, fácil- 
mente, sumando las tensiones que se presentan en una placa semiinde- 
finida sobre cuyo borde actúa una fuerza normal P/2 y las existentes en 
una barra curva, en cuyas expresiones figura la constante de integración D. 


PROBLEMAS BIDIMENSIONALES EN COORDENADAS POLARES 141 


Teniendo en cuenta los distintos ejes polares tomados en las figuras 
46 y 76 y usando las ecuaciones (60), las tensiones en la barra curva, 
midiendo O como se indica en la figura 76, valdrán 


 _Dcoso 1—vPcosg 


E E > 
_Dcosoó 1—»Pcos0 
A A r 
D sen 6 1 — yPsen Q 
Pa >: SS —az 7 
7 47 Tr 


Si se combinan estos valores con los que da la fórmula (66) para las ten- 
siones que origina la carga P/2, se obtiene la siguiente distribución de 
tensiones para la placa de extensión ilimitada 


l1—yPceoso Peoso (3+vwP ecos 6 

Cr == A A A O 
47 r TI 4r r 
1l—ywPeos Q 

SINE (76) 
1 — pP sen 0 

Tra — 
4r E 


Si suponemos ahora que en el punto O de la placa aislamos un pequeño 
cilindro de radio r y proyectamos sobre los ejes x e y las fuerzas que 
actúan sobre el contorno de dicho cilindro, tendremos: 


Y = 2 [77 (0, cos 9 — 1,0 sen8)r de =P 
Y =2 [7 (0,sen0 + 1,9 cos Ordo =0 


expresiones éstas, que igualan las fuerzas que actúan sobre el contorno 
del elemento cilíndrico a la carga P aplicada en O. Usando ahora las 
ecuaciones (13) podremos deducir de (76) la expresión de las compo- 
nentes de la tensión en coordenadas cartesianas 


0 = -6+ +20 + sent] 

0 
Oy =p [1 = » — 2(1 + ») sen? 0] (77) 
os O 1 — 421 4 >) cos? 0 


Las fórmulas (77) resuelven el caso de una fuerza concentrada y per- 
miten obtener, por superposición, las soluciones correspondientes a 
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otros tipos de carga. Consideremos, por ejemplo, el caso mostrado en la 
figura 77, en el que dos fuerzas iguales y opuestas son aplicadas a una 
placa indefinida en los puntos O y O,, cuya distancia d, es muy pequeña. 


P 
Op 
/ a 
y or 
Pp 


x 


Fic: 71 


La tensión en cualquier punto M se calcula sumando las producidas por 
las fuerzas que actúan en O y O,. Considerando, por ejemplo, en M un 
elemento plano perpendicular al eje x y designando por o, la tensión 
normal producida en el elemento por la fuerza de O, la tensión normal 
total o,” producida por las dos fuerzas representadas en la 


do, : ' : 
7 = 07 — a+ y pe e e E O 
sé dr 00  r 


Vemos pues, que para el caso de la figura 77 las componentes de la tensión 
se obtienen por diferenciación de las ecuaciones (77). Procediendo así 
tendremos 


7 = la [—(3 + v) cos? 8 + (1 — v) sen? 6 + 8(1 + v) sen? 0 cos? 9] 
dy = LA, Fl o ») cos? 9 + (1 + 3v) sen? 9 (78) 
— 8(1 + y) sen? 6 cos? 0] 
Tay = a [—(6 + 2v) + 8(1 + v) sen? 0] sen 9 cos Q 
l . 
y e dl y 
a £ 
% (a) EN pez 
x 


Fic. 78 FiG. 79 
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Como puede verse las componentes de la tensión disminuyen muy rápi- 
damente cuando r aumenta y para valores de r grandes, frente a d, su 
valor se hace prácticamente despreciable, resultado este previsible, con 
arreglo al principio de Saint-Venant, por tratarse de dos fuerzas iguales 
y Opuestas actuando en puntos muy próximos. 

Superponiendo dos distribuciones tensionales de las dadas por las 
ecuaciones (78), podemos resolver el problema mostrado en la figura 78. En 
este caso las componentes de la tensión! son: 


dP 
07 = —2(1 — y) Ly? (1 — 2sen? 0) 
dP 
dy = 2(1 — p) Enri (1 — 2sen? 6) 
Ta = == 2) a sen 29 


La misma distribución tensional expresada en coordenadas polares queda 
así: 


dP dP. 
Or, = —2(1 => y) dar? dg = 2(L > y) EE Trg = 0 (79) 


La solución (46), correspondiente al caso de un cilindro de pared gruesa 
sometido a la acción de una presión interior, coincide con las expresiones 
(79) cuando el diámetro exterior del cilindro se hace infinitamente grande. 

De igual manera podemos resolver el caso mostrado en la figura 79a. 
Las componentes de la tensión' son 


M 
— Qqpi (80) 


Estas tensiones son las producidas por un par M aplicado en el origen 
(fig. 79b). 


Si en lugar de una placa indefinida se trata de una tira infinitamente larga so- 
metida a la acción de una fuerza P longitudinal (fig. 80), podemos comenzar tomando 
la solución (77) como si la placa fuera indefinida en todas las direcciones. Las ten- 


a. =09=0, Trg = 


C 
x 
> 
Y 
Fic. 80 


siones que entonces aparecen a lo largo de los bordes de la tira, pueden ser anuladas 
añadiendo un sistema correctivo igual y contrario, que produce unas tensiones que 
pueden ser determinadas usando el método general descrito en el $ 23. Los cálculos 
realizados por R. C. J. Howland* muestran que las tensiones locales producidas 


1 A, E. H. Love, Theory of Elasticity, pág. 214, Cambridge. 
* Loc. cit. Véase también el trabajo de E. Melan, Z. angew. Math. Mech., vol. 5, pág. 314, 
1923. 
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por la fuerza concentrada P, disminuyen rápidamente al aumentar la distancia al 
punto de aplicación de la carga, de forma que a distancias superiores a la anchura 
de la tira la distribución de tensiones en una sección transversal de la misma es prác- 
ticamente uniforme. En la tabla siguiente damos algunos valores de o, y 0, calcula- 
dos suponiendo que la barra es sujetada en el extremo x = +00 y que el coeficiente 
de Poisson vale 1/4. ' 


y=0 
Y= 
y=0 
y=0 
$ E 
y=0 


Las tensiones que en una placa semiindefinida origina uma fuerza aplicada a 
una cierta distancia del borde han sido estudiadas por E. Melan '. 


39. Solución general del problema bidimensional en coordenadas 
polares. Una vez estudiados diversos ejemplos del problema bidimensional, 
estamos preparados para obtener la solución general del mismo. La expresión ge- 
neral de la función de tensión $, que satisface la ecuación de compatibilidad (39) es? 


$ = a0log r + bor? + cor? log r + dor?0 + ay'8e 
W3- = r6 sen 0 + (bir? + as'r”* + b1'r log r) cos 9 


=- 370 cos 0 + (dir3 + ci'rT1 + d'r log r) sen 9 
2] 

+ (apre + dyrr+42 4 antro" + balr7r+2) cos nó 
=2 


n 


+ (car? + dar + car" + da 'r2"+2) sen n0 (81) 
=2 


n 


'Z. angew. Math. Mech., vol. 12, pág. 343, 1932. 

* Esta solución fue dada por J. H. Michell, Proc. London Math. Soc., vol. 31, pág. 100, 
1899. Véase también A. Timpe, Z. Math. Physik., vol. 52, pág. 384, 1905, quien dio una solu- 
ción análoga aplicable al caso de un anillo elíptico, Math. Z., vol. 17, pág. 189, 1923. 
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Los tres primeros términos del segundo miembro representan la solución corres- 
pondiente a una distribución de tensiones, simétrica respecto al origen de coorde- 
nadas (véase el $ 26). El cuarto término da la distribución correspondiente al caso 
mostrado en la figura 57. El quinto la correspondiente al caso de la figura 75b. 
El primer término de la segurida línea es la distribución radial simple para una 
carga de dirección f = 0. Los restantes términos de la segunda línea representan 
la solución para una porción de un anillo circular flectado por una fuerza radial 
(fig. 46). La combinación de todos los términos de la segunda línea da la solución 
para el caso de una fuerza que actúa sobre una placa indefinida ($ 38). Soluciones 
análogas se obtienen también a partir de la tercera línea de la expresión (81), sin 
otra diferencia que el cambio en 1/2 de la dirección de la fuerza. Los restantes tér- 
minos de la expresión (81) representan las soluciones para fuerzas normales y tan- 
genciales proporcionales a sen 10 y cos nf), que obran en los bordes exterior e inte- 
rior de un anillo circular. Un ejemplo de este tipo referente a la distribución de ten- 
siones alrededor de un pequeño orificio circular ha sido estudiado en el $ 32. 

En el caso de un sector de anillo circular, las constantes de integración de (81) 
pueden ser calculadas fácilmente a partir de las condiciones de contorno. Si se trata 
de un anillo completo la determinación de tales constantes exige a veces un estudio 
adicional de los desplazamientos. Consideraremos el caso general de un anillo com- 
pleto y supondremos que las fuerzas normales y tangenciales en los contornos r = a 
y r=b vienen dadas por las siguientes series trigonométricas 


(Trrma = An + A A, cos n0 + Él B,, senn0 
=1 =1 


(ar = Ay + ha A,' cos nó + y B.' sen n0 
n=1 


n=1l 
A e (a) 
(Trg)r=a = Co + > C, cos n0 + 2 D,, sen n0 
n=1l n=1l 
o 2] 
(rr. = Co + ba C,/ cos ng + Y D,' sen n0 
n=1 =1 
en las cuales, las constantes 4p, An, B, ... se calculan de la manera usual a partir 


de la distribución de carga en los bordes ($ 23). Calculando las componentes de la 
tensión a partir de la expresión (81), mediante las ecuaciones (38), y comparando 
los valores de estas componentes para r = a y r = b con los valores dados por las 
ecuaciones (a), obtenemos un número de ecuaciones suficiente para determinar 
las constantes de integración en todos los casos en que n > 2. Para m = 0, es decir, 
para todos los términos de la primera línea de la expresión (81) y para n = 1, es 
decir, para los términos de la segunda y tercera línea es necesario un examen más 
detenido. 

Si se toma como función de tensión la que constituyen los términos de la pri- 
mera línea de la expresión (81), la constante ay” quedará determinada por la magnitud 
de las fuerzas tangenciales uniformemente distribuidas en la periferia ($ 37). La re- 
partición de tensiones que nos da el término que contiene el coeficiente d, es multi- 
forme ($ 34) y, en el caso de un anillo completo, debemos suponer d, = 0. Para 
la determinación de las restantes constantes 4%, b) y (+ disponemos tan sólo de dos 
ecuaciones: 


(0'r) ro = Ás Y (rra = Ao 
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pero podremos obtener la tercera, considerando los desplazamientos, los cuales deben 
ser una función uniforme de (. Nuestro anterior estudio nos ha demostrado que esta 
condición queda cumplida si ponemos €, = O (véase el $ 26) y entonces se determinan 
las otras dos constantes, dy y bp, de acuerdo con las dos condiciones de contorno 
arriba consignadas. 

Consideremos ahora más detalladamente los términos para los cuales 1 = 1. 
Para la determinación de las ocho constantes a; b,, ..., d,” que figuran en las líneas 
segunda y tercera de la expresión (81), calcularemos las componentes o, y T,y de la 
tensión, utilizando esta parte de la función 4. Echando mano de las condiciones (a) 
e igualando los coeficientes correspondientes de sen nf y cos nó para los bordes 
interior y exterior, llegamos a las ocho ecuaciones siguientes: 


(ar bar! =— 2b1a — 2a1'a73 = As 
(a; — byybr - 2b1b — 2a1,'b73 = A y (0) 
(c, + d/)ar* + 2d,1a — 2c11a7? = B, 
(cr + di)b =- 2dib _— 2c1'b73 = By 


2d1a — 2c11a7? + dia”? = —C; 

2db E 2c1'b73 = dy br = E 

2bia — 2a1'a7? — bla! D; (c) 
2b1b > 2411173 = bibi D 


Comparando las ecuaciones (b) y (c), se ve que son compatibles solamente si se verifica: 


aja =Ai-0D, 
ab? = Ay — DY 


cart =B1 +, (a) 
cib = By + Cf 
de las que se desprende 
a(As — Di) =b(Af — DS), a(B, + Cy) = b(BY + Cv”) (e) 


Las ecuaciones (e) quedan siempre satisfechas si las fuerzas que actúan sobre 
el anillo están en equilibrio, como se demuestra, escribiendo por ejemplo, que la 
suma de las proyecciones de todas las fuerzas sobre la dirección del eje x es nula; 
procediendo así encontramos: 


27 
) [[Dlo7) re, — alor)rao] cos 0 — [b(rrgrus — alrrarea] sen 0) d0 = 0 


y si sustituimos los valores de o, y 7, que da la expresión (a), llegaremos a la primera 
de las ecuaciones (e). Análogamente, obtendremos la segunda de las ecuaciones (e) 
si proyectamos las fuerzas sobre el eje y. 

Cuando a, y c, son determinados a partir de las ecuaciones (d), los dos sistemas 
de ecuaciones (b) y (c) se hacen idénticos, encontrándonos con sólo cuatro ecuacio- 
nes para determinar las seis constantes restantes. Las dos ecuaciones adicionales 
que necesitamos se obtienen considerando los desplazamientos. Los términos de 
la segunda línea de la expresión (81) representan la función de tensión para una 
combinación de distribución radial simple y de tensiones en una pieza curva flec- 
tada (fig. 46). Sumando ', entonces, las expresiones generales de los desplazamientos 
de estos dos casos, a saber, las ecuaciones (2) del $ 33 y las (q) del $ 31, y sustituyendo 


1 Debe advertirse que debe sustituirse (/ por M + (1/2) si el ángulo es medido a partir 
de un eje vertical (fig. 52) en lugar de a partir de un eje horizontal (fig. 46). 
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a1/2 por —P/a en las ecuaciones (g) y b," por D en las (q), hallamos para los despla- 
zamientos u y v, respectivamente, los siguientes términos multiformes: 


aL > 

5] di a duén pa 29 e 
al 7 p 

> E lomwina E 0 cos Q 


En el caso de un anillo completo estos términos deben anularse y entonces: 


411 — » 2b1' 


E O 
o bien 
e ar(1 E y) 
b; al 4 (f) 
Procediendo en forma análoga con la tercera línea de la expresión (81) obtenemos 
/ al = y) 
di a A A (9) 


Las ecuaciones (f) y (g) junto con las (b) y (c) nos bastarán, entonces, para deter- 
minar todas las constantes de la función de tensión, representada por la segunda 
y tercera líneas de la expresión (81). 

Llegamos a la conclusión de que en el caso de un anillo completo las condicio- 
nes de contorno (a) son insuficientes para determinar la repartición de tensiones 
y resulta entonces necesario considerar los desplazamientos. Estos deberán respon- 
der en el caso de una corona circular completa a la condición de ser de valor único 
y para satisfacerla se deberá tener: 


all) yr a») 
=> JS 4 


Se desprende de tales resultados, que las constantes b,” y d,” son funciones del 
coeficiente de Poisson, lo que quiere decir que en un anillo completo la distribución 
de las tensiones depende de las propiedades elásticas del material. Unicamente en 
el caso en que a, y c, desaparezcan, es decir, conforme a las ecuaciones (82), que 
by" = d,' = 0, dicha distribución resultará independiente de las características elás- 
ticas. Según resulta de las ecuaciones (d) este caso particular ocurrirá si: 


Ál Si D, y B; == =C 


Tal condición se cumplirá cuando se anule la resultante de las fuerzas aplicadas 
a cada uno de los contornos del anillo. "Tomemos, por ejemplo, la componente x 
de la resultante de las fuerzas aplicadas al borde r = a. De (a) se deduce que esta 
componente es: 


co =0, bi! = — 


(82) 


27 
ph (a, cos 9 — 7,9 senOja do = ar(A; — Dy) 


y si desaparece se desprende que 4, = D,. De igual forma, proyectando las fuerzas 
en la dirección y, obtenemos B, = —C,, cuando la componente de dirección y es 
nula. Se concluye, pues, que si la resultante de las fuerzas aplicadas a cada contorno 
es nula, la distribución de tensiones en un anillo completo no depende de las pro- 
piedades elásticas del material y ello sin: necesidad de que el momento de dichas 
fuerzas sea nulo. 

Las conclusiones obtenidas para un anillo circular siguen siendo válidas para 
el caso más general del problema bidimensional de un cuerpo múltiplemente conexo. 
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De las investigaciones generales realizadas por J. H. Michell', se sigue que para 
cuerpos múltiplemente conexos (fig. 81), se obtienen ecuaciones análogas a las (82), 
que expresan la unicidad de los valores de los desplazamientos para cada uno de 
los circuitos independientes, tales como las marcadas en la figura por A y B. La dis- 
tribución tensional en tales cuerpos depende generalmente de las constantes elásticas 
del material, salvo que la resultante de las fuerzas que actúan sobre cada uno de los 
contornos se anule”. Cuantitativamente, sin embargo, el efecto del valor del módulo 
sobre la tensión máxima es generalmente muy pequeño, pudiendo ser despreciado 
en la práctica”. Esta conclusión es de interés práctico, pues, como veremos más 
adelante, existen ciertos materiales transparentes, tales como el vidrio o la baquelita, 
en los que pueden determinarse las tensiones mediante métodos ópticos que utilizan 
luz polarizada ($ 42). En consecuencia, debido a la conclusión anteriormente ob- 
tenida, los resultados que se obtienen al experimentar con esos materiales transpa- 
rentes, pueden ser aplicadas de manera inmediata a cualquier otro material, tal como 
el acero, a igualdad de condiciones geométricas y estáticas. 


(a) (5) 
Fic. 81 Fic. 82 


Como se ha dicho anteriormente ($ 29), el significado físico de las soluciones 
múltiples queda explicado por la consideración de las tensiones iniciales en un cuerpo 
múltiplemente conexo. Supongamos, por ejemplo, que la ecuación (f) no se satis- 
faga: el correspondiente desplazamiento, indicado en la figura 82a puede produ- 
cirse mediante un corte en el anillo y la aplicación de las fuerzas P. Si las extremi- 
dades del anillo se reúnen luego por soldadura u otro medio, se habrá obtenido 
un anillo con tensiones iniciales, cuya magnitud depende del desplazamiento ini- 
cial d'. Análogo efecto se obtiene cortando el anillo a lo largo de un radio vertical 
y provocando una traslación inicial de uno de los extremos con”respecto al otro, 
en dirección vertical (fig. 82b). Las tensiones iniciales que se producen en los casos 
ilustrados por las figuras 82a y 82b corresponden a los términos multiformes de 
la solución general cuando las ecuaciones (f) y (g) no quedan satisfechas. 

La solución completa de estos problemas puede ser obtenida aplicando los resul- 
tados del $ 31. Los desplazamientos dados por las ecuaciones (q) del $ 31 puede 
verse que presentan el tipo de discontinuidad requerido cuando se aplican a un anillo 
(véase el problema 4). 


Y Loc. cit. 

2 Debe recordarse que se ha considerado nulas a las fuerzas másicas. 

3 Un estudio de este tema ha sido realizado por L. N. G. Filon, Brit. Assoc. Advancement 
Sci. Rept., 1921. Véase E. G. Coker y L. N. G. Filon, Photoelasticity, 6.07 y 6.16. 

' Un estudio de tales tensiones ha sido realizado por A. Timpe, Z. Math. Physik, vol. 52, 
pág. 348, 1905. V. Volterra desarrolla una teoría general, Ann. école norm., París, serie 3, vol. 24, 
págs. 401-517, 1907. Véase también A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, 44 edi- 
ción, pág. 221, 1927; J. N. Goodier, Proc. Fifth Intern. Congr. Applied Mechanics, 1938, pá- 
gina 129, 
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40. Aplicaciones de la solución general en coordenadas polares. Como 
primera aplicación de la solución del problema bidimensional en coordenadas po- 
lares, consideremos-un anillo circular comprimido por dos fuerzas iguales y opuestas 
dirigidas según un diámetro * (fig. 83a). Comencemos considerando la solución co- 
rrespondiente a un disco macizo. La realización en él de un orificio circular de radio a 
crea fuerzas normales y tangenciales distribuidas en la circunferencia del orificio, 
que pueden ser anuladas superponiendo un sistema de fuerzas iguales y opuesto. 
Este sistema de fuerzas puede ser expresado mediante los primeros términos de 
una serie de Fourier y las tensiones en el anillo se determinan entonces aplicando 
la solución general que estudiamos en el $ 39. Estas tensiones, junto con las calculadas 
para un disco macizo, constituyen las tensiones totales existentes en el anillo. La 
relación o, : 2P/1b correspondiente a diversos puntos de las secciones transversales 
mn y min,, calculada de esta manera para el caso en que b = 2a es tabulada a con- 
tinuación ”. 


y 
—0,594 


— 201,2 
1,240 


En la misma tabla se dan los valores de la tensión, calculada con arreglo a las dos 
teorías elementales, basadas en las siguientes hipótesis: 1) las secciones rectas se 
mantienen planas, en cuyo caso las tensiones normales siguen una ley hiperbólica; 
2) las tensiones se distribuyen de acuerdo con una ley lineal. La tabla muestra que 
para la sección recta mn, distante de los puntos de aplicación de la carga P, la dis- 
tribución hiperbólica de tensiones da resultados casi exactos; el error correspon- 
diente a la tensión máxima es sólo del 3 %. Para la sección recta mm, los errores 
de la solución aproximada son mucho mayores. Es interesante advertir que la resul- 
tante de las tensiones normales que actúan sobre la sección m,n, es P|x, resultado 
éste que era de esperar si recordamos la acción de cuña de la carga concentrada 
ilustrada en la figura 65d. En las figuras 83b y 83c se muestra la distribución de 
las tensiones normales en las secciones mn y min, calculadas por los tres métodos 
antedichos. El método que se ha aplicado en lo que antecede al caso de dos fuerzas 


' Véase S. Timoshenko, Bull. Polytech. Inst. Kiev, 1910, y Phil. Mag., vol. 44; pág. 1014, 
1922. Véase también K. Wieghardt, Sitzber. Akad. Wiss., Viena, vol. 124, Dpto. II, pág. 1119, 
1915. 

> Se considera una placa de espesor unidad. 
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iguales y opuestas, puede emplearse para el caso general de un anillo circular sobre 
sobre el que actúan fuerzas concentradas?. 


(2) 
PERA ES 


1 0 0 A A be 
A EDEMA 
CANA 
ib INMI II] Y] 

¿E AQMMEE 
o E RIADA 


036 | 086701874 


¿Janmi 


Fic. 83 


Como segundo ejemplo consideremos el extremo 
de una «biela de ojo»” (fig. 84). La distribución de 
presiones en el borde del orificio depende de la holgura 
existente entre el pasador y el agujero. Se supone que 
sobre los contornos interior y exterior sólo actúan pre- 
siones normales cuyo valor es * 


2P cos 4 Tr TT 

(Orjro = LE E dd 
k 2P cos 6 T 3r 
(Or)r= = — sy b para 2 < 0 2 


FiG. 84 


es decir, las presiones están repartidas en la mitad inferior del borde interno y la 
mitad superior del borde externo. Una vez desarrollada esta distribución en series 
trigonométricas pueden calcularse las tensiones haciendo uso de la solución gene- 
ral (81). La figura 85 representa los valores de o, : P/2a, correspondientes a las sec- 


'L. N. G. Filon, The Stresses in a circular ring, Selected Engineering Papers, núm. 12, 
Londres, 1924, publicado por la «Institution of Civil Engineers». 

2 H. Reissner, Jahrb. wiss. Gesellsch. Luftfahrt, pág. 126, 1928; H. Reissner y F. Strauch, 
Ingenteur-Archiv., vol. +, pág. 481, 1933. 

3 P es la fuerza por unidad de espesor de la placa. 
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ciones mn y min, para bla = 4 y bja = 2'. Debe advertirse que como en este caso 
las fuerzas que actúan sobre cada uno de los contornos tiene resultante nula, la dis- 
tribución de tensiones depende de las constantes elásticas del material. En los cálculos 
anteriores se ha tomado el coeficiente de Poisson igual a 0,3. 


Fic. 85 


+0,/69 


41. Cuña cargada sobre sus caras. La solución general (81) puede apli- 
carse también en el caso en que una distribución polinómica de carga actúa sobre 
las caras de una cuña?. Calculando a partir de (81) las componentes de la tensión 
en la forma usual y tomando solamente los términos r” con n => O obtenemos las 
siguientes expresiones para las componentes de la tensión: 


oa = 2bo + 2d40 + 2a2 cos 20 + 2c» sen 20 
+6r(b, cos 0 + d, senó + az cos 30 + cs sen 30) 
+12r?(b3 cos 20 + d.sen209 + a, cos 48 + cy sen 10) 


(n + 2)(n + 1)r"[b, cos n8 + d, senn0 + 0,2 cos (n + 2)9 
+ (+2 sen (n + 2)0] 
Ta = —do + 2a2sen20 — 2c, cos 20 
+ r(2b, sen 9 — 2d, cos 9 + 6as sen309 — 6c, cos 30) 
+ r2(6Gb, sen 29 — Gd, cos 208 + 12a, sen 40 — 12c, cos 40) 


+ rriinín + 1)b, sen n0 — nín + 1), cos n0 + (n + 1)(n +2) 


“e. sen(n + 2)0 — (n + 1)(n + 2)cr42 cos (n + 2)0] 


! En lo que se refiere al estudio experimental de las tensiones en bielas de ojo mediante 
el método fotoelástico, véase E. G. Coker y L. N. G. Filon, Photoelasticity, 6.18 y K. Take- 
mura e Y. Hosokawa, Rept., 12, 1926, Aeronaut. Research Inst. Tokyo Imp. Univ. La distri- 
bución de tensiones en bielas de ojo de acero fue estudiada por J. Mathar, Forschungsarbeiten, 
núm. 306, 1928. 

2 Véase S. Timoshenko, Teoría de la Elasticidad, edición rusa, pág. 119, San Petersbur- 
go, 1914. 
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Cada una de las potencias de r está ligada, como se ve, con cuatro parámetros arbi- 
trarios, de manera que si las tensiones aplicadas en las superficies límites ) = a, 
0 = ff vienen dadas en forma de polinomios de r, quedan determinadas las tensio- 
nes de la cuña comprendida entre dichos límites. 

Si las condiciones de contorno son, por ejemplo ': 


(79 a4a = No + Nair + Nor? + 

(a9)9.s = No + Nr + Neri +. (a) 
(Tr9)9ma = So + Sir EDy* 4... 

(rr0) 0-8 = So + S/T + Sr? + AS 


la igualación de los coeficientes de las distintas potencias de r nos da 


Il 


2(bo =- dea — da COS 2a + Cz sen 2a) 
6(b, cos « + d,sen a + az cos 3 + c3sen 3a) 


No 
Ni (o) 


y, en general: 


(n + 2)(n + 1)[b, cos na + d, senna + 4ny2 Cos (n + 2)a 
+ Cry. sen (n + 2)a] = Na 


con otros tres grupos de ecuaciones para c, en 0 =f y7,y en 0 =ay 0 = f. Estas 
ecuaciones son suficientes para determinar las constantes que entran en la solu- 
ción (83). 


FiG. 86 FIG. 87 


Consideremos, por ejemplo, el caso presentado en la figura 86. Una presión 
normal uniforme q actúa sobre la cara / = 0, mientras la cara f = f está libre de 
fuerzas. Usando solamente las primeras líneas de las expresiones (83) de o, y 7,, 
las ecuaciones que permiten determinar las constantes bp, do, dz y Ca son: 


2bo0 + 2a2 = —q 
2bo + 2d08 + 2a2 cos 28 + 2ce2sen28 =0 
—dy — 20 =0 
—do + 2a2 sen 28 — 2c» cos 28 =0 


de las cuales (escribiendo k =— tg fP — /1) se deduce 
— E = ¡= A == le 19) cs qe Y tg B 
C2 4k Q2 4k do 2E 2bo == y oh 


' Los términos N,', N,, Sy y S,' no son independientes. Sólo tres de ellos lo son, pues 
representan la tensión en la punta de la cuña r = 0. 
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Llevando estos valores a las ecuaciones (83) obtenemos' 


a 7 7 1 == => 1 1 Ss > 
ss = ( k + tg B e) 2 tg 8 cos 20 + ¿ sen20) 
q 1 1 1 
Tr0 = a 2 Ed 2 tg B sen 20 — 3 Cos 20) : (c) 
ms Y A A AN 3 cos 20) 
ur k 2 tg 2 2 g Cos 


De manera análoga se pueden obtener las componentes de la tensión para cual- 
quier otro término de la distribución polinómica de carga (a). 

El método que acabamos de desarrollar para el cálculo de las tensiones en una 
curva es aplicable a una placa semiindefinida sin más que igualar el ángulo fa x. 
Las tensiones, por ejemplo, para el caso de la figura 87 se obtienen poniendo fi = 7 
en las ecuaciones (c). Obtenemos entonces: 


si = — q (- —0 + 5 sen20) 
SS 2 3 
A á En 
qe A (1 — cos 20) (d) 
Ur = — 2 (e —0 - ¿sen20) 
Tr 2 
Problemas 


1. Probar la validez de la ecuación (d) del $ 25 haciendo uso de la función 
$ = 12 — y? = (2? + y?) (2? — y?) = ri cos 20 


2. Estudiar el significado de la función de tensión CO) en la que C' es una cons- 
tante. Aplíquese a un anillo a <r <b y a una placa indefinida. 

Un anillo, fijado en r = a, es sometido a fuerzas tangenciales en r = b cuya 
resultante es un par M. Obtener la expresión del desplazamiento: circunferencial y 
en r= b, a partir de las ecuaciones (49), (50) y (51). 


3. Demostrar que si en el problema de la figura 45 el radio interior a es pequeño 
comparado con el exterior b, el valor de o, viene dado por 


alí b 


siendo, por tanto, negativo y grande en valor absoluto, cuando «a es positivo (el 
corte ha sido cerrado). 

¿Cuál es el valor máximo del corte (definido por a), que se puede volver a cerrar 
sin sobrepasar el límite elástico, siendo b/a = 10, E = 20,7 x 10% newton/cm* y el 
límite elástico 27,5 x 10% newton/cm?? 


4. Utilizando los resultados del $ 31, escribir las fórmulas que dan las tensio- 


' A esta solución llegó por otro método M. Levy, Compt. rend., vol. 126, pág. 1235, 1898. 
Véase también P. Fillunger, Z. Math. Physik, vol. 60, 1912. Véase también la aplicación de 
funciones de tensión de este tipo a ciertas vigas por E. Reissner, Y. Aeronaut. Sci., vol. 7, 
pág. 353, 1940. Los casos correspondientes a cuñas sometidas a otros tipos de carga son estu- 
diados por C. J. Tranter, Quart. F. Mechs. and Appl. Math., vol. 1, pág. 125, 1948. 
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nes, resultantes del cierre del corte paralelo d de la figura 88a y del deslizamiento 0 
de la figura 88b en función de ó. 


5. Determinar por superposición de los resultados obtenidos con las ecuacio- 
nes (62), las tensiones existentes en una placa indefinida en la que existe un orificio, 
cuando los puntos del infinito de la misma se encuentran en un estado equitensional 
de valor S. Los resultados obtenidos deberán coincidir con los que dan las ecuacio- 


nes (45) cuando bla > 0, p, =0 y ph = —S£. 
La a 
L 
dg 
hd 
(a) (6) 
FiG. 88 


6. Obtener las expresiones de los desplazamientos correspondientes a las ten- 
siones (62) y comprobar que son uniformes. 

7. Expresar en coordenadas cartesianas la función de tensión (a) del $ 33 y 
deducir los valores de 0,, 6,, Tsy, que equivalen a la distribución definida por las 
ecuaciones (66). Demostrar que esos valores tienden a cero cuando la distancia 
al punto de aplicación de la fuerza aumenta en una dirección cualquiera. 


/ 


4501 450 


B | 
Fic. 89 Fic. 90 


8. Demostrar que para el caso particular en que a = 1/2, la función de ten- 
sión (d) del $ 35 satisface la ecuación (69) y estudiar si la distribución (e) de tensiones, 
del mismo párrafo, tiende a la dada por la teoría elemental de la flexión cuando « 
es pequeño. 

9. Demostrar, calculando las fuerzas resultantes, que la distribución tensio- 
nal (e) del $ 35 corresponde a la aplicación de un par M en el vértice de la cuña. 


10. Una fuerza P por unidad de espesor, es aplicada por el canto de un cuchillo 
sobre el fondo de una entalladura de 90%, tal como se indica en la figura 89. Calcular 
las tensiones y la fuerza horizontal transmitida a través del arco AB. 


11. Obtener la expresión de las tensiones gy, existentes en la sección mn que se 
representa en la figura 90. La teoría de las cuñas expuesta en el capítulo presente 
y la de las ménsulas presentada en el capítulo 3 dan distribuciones de tensión dis- 
tintas para la unión rs. Comentar este hecho. 
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12. Determinar cuál es el valor de C en la función de tensión. 
$ = Clr(a — 6) + r?senó cos 0 — r? cos? € tg al 


que satisface las condiciones de contorno existentes en los bordes superior e inferior 
de la placa triangular de la figura 91. Evaluar las componentes 05, Tzy de la tensión en 
la sección vertical mn. "Trazar las curvas para el caso de a = 20% y también, a fin 
de comparar, la correspondiente a la teoría elemental de la flexión de vigas. 


Fic. 91 


13. Encontrar qué valor ha de tomar la constante C' en la función de tensión 
$ = Cr?(cos 29 — cos 2a) 
para que se satisfagan las condiciones 
og =0, Try =SENB= kx 
og =0, Tra = —send = —u 


correspondientes a la aplicación de fuerzas tangenciales uniformes (de dirección la 
que se aleja del vértice) sobre cada uno de los bordes de una cuña. Comprobar que 
sobre el vértice de la cuña no actúa ninguna fuerza concentral ni ningún par. 


14, Obtener una función de tensión del tipo 
azr? cos 30 + b,1? cos Y 
que satisfaga las condiciones 
og = 0, Trg = Ssren0 =a« 
da =0, Trg = —srend= —« 
en las que s es una constante. Representar la distribución de tensiones para valores 
positivos de s. 
15. Obtener una función de tensión del tipo 
ayré cos 49 + boríi cos 28 
que satisfaga las condiciones 
og =0, Trg = sr? en0 =a4 
O, Trg = —sr? end = —«u 
en las que s es una constante. Representar la distribución de tensiones. 


16. Demostrar que la distribución de tensiones 
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se deduce de la función de tensión [véase la ecuación (a) del $ 34] 
A O 2 e 
$ 2 (e + y?) arctg 2y) 
y demostrar que es la solución del problema de la placa semiindefinida representada 


en la figura 92, con los ejes indicados. La carga se extiende indefinidamente hacia 
la izquierda. 


Fic. 92 Fic. 93 


Estudiar el valor de 7,,,: a) cuando nos aproximamos a O a lo largo del eje Ox; 
b) cuando nos aproximamos a O a lo largo del eje Oy (la discordancia es causada 
por la discontinuidad de la carga en O). 


17. Demostrar que la función de tensión 


$ =* E y? log (2? + y?) + zy arctg 2 - y | 


T 
resuelve el problema de la placa semiindefinida representada en la figura 93, en la 
que la fuerza tangencial uniforme se extiende indefinidamente hacia la izquierda. 
Demostrar que o, se hace infinito cuando nos aproximamos a O en una dirección 
cualquiera. (Esto es debido a la discontinuidad de la carga en 0. Se obtiene un valor 
finito cuando la carga decrece de forma continua, valor que depende de la curva 
de variación de la carga en la proximidad de O.) 


18. Por superposición, utilizando los resultados del problema número 16, escri- 
bir las expresiones de 0, 0,, Tzy para el caso en que actúa una presión constante p 
sobre el segmento —a < x < a, del borde rectilíneo de una placa semiindefinida. 
Demostrar que la tensión tangencial es 


= E tary? 
Try a AO A NR 
7 [(2 — a)? + y?ll(x + a)? + y?] 


y examinar cómo varía esta tensión al acercarnos al punto x = 0, y =0 a lo largo: 
a) del borde; b) de la recta x = a. 


Fic. 94 


19. Representar, usando los resultados del problema número 17, la variación 
de o, a lo largo del borde y = 0, en el caso en que una fuerza tangencial uniforme s 
es aplicada sobre el segmento —a < x < a de ese borde. 
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Demostrar que la función de tensión 


20. 
1 sl TU 
E 6 e 29?) arctg 2 + 3 y* log (1? + y”) — ¿ay | 


* == 2ra 
resuelve el problema de la placa semiindefinida de la figura 94, en el que la com- 
presión (que crece linealmente) se extiende indefinidamente hacia la izquierda. 
Demostrar que si en el problema anterior remplazamos la compresión p 


Zl. 


por una fuerza tangencial s la función de tensión se convierte en 


ss E log (2? + y?) + (2*%y — y?) arctg - Sa Soy | 
22. Demostrar que las reparticiones de carga representadas en la figura 95, 
pueden obtenerse por superposición de reparticiones del tipo indicado en la figura 94. 


Fic. 95 


Demostrar que la repartición parabólica representada en la figura 96 viene 


23. 


dada por la función de tensión: 


_ E _ay r?_ [a La 2 (E y 
Pl Zar 8 73 [F+zr+ , Ga? Y da? a 
1 22 | 
+ 3 ab + 20 ( 3 2) 
<= XK 
si Na 
eS] 
: y 
FiG. 96 
para el caso de una compresión y por 
DU 2 — 22 — 3á? 4xy? 
a (a? — 3y? — 30%)a + e ) 


s/Y4 co,2 3,2 2 r* , 2 
E (3a 31? + y?) log mE + 3 ayb +3 


para el de fuerzas tangenciales siendo 
r? = (1 — a)? + y?, ri = (1 +u) + y? 
2:11 


2ay 
= 0, — 9) = arctg.”-” ———— 5 B=0 8. = arc Es 
B , a o y PP 1? — y? — a? 


24. Demostrar que en el problema de la figura 72 existe una tensión de tra- 
ción 0, = 2Plad a lo largo del diámetro vertical, salvo en los puntos A y B. Explicar 
el equilibrio de la porción semicircular ADB, considerando pequeños semicírculos 
alrededor de los puntos A y B, de igual manera que en las figuras 65c y 65d. . 
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25. Comprobar que la función de tensión 


$ = E dyr coso 34 ue plrlogruos0 2 reseng 
T 4 > BEA 
d d? 1 
+ 7 log r — gg (8 — ») 7, cos 0) 


satisface las condiciones de contorno, para el caso en que una fuerza P es aplicada 
en el interior de un orificio existente en una placa indefinida, en la que las tensiones 
son nulas en el infinito. Demostrar que la tensión normal de dirección tangencial 
en todos los puntos del orificio, salvo en el 4 (fig. 97), viene dada por 


LU +A =% cos 8] 


Demostrar que los desplazamientos son uniformes. 


d 


Fic. 97 


26. Deducir del problema precedente, integrando, la tensión existente en la 
periferia del orificio, cuando en su interior actúa una presión fp. Contrastar los re- 
sultados con las ecuaciones (46). 


27. Encontrar la forma general de f(r) en la función de tensión 0f(r) y escribir 
las expresiones de las componentes 0,, 0,, T,g- ¿Puede aplicarse una función tal 
a un anillo cerrado? 


El método fotoelástico 


42. Medida fotoelástica de tensiones. En las placas estudiadas 
en los capítulos anteriores el contorno tenía siempre una forma geomé- 
trica sencilla, lo que permitió obtener la solución analítica del problema. 
S1 el contorno tiene una forma más compleja llegar a tal solución resulta, 
sin embargo, muy difícil por lo que es necesario recurrir a métodos numé- 
ricos (que se estudian en el apéndice) o a métodos experimentales, tales 
como la medida de las deformaciones superficiales mediante extensómetros 
o el método fotoelástico. El fundamento de esta técnica experimental se 
encuentra en el descubrimiento de David Brewster!, de que cuando 
una pieza de vidrio cargada es observada mediante luz polarizada trans- 
mitida a su través, aparece un dibujo brillantemente coloreado causado 
por las tensiones que hay en la pieza. Brewster sugirió que este fenómeno 
podría ser utilizado para medir las tensiones que se presentan en estruc- 
turas tales como puentes de albañilería, estudiando mediante luz pola- 
rizada el comportamiento de modelos de vidrio, sometidos a diversas 
condiciones de carga. Maxwell”, comparó los esquemas fotoelásticos 
con las soluciones analíticas y mucho más tarde la sugerencia de Brewster, 
largo tiempo olvidada, fue adoptada por Wilson? quien aplicó dicho 
método al estudio de las tensiones originadas en una viga por una carga 
concentrada y por Mesnager* en su estudio de los puentes de arco. Más 
tarde E. G. Coker” desarrolló e hizo gran uso del método, utilizando nitro- 


* D. Brewster, Trans. Roy. Soc. (London), 1816, pág. 156. 

= J. Clerk Maxwell, Sci. Papers, vol. 1, pág. 30. 

* C. Wilson, Phil. Mag., vol. 32, pág. 481, 1891. 

* A. Mesnager, Ann. ponts et chanssées, 4.2 trimestre, pág. 129, 1901; y 9.2 serie, vol, 16, 
pág. 135, 1913. 

? Las numerosas publicaciones del profesor Coker se encuentran reunidas en sus trabajos: 
Gen. Elec. Rev., vol, 23, pág. 870, 1920 y Y. Franklin Inst., vol. 199, pág. 289, 1925. Véase 
también el libro de E. G. Coker y L. N. Filon, Photo-elasticity, Cambridge University Press, 
1931. 
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celulosa como material para los modelos. Posteriormente se ha hecho uso 
también de la baquelita y más recientemente de la fosterita!. 

En lo que sigue (donde vamos a hablar solamente del equipo foto- 
elástico más sencillo”), consideraremos la luz ordinaria como un conjunto 
de oscilaciones que se producen en todas las direcciones normales a la 


Db LP M A 


(a) (b) 
Fic. 98 


recta que define geométricamente el rayo luminoso. Por reflexión del 
mismo sobre una placa de vidrio, una de cuyas caras está pintada de negro, 
O por transmisión a través de un polarizador (un prisma de Nicol o una 
lámina de Polaroid) se obtiene un haz de luz polarizada, en mayor o menor 
grado, en el cual predomina la vibración transversal correspondiente a 
una dirección determinada. El plano que contiene esta dirección y la del 
rayo se llama plano de polarización. Este tipo de luz, que en lo que sigue 
elegiremos además monocromática, es la que se utiliza en la investigación 
fotoelástica de las tensiones. 


Y2Qp 
(a) (0) (Cc) 
FiG. 99 


La figura 98a representa el diagrama de un polariscopio plano. El haz 
de luz originado en L pasa a través del polarizador P, a continuación a 
través del modelo transparente M, que modifica la luz de acuerdo con el 
estado tensional en que se encuentra, después a través del analizador 4 
(otro polarizador) llegando finalmente a la pantalla S sobre la cual se 
forman las franjas de interferencia (figs. 100 a 104). 


' M. M. Leven, Proc. Soc. Expl. Stress Analysis, vol. 6, núm. 1, pág. 19, 1948. 

" Un tratamiento más completo puede encontrarse en los libros: Handbook of Experi- 
mental Stress Analysis, 1950; M. M. Frocht, Photoelasticity, 2 vols., 1941 y 1948; y en el libro 
citado en la nota 5. : 
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Sea abcd (fig. 99a) un pequeño elemento de la cara izquierda del mo- 
delo M, en el cual las direcciones de las tensiones principales 0, y 0, se 
toman vertical y horizontal por conveniencia. Un rayo, normal al plano de 
papel, y polarizado en el plano OA (fig. 99) llega desde P. La vibración 
es armónica y puede representarse por la elongación s de dirección OA 


s = aC0s pl (a) 


en la que p es 2x1 veces la frecuencia, que depende del color de la luz, 
y t el tiempo. 

La oscilación (a) contenida en el plano OA puede descomponerse 
en sus componentes según Ox y Oy que serán: 


x= 4C0S a Cos pl, y = a sen a cos pl (b) 


El efecto de las tensiones principales 0. y 0,, que actúan en el punto O 
de la placa, es alterar las velocidades con que las componentes (b) se pro- 
pagan a través de la misma. Llamando v, y v, a las velocidades de propa- 
gación de la luz en los planos Ox y Oy, respectivamente y h al espesor de 
la placa, los tiempos necesarios para que las componentes de la vibración 
la atraviesen serán: 


h e 
hi = E to = » : (c) 


Por lo tanto las oscilaciones (b) después de haber atravesado la placa 
vendrán expresadas por las ecuaciones: 


1 = 4 C08 a cos pl! — ty), y1 = asen a Cos p(t — ta) (d) 


lo que indica que al abandonar la placa existe una diferencia de fase entre 
las dos componentes que viene dada por .1 = plt» — t,). Experimental- 
mente se ha encontrado que para un determinado material, a una tem- 
peratura dada, y con luz de una cierta logtgitud de onda la diferencia de 
fase es proporcional a la diferencia engre- las tensiones principales y al 
espesor de la placa. Tal proporcionalidad es expresada por la siguiente 
ecuación: 


2) 
A ==> Clos — 0) (e) 


en la que 1 es la longitud de onda (en el vacío) y C la constante fotoelástica, 
que se determina experimentalmente y que depende de la longitud de 
onda de la luz así como del material y de la temperatura a la que éste se 
encuentra. ; 

El analizador 4 transmite solamente las vibraciones o las componentes 
de las mismas que se encuentran en su plano de polarización. Si este 
plano es normal al del polarizador' y quitamos el modelo, el analizador A 


1 Se dice entonces que polarizador y analizador están «cruzados». 
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no dejará pasar ninguna luz a la pantalla. Consideremos ahora lo que pasa 
cuando el modelo está presente. Las componentes (d) a su llegada al ana- 
lizador vendrán expresadas por las ecuaciones 


Ta = 0. COS au COS y, Ya = Aasena cos (Y — A) ($) 


ya que la diferencia de fase 4 se conserva en el camino de M a A. Aquí 
y es igual a pt más una constante. 

Las componentes de las vibraciones (f) que son transmitidas por el 
analizador (cuyo plano de polarización es representado por mn en la 
fig. 99a) serán la proyección de las mismas sobre la dirección Om, cuyo 
valor es: 


Ts sen a = <a sen 2a cos y, —Y2 COS a = —3a sen 2a cos (y — A) 


y la vibración resultante según mn será 


1 A A 
50 sen 2a [cos y — cos (Y — A)] = —a sen 2a sen 5 sen | y — 3 
El factor sen (y — 4/2) de la misma representa una función armónica del 
tiempo cuya amplitud es: 
] A 
a sen Za sen +5 (g) 


2 


Se sigue de esta expresión, que la luz llegará a la pantalla a menos que sen 
2a=0 6 sen 4/2 = 0. Centrándonos en el primer caso, el hecho de 
que sen 2a = 0 indica que las direcciones de las tensiones principales son 
paralelas (perpendiculares) a las direcciones de polarización de P y A. 
Los rayos que pasen por tales puntos de M se extinguirán y los puntos 
correspondientes de la pantalla S aparecerán en negro. Estos puntos se 
encuentran generalmente en una o más curvas indicadas por líneas oscuras 
en S. Tales curvas se llaman «isoclinas». Trazando en numerosos puntos 
de ellas pequeños segmentos paralelos a los ejes de P y A tendremos regis- 
tradas las direcciones de las tensiones principales en esos. puntos. Dando 
distintas orientaciones a P y A (que se mantienen cruzados) obtendremos 
nuevas isoclinas y los segmentos indicadores de las direcciones principales 
cubrirán el campo tensional (igual que hacen las limaduras de hierro en 
el campo de un imán), siendo entonces posible trazar curvas tangentes en 
cada punto a los ejes principales de las tensiones. Tales curvas reciben 
el nombre de «isostáticas». 

El otro caso en que se produce oscuridad en un punto es cuando en 
él sen 1/2 = 0. Entonces 4 = 2nx siendo n =0, 1, 2, ... Cuando 4=0 
las tensiones principales son iguales y los puntos dea eso ocurre se 
llaman puntos isótropos. Cuando n = 1 tenemos una franja de primer 
orden, para n = 2 una franja de segundo orden, etc., recibiendo todas 
estas líneas el nombre de isocromáticas por presentarse, cuando se utiliza 
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luz blanca, como bandas coloreadas. De la ecuación (e) se deduce que el 
valor de 0, — 0, es doble para una isocromática de segundo orden que 
para una de primero, triple para una de tercer orden, etc. En consecuencia, 
para evaluar la diferencia entre las tensiones principales, es necesario 
conocer tanto el orden de la isocromática como la diferencia correspondiente 
a la isocromática de primer orden llamada valor de franja. 

El valor de franja para un cierto material puede determinarse ensa- 
yando a tracción una lámina rectangular del mismo. Puesto que el estado 
tensional que se obtiene es uniforme toda la pieza se presentará igual- 
mente iluminada. Para una carga nula, la imagen que se obtiene en la 
pantalla será oscura, iluminándose al aumentar la carga hasta que vuelve 
a oscurecerse cuando la diferencia de tensiones (igual aquí a la tracción 
aplicada) se aproxima al valor de franja. Un aumento ulterior de la carga 


FiG. 100 


vuelve a iluminar la imagen hasta que para una tensión igual al doble del 
valor de franja vuelve a oscurecerse, repitiéndose sucesivamente este pro- 
ceso de iluminación y oscurecimiento si seguimos aumentando la carga. 

Estos mismos ciclos se darán en un punto cualquiera de un campo 
tensional no uniforme al aumentar la carga, supuesto que la diferencia 
de tensiones en el punto llegue a ser un múltiplo del valor de franja. A 
estos ciclos de un punto individual corresponde, visto el campo tensional 
en su totalidad, el movimiento gradual de las franjas (incluyendo la entrada 
de otras nuevas) al aumentar la carga. En consecuencia, el orden de las 
isocromáticas puede determinarse observando su movimiento y contán- 
dolas. 

Una placa estrecha, por ejemplo, sometida a flexión simple dará el 
conjunto de isocromáticas que se reproduce en la figura 100, indicando 
las franjas paralelas que en todas las secciones verticales, alejadas de los 
puntos de aplicación de las cargas, la distribución de tensiones es la misma. 
Si observamos la imagen de la pantalla mientras aumentamos gradual- 
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mente la carga observaremos que aparecen nuevas isocromáticas en los 
bordes longitudinales de la pieza que se mueven hacia el eje neutro, de 
manera que se van espesando cada vez más. En el eje neutro se presenta, 
naturalmente, la isocromática de orden cero (n = 0). 


43. Polariscopio circular. Hemos visto que, para un determinado 
ángulo, el polariscopio plano muestra junto con las isocromáticas las 
isoclinas correspondientes a ese ángulo. En la figura 100, por lo tanto, 
debieran aparecer en negro todos aquellos puntos en los que las direc- 
ciones de las tensiones principales coinciden con las orientaciones de 
polarizador y analizador. La figura 100 fue obtenida en realidad con un 
polariscopio circular, el cual es una modificación del polariscopio plano 
diseñada con el fin de eliminar las isoclinas'. Su esquema es el mostrado 
en la figura 98b, y corresponde al de la figura 98a, sin más que añadir 
las dos láminas cuarto de onda Op y O4. Una lámina cuarto de onda es una 
placa cristalina, con dos ejes de polarización, que afecta a la luz de igual 
forma que un modelo en estado tensional uniforme, introduciendo una 
diferencia de fase 4, dada por (f), pero cuyo espesor es tal que 4 = 2/2. 
Usando las ecuaciones (f) con ese valor de 4 y eligiendo para a, ángulo 
formado por el plano de polarización de P y uno de los ejes de Op, el 
valor de 45%, obtenemos las siguientes expresiones para las componentes 
de la luz que sale de Op». 


a. po E e A i 
aa een Ya 7 (y a) Y (h) 


Aquí xa' corresponde al eje «rápido» de la lámina cuarto de onda. La elon- 
gación expresada por estas ecuaciones (en las que y es de la forma pt + 
+ constante para un punto cualquiera del rayo luminoso) corresponde 
a un movimiento circular, por lo que una luz tal se dice que está circular- 
mente polarizada. 

Llamando f$ al ángulo formado por xa” y la dirección de o, en el mo- 
delo (fig. 99b), 4 a la diferencia de fase producida por el elemento so- 
metido a tensión y habida cuenta de que las componentes (kh) corres- 
ponden a los ejes de polarización de Op, tendremos las expresiones si- 
guientes para las componentes de la luz, producidas por x,”, que salen 
del modelo. 


lg = LL cos B cos y, Ya = L sen 8 cos (y — A) (2) 
v2 


vV2 


' Si se gira el polarizador y el analizador, manteniéndolos cruzados, las isocromáticas 
se mantendrán estacionarias mientras que las isoclinas se moverán. Si tal rotación se realiza 
rápidamente, las isoclinas dejarán de verse. Este mismo efecto es el conseguido por el polaris- 
copio circular por métodos puramente ópticos. 
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y para las componentes debidas a ya 


Li = — L_ sen B sen y, L_ cos f sen (Y — A) (7) 


Ys == 

V2 “72 

Sumando las componentes de las ecuaciones (2) y (7) tenemos para la luz 
que sale del modelo 


Za = —.Co0s y”, Ya = —zsen (y"” — A) (%) 


donde y” = y + f. 

Antes de examinar la influencia de O, y A conviene representar las 
ecuaciones (R) como superposición de dos movimientos circulares. Lla- 
mando y” a y” —(4/2) y ba aly/2 las ecuaciones (k) toman la forma 


xs = b.cos (y “e 5) 


Ya = sen ás -5) 


que representa, en la figura 99b (en la que el rayo normal al papel entra 
en él), la superposición de un movimiento circular de radio b cos (4/2) y 
sentido el de las agujas del reloj y otro de radio b sen (4/2) y sentido con- 
trario al de las agujas del reloj. | 

Podemos ahora demostrar que si el eje de polarización de A forma 
450 con los de O, uno de estos movimientos circulares es transmitido 
hasta la pantalla S, mientras que el otro es interceptado consiguiéndose 
así el resultado que buscamos de eliminación de las isoclinas. Las compo- 
nentes xz e ya de las ecuaciones (1) y (m) tienen las direcciones de las ten- 
siones principales del modelo. Un cambio de los ejes del movimiento cir- 
cular no hace más que alterar el ángulo de fase y” en una constante. En 
consecuencia el movimiento circular puede ser expresado empleando los 
ejes de O, mediante las componentes 


b (cos $ cos y” — sen S sen v) (1) 


td 


A A 
b (cos y Sen Y” — sen 5 Cos % (m) 


Ta = C.COS y, Ya = Cseny (n) 


en las que y tiene de nuevo la forma pt + cte. Identificando x con el eje 
«rápido» de O , tendremos que a la salida de esta lámina cuarto de onda 


T 
Ti = C COS y, Ys = osen (| ” 5) = —C Cos y (0) 


donde y ha cambiado de nuevo en una constante. Si colocamos ahora el 
analizador de forma que su eje forme con Ox, y Oy, un ángulo de 450 
(fig. 99c) la resultante de las componentes (0) a lo largo de él será 


c cos 45 cos y — ecos 457 cos y 
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lo cual es cero, con lo que el movimiento circular de sentido, el de las 
agujas del reloj, es interceptado. 

Considerando de la misma manera la parte de las ecuaciones (1) y 
(m) correspondientes al movimiento de sentido contrario al de las agujas 
del reloj, es decir, 


xt = —csen y, Y = —C Cos y (n/) 
tendremos que la elongación transmitida por el eje del analizador es: 
—c cos 45” sen y — c cos 45” sen y 
siendo su amplitud 


v2c 0 V2 bsen 5 O asen £ 


£ 
dal 


(p) 


si recordamos que bh es a/14/2 y que a es la amplitud a la salida del pola- 
rizador. Comparando este resultado con el (g) del polariscopio plano ob- 
servamos que el factor sen 2a está ausente, con lo que sobre la pantalla 
aparecerán las isocromáticas pero no las isoclinas. En este estudio no se 
ha tenido en cuenta la absorción de luz por el aparato. 

Si 4 es cero también lo es la amplitud (p), lo que quiere decir que 
si no hay modelo o si éste no está cargado, la pantalla aparecerá en negro. 
“Tenemos entonces instalado el instrumento para la observación en campo 


Fic. 101 
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oscuro. Si giramos el analizador 90% respecto a O, lo tendremos, por el 
contrario, instalado para la observación en campo iluminado, en la que 
aparecen como franjas iluminadas las que antes se presentaban en negro. 
Este mismo efecto se consigue en el polariscopio plano colocando parale- 
lamente, en lugar de normalmente, los ejes de polarizador y analizador. 


44. Ejemplos de determinación fotoelástica de las tensiones. 
La aplicación del método fotoelástico ha permitido obtener resultados de 
suma importancia en el estudio de las concentraciones de tensiones que 


Fic. 102 


Fic. 103 


aparecen en el contorno de los orificios y ángulos entrantes. En tales casos 
la tensión máxima se produce en el borde, y como una de las tensiones 
principales se anula en el contorno libre, aquélla puede obtenerse directa- 
mente por el método óptico. 
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La figura 101 muestra la distribución de isocromáticas para una barra 
curva!, flectada por los pares MM, cuyo diámetro exterior es tres veces el 
interior. El orden de las isocromáticas marcado en el extremo derecho 
de la pieza, presenta un máximo de valor 9 en la parte superior e inferior 
de la barra y el regular espaciado de las mismas, en esta zona, corresponde 


a la distribución lineal de las tensiones flectoras. El orden de las isocro- 
máticas, marcado en el extremo superior, muestra la distribución tensio- 
nal en la parte curva de la barra (el modelo completo se continúa por 
encima de este extremo superior, que es su eje de simetría), indicando la 
existencia de una tensión de compresión en el borde interior igual a 13,5 
en valor relativo y de una tracción en el borde exterior igual a 6,7. Estos 
valores concuerdan muy bien, proporcionalmente, con los resultados teóri- 
cos «exactos» dados en la última línea de la tabla del $ 27. 

Las figuras 102 y 103 se refieren al caso de una viga flectada bajo la 
acción de una carga concentrada que se aplica en su punto medio”. La 
mayor densidad de franjas oscuras indica tensiones elevadas en la pro- 
ximidad del punto de aplicación de la carga. El número de franjas que 
atraviesan las secciones transversales decrece desde el centro hacia los 
extremos de la pieza, a consecuencia de la correspondiente disminución 
del momento flector. 

La figura 104 representa la distribución de tensiones en una placa 
de dos anchuras diferentes, sometida a una tracción axial e indica que la 
máxima tensión aparece en la terminación de la transición entre las partes 
de distinta sección. La relación de la tensión máxima a la tensión media en 


' E. E. Weibel, Trans. A.S.M.E., vol. 56, pág. 637, 1934. 
2 M. M. Frocht, Trans. A.S.M.E., vol. 53, 1931. 


Factor de concentración de esfuerzos 
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Factores de concentración de esfuerzos 
Tensión 


o-D/d=3 
o0-D/d =1.5 


la E 


IAN] 
TA 
CL e 
CAEN 


0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 
Relación R/d 


Fic. 105 


Fic. 106 
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la sección más estrecha de la placa, es llamada factor de concentración de 
tensiones. Su valor depende de la relación del radio R, de la curva de tran- 
sición al ancho, d, de la placa en su parte más angosta. La figura 105 con- 
tiene diversos valores del factor de concentración obtenidos experimen- 
talmente' y muestra que la tensión máxima aumenta rápidamente al dis- 
minuir la relación R/d, de forma que cuando R/d = 0,1, la tensión máxima 
supera al doble de la tensión media. La figura 106 representa la misma 
placa sometida a la acción de un par de fuerzas aplicado en su extremo y 
en el plano medio de la placa, y en la figura 107 se consignan los valores del 
factor de concentración para este caso. 


45. Determinación de las tensiones principales. El polaris- 
copio corriente, que hemos estudiado, determina solamente la dirección 
de las tensiones principales y su diferencia. Cuando se desean conocer las 


Factores de concentración de tensiones 
Curvatura pura 


Factor de concentración de tensiones 


0 0,] 0,2 0,3 04 0,5 0,6 
Relación R/d 
Fic. 107 ' 


tensiones principales, en el interior del modelo o en zonas del contorno 
sobre las que actúa una carga desconocida, es preciso acudir bien al cálculo, 
bien a la realización de otras medidas. Para la ejecución de uno u otro se 
han propuesto y utilizado muchos métodos, de algunos de los cuales se 
va a hacer una breve descripción”. 

La suma de las tensiones principales puede determinarse midiendo 
los cambios de espesor de la placa? como se deduce de la relación: 


E e (as + aj (a) 


l Véase el trabajo citado de Weibel. 
Para mayor información véanse las referencias de la nota. 
E 


2 
3 Este método fue sugerido por Mesnager, loc. cit. 
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En consecuencia, en todo punto donde deseemos determinar las tensiones 
podremos evaluar o, + 0, realizando la medida de Ah, para cuya ejecu- 
ción se han desarrollado diversos tipos de extensómetros!. Asimismo, 
podemos realizar tal medida fotografiando las franjas de interferencia que 
se obtienen al aplicar el modelo sobre un espejo plano. Tales franjas son 
causadas por la lámina de aire de espesor variable, que sigue las variacio- 
nes de espesor del modelo, contenida entre modelo y espejo. 

De otra parte, la suma de las tensiones principales cumple una ecua- 
ción diferencial [ecuación (b) del $ 16] que es también satisfecha por la 
deflexión de una membrana, una película de jabón por ejemplo, unifor- 
memente estirada, de forma que si hacemos corresponder los valores de 
contorno, la deflexión representa 0, + 0, según una cierta escala? En 
muchos casos los valores en el contorno de o, + 0, pueden ser determi- 
nados mediante los diagramas fotoelásticos. Estos métodos permiten de- 
terminar 0, — 0, solamente, pero en un borde libre una de las tensiones 
G,, por ejemplo, se anula por lo que 0, — 0, y 0, + 0, valen lo mismo. 
Asimismo, si en un punto del contorno es aplicada una carga normal cono- 
cida, esta carga constituye una de las tensiones principales por lo que la 
medida fotoelástica de la diferencia de las mismas basta para determinar su 
suma. La misma ecuación diferencial es satisfecha por la distribución de 
potencial eléctrico en el flujo de corriente a través de una placa, lo que 
puede ser el fundamento de un método eléctrico de determinación de las 
tensiones?. Asimismo las tensiones principales pueden ser también deter- 
minadas mediante métodos puramente fotoelásticos haciendo uso de ins- 
trumentos más elaborados que los descritos en los $$ 42 y 43. Como alter- 
nativa a estos procedimientos experimentales se han desarrollado métodos 
numéricos que son estudiados en el apéndice. 


46. Fotoelasticidad tridimensional. Los modelos usados en los 
ensayos fotoelásticos ordinarios son cargados a la temperatura ambiente 
y son elásticos, de forma que los esquemas ópticos desaparecen al retirar 
la carga. De otra parte, puesto que la luz ha de atravesar todo el espesor 
del modelo, la interpretación de los esquemas fotoelásticos es posible 
solamente cuando el modelo se encuentra en un estado tensional plano 
(las tensiones, entonces, son casi constantes a través del espesor). Si éste 
no es el caso, como en una distribución de tensiones tridimensionales, el 
efecto Óptico es la integral del estado tensional a lo largo del camino re- 
corrido por el rayo?. 

Estas dificultades han sido resueltas mediante un método basado en 


' Véase M. M. Frocht, Photoelasticity, vol. 2. 

=J. P. Den Hartog, Z. angew. Math. Mech., vol. 11, pág. 156, 1931. 

* Véase R. D. Mindlin, Y. Applied Phys., vol. 10, pág. 282, 1931. 

' Véase el trabajo de D. C. Drucker en el Handbook of Experimental Stress Analysis, donde 
viene un estudio completo sobre la fotoelasticidad tridimensional. 
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las observaciones de Brewster y Clerk Maxwell! de que los materiales 
gelatinosos, tales como el colapes (isimglass), secados bajo carga, conservan 
los esquemas fotoelásticos al ser descargados. Asimismo se ha encontrado 
que resinas tales como la baquelita y la fosterita, cargadas estando calientes, 
poseen la misma propiedad al ser descargadas. La explicación” se encuen- 
tra en que la estructura de estos materiales consta de un esqueleto elástico 


Fic. 108 


fuerte (una malla molecular) rellenada por una masa de moléculas poco 
ligadas que se fluidiza al calentar. Cuando el modelo caliente es cargado, 
el esqueleto elástico es el que sostiene la carga. Al enfriar el modelo la masa 
«semilíquida» se «congela» haciendo que el esqueleto conserve la defor- 
mación al descargar el modelo. El efecto óptico se conserva, en conse- 
cuencia, y no es alterado al cortar la pieza en trozos. Un modelo tridi- 
mensional puede ser cortado en rebanadas, cada una de las cuales puede 
ser estudiada con el polariscopio. El estado tensional en tales rebanadas no 
es plano, pero se sabe que las componentes de la tensión T+z, Tyz Y 02 NO 
afectan al rayo de dirección z, normal a la lámina. La figura 108 muestra 
la repartición de franjas obtenida en la rebanada central de un eje redondo 
(de fosterita) en el que existe una muesca hiperbólica?. La tensión máxima 
deducida de este diagrama fotoelástico, difiere del valor teórico en un 


' J. Clerk Maxwell, Sci. Papers, vol. 1, pág. 30. 
2 M. Hetényi, Y. Applied Phys., vol. 10, pág. 295, 1939. 
* Leven, loc. cit. 
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Tuerca con borde 
cónico 


¡ 2,10 


Tuerca convencional 


FiG. 109 


263%. La figura 109 representa las franjas obtenidas sobre un modelo 
(de baquelita) de una unión por pasador y tuerca'. La tuerca inferior es del 
tipo convencional. La superior de borde cónico muestra una menor con- 
centración de tensiones que la convencional. 


' M. Hetényi, Y. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), vol. 10, pág. A-93, 1943. Resul- 
tados correspondientes a otros tipos de tuercas pueden encontrarse en este trabajo. 


6 


Métodos elasto-energéticos 


47. Energía potencial elástica. Cuando una barra uniforme es 
sometida a una tracción, las fuerzas que actúan sobre sus extremos reali- 
zan una cierta cantidad de trabajo al estirarla. Si sobre el elemento de 
la figura 110, actúa solamente la tensión normal o, la fuerza y extensión 


O,dyadz 
dy dx A 
A, 
Ó Z Ex TX 
(a) (b) 
Fic. 110 


correspondientes serán o0,dydz y €,dx. La relación existente entre estas 
dos cantidades es la representada por una recta tal como la OA de la 
figura 110b, y el trabajo hecho durante la deformación viene dado por el 
área 1(odydz) (Ez dx) del triángulo OAB. Llamando dV a este trabajo 


tendremos: 
dV = jo,e, dí dy dz (a) 


siendo evidente que este mismo trabajo es realizado sobre todos los ele- 
mentos de la barra suponiendo que el volumen de todos ellos sea el mismo. 
Sentado esto, surge la pregunta siguiente: ¿en qué tipo de energía se 
convierte este trabajo ? 

En el caso de un gas, la compresión adiabática del mismo eleva su 
temperatura. Si es una barra de acero lo que comprimimos adiabática- 
mente, la temperatura se eleva también aunque en pequeña cantidad. El 
calor correspondiente, sin embargo, representa solamente una pequení- 
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sima fracción del trabajo realizado por las fuerzas de compresión!; fracción 
ésta tan pequeña, que a efectos prácticos puede ser despreciada. En conse- 
cuencia, podemos aceptar que el trabajo realizado no se emplea en la 
generación de calor, siendo todo él almacenado en el elemento en forma 
de la llamada energía de deformación o energía potencial elástica. Se supone 
que el elemento sigue siendo elástico y que no es generada energía cinética. 

Las mismas consideraciones se aplican cuando sobre el elemento ac- 
túan las seis componentes de la tensión 0,, 0,, Oz, Tzy, Tr, Tre (Li 3). 
La conservación de la energía requiere que el trabajo realizado no dependa 
del orden en que se apliquen las fuerzas, sino sólo de su magnitud final. 
De no ser así, al cargar siguiendo un cierto orden y descargar siguiendo 
otro orden, al que corresponde un trabajo mayor, obtendríamos una energía 
libre neta después de hacer recorrer al elemento un ciclo completo. 

El cálculo del trabajo realizado, es más sencillo si las fuerzas o ten- 
siones aumentan todas simultáneamente con igual velocidad. Entonces, 
la relación entre cada fuerza y el desplazamiento correspondiente sigue 
siendo lineal como en la figura 110b, de forma que el trabajo realizado por 
todas esas fuerzas será: 


dV = Vo dz dy dz (b) 
donde 
Vo = (072 + 0y€y $ 0: E TayYay E TysYua E TarYaz) (c) 
es la energía de deformación correspondiente a la unidad de volumen. 


En la discusión precedente se consideró que las tensiones eran las mismas en 
las caras opuestas del elemento y que no existían fuerzas másicas. Estudiemos ahora 
el trabajo hecho sobre el elemento, cuando las tensiones varían a través del cuerpo 
y las fuerzas másicas no son nulas. Considerando la fuerza 0,d,d, que actúa sobre 
la cara 1 del elemento de la figura 110a, el trabajo que realiza al desplazarse el des- 
plazamiento u será l(0,u),d,d., donde el subíndice 1 indica que las funciones o, y u 
deben ser evaluadas en el punto 1. De igual forma, la fuerza 0,d,d, que actúa sobre 
la cara 2 realiza el trabajo —¿(0,W)ad,d., siendo el trabajo total para las dos caras 


3[(ezu)1 — (rzu)2] dy dz 
que en el límite es: 


la 
E (a,4) de dy de (d) 


Calculando ahora el trabajo realizado por las tensiones tangenciales 7, y T7. sobre 
las caras 1 y 2 y sumándolo a (d), tendremos la siguiente expresión para el trabajo 
hecho sobre esas dos caras por las tres componentes de la tensión: 


1 
2 Z (ou "E TzxyU + TgZ0) dx dy dz 


' De no ser así habría una diferencia sustancial entre los módulos elásticos adiabáticos 
e isotermos cuando en la realidad tal diferencia es muy pequeña. Véase G. F. C. Searle, Ex- 
perimental Elasticity, capítulo 1. 
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donde v y wv son las componentes del desplazamiento en la direcciones y y 5. Ll tra- 
bajo realizado sobre los otros dos pares de caras puede hallarse de igual manera, 
encontrándose para el trabajo total hecho por las tensiones sobre las caras la siguiente 
expresión: 
1f9 e) 
3 loz (o2U + T2yU + 7220) + 9y (ay0 + Ty20 + T7yu) 
d 
+ e (¿0 + 724 + ras) | dx dy dz (e) 


El trabajo realizado por las fuerzas másicas será: 


(Xu + Yu + Zw) dz dy dz (1) 
y el trabajo total será la suma de (e) y (f) que diferenciando (e) queda así: 
1 Qu CU Cu "dv uN, ó0w , 00 
==" |Er” sz — 0; > + 0 E E e E To Tyz 2 E 
Z COX Cy OZ Óx Oy (24 02 
A en a A 2 
) O, CT; Ms 
des pS + OT ) Lt ( ES L - 7) 4 OT zz a x) 
Oz OX Ox Cy z 
ES 005 ne Cruz A DTO Ab y) Lo ( COz CT re C Tuyz - 2) dx dy dz 
dy Oz OX 0z Ox Oy 


Observando que las cantidades que multiplican a las componentes de la tensión 
son Ex, ..» Yzy =»» [ecuaciones (2)] y dado que los paréntesis que afectan a u, Y Y 1 
son nulos, como veremos en las ecuaciones (127) del $ 76, resulta que el valor total 
del trabajo realizado sobre el elemento viene dado por (b) y (c). Estas fórmulas 
siguen, pues, siendo válidas aun cuando el estado tensional no sea uniforme y no 
se consideren nulas las fuerzas másicas. 


Mediante la ley de Hooke, ecuaciones (3) y (6), podemos expresar 
V.,, que viene dado por la ecuación (c), en función de las tensiones sola- 


mente. Entonces 
V, = E (0,2 + 0, + 0% — 7 (0,0, + 040: + 0,05) 


l 
e E ray" + Tys* ER Ta) (84) 


Alternativamente, podemos usar las ecuaciones (11) y expresar V, en 
función de las deformaciones. Resulta: 


V, = fre? + Glez? + e + €) + 36 (Ya? + Yue? + Vaz?) (85) 
siendo E, 
e = €, + €y + €, e 
De la expresión (85), se deduce fácilmente que V, es siempre positivo. 


Como puede mostrarse fácilmente usando la ecuación (85), la deri- 
vada de V, respecto a cualquier componente de la deformación, es igual 
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a la componente correspondiente de la tensión. Tomando por lo tanto la 
derivada respecto a €, y usando la ecuación (11) se obtiene 


oV, 


= Me uE 2Gez = Uiz (9) 
D€z 


En el caso de un estado tensional plano 0. = Tr. = Ty = 0 y de (84) 
resulta: 


+ 0y a q, 00 + EZ Tar (86) 


7 
dis 2G 


> (0, 


La energía potencial elástica total Y de un cuerpo deformado, se ob- 
tiene integrando la energía de deformación por unidad de volumen V.,: 


V = S55Vo dx dy dz (87) 


Representa el trabajo total realizado durante el proceso de carga contra 
las fuerzas interiores. Si imaginamos que el cuerpo consta de un gran 
número de partículas unidas entre sí por resortes, Y representaría el 
trabajo realizado para estirar y contraer tales resortes. Usando las ecuacio- 
nes (84) u (85) podemos expresarlo en función de las componentes de la 
tensión o de la deformación, como veremos en las aplicaciones que se des- 
arrollan a continuación. | 


La cantidad de energía potencial elástica almacenada por unidad de volumen, 
es usada a veces como base para determinar la tensión límite a la cual se produce 
la rotura *. Cón el objeto de armonizar tal criterio con el hecho de que los materiales 
isótropos son capaces de soportar grandes presiones hidrostáticas sin ceder, se ha 
propuesto considerar dividida en dos partes la energía de deformación: una, la corres- 
pondiente al cambio de volumen, y la otra, que sería debida a la deformación, y que 
es la única que se toma en cuenta para determinar la resistencia ? 

Como lo expresa la ecuación (8), la modificación de volumen es proporcional 
a la suma de las tres componentes normales de la tensión, de manera que si esta 
suma es cero, la deformación es tal que el volumen no cambia. Cada una de dichas 
componentes puede ser, a su vez, dividida en dos sumandos 


02 =0% +P, dy =0y +, 0% =0/+Pp 
en las cuales 


p=3 (0%. +0, +0) = 30 (h) 


es decir, que 


"Hoy +0 =0 


de manera que, según se ha expresado, la solicitación 0,”, 0,', 02 producirá única- 
mente una distorsión y la variación de volumen dependerá solamente * de la tracción 


' En el libro de S. Timoshenko, Strength of Materials, vol. 2, se estudian las diversas 
teorías de la resistencia. 

? M. T. Huber, Czasopismo technizne, Lwóv, 1904. Véase también R. V. Mises, Gúttingen 
Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1913, pág. 582, y F. Schleicher, Z. angew. Math. Mech., 
vol. 5, pág. 199, 1925. 

* Las componentes tangenciales de la tensión Tawy Tyzy Trz producen deformaciones tan- 
genciales pero no alteran el volumen. 
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uniforme p. De la ecuación (8), resulta que la parte de la energía total que corres- 
ponde al cambio de volumen es: 


3(1 -2 . 1-2 ; 
2 ZA pr GO (0 oy 09) (2) 


Restando esta expresión de la (84) y usando la identidad 
070, Y 0407 + 0207 = —3[(07 => dy)? + (9, — 02)? + (0: — 02)?] + (02? + 0y? +02?) 
podemos expresar la parte de energía total debida a la distorsión bajo la forma: 


== Ex Ae (07 + 0y +02)? = L [(0z — 9y)? + (ay — 0)* 


+ (7, > dx) 2] + 50 (rey* + Tur? + Fyx?) (88) 


En el caso de una tracción simple de dirección x, tan sólo o, es distinta de cero 
y la energía de deformación que corresponde a la distorsión resulta entonces, de 


3E 


cortante aplicada, por ejemplo, a los planos xz e yz, Tzy es la única tensión diferente 


* Pay. Admitiendo 


acuerdo con la fórmula (88) o... En el caso de una solicitación de esfuerzo 


1 
2G 
como cierto que para cualquier sistema de tensiones la rotura ocurre cuando la 
energía de deformación correspondiente a la distorsión alcanza un cierto límite 
(característico de cada material), la relación entre el valor crítico para el caso de una 
tensión de tracción sola y para el de una tensión tangencial también sola se obtiene 
mediante la ecuación 


de cero y la energía correspondiente a la distorsión es 


.. E 
rc 


de donde resulta 


1 
Tay TT A 0,55705% (7) 


V3 


Para el caso del acero los experimentos muestran ' que la relación entre los límites 
de fluidez registrados para tracción y esfuerzo cortante, concuerda muy bien con 
la dada por (7). 

De la consideración de la energía potencial elástica, se deduce .que el principio 
de Saint-Venant es una consecuencia de la conservación de la energía ”. De acuerdo 
con tal principio, dos distribuciones de carga diferentes con igual resultante, que 
actúen sobre una pequeña parte de un sólido elástico, producen el mismo estado 
tensional, salvo en los puntos próximos a los de aplicación de la carga. Si una de 
estas distribuciones es cambiada de signo y combinada con la otra las tensiones 
resultantes serán, pues, nulas salvo en los puntos citados. Las cargas combinadas 
se equilibran y el principio en cuestión es, de hecho, equivalente a la afirmación de 
que una distribución de fuerzas de resultante nula, que actúe sobre una pequeña 
parte de un sólido elástico, produce solamente tensiones locales. 


l Véase los trabajos de W. Lode, Z. Physik, vol. 36, pág. 913, 1926, y Forschungsarbeiten, 
núm. 303, Berlín, 1928. 

2 J. N. Goodier, Phil. Mag., serie 7, vol. 24, pág. 235, 1937, Y. Applied Phys., vol. 13, 
pág. 167, 1942. 
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Una distribución tal realiza un trabajo durante su aplicación puesto que se 
produce una deformación de la región cargada. Fijemos en posición y orientación 
un elemento de superficie de esta región; si p indica el orden de magnitud (por ejem- 
plo, el valor medio) de la fuerza por unidad de área y a es una dimensión lineal 
representativa (por ejemplo, el diámetro) de la zona cargada, las componentes de 
la deformación son del orden de (p/E) y los desplazamientos de la parte cargada 
del orden de pa/E. El trabajo realizado es, entonces, del orden de pa? - paJE = p?a*/E. 
Puesto que de otra parte, componentes de la tensión de orden p implican una energía 
potencial cuyo valor por unidad de volumen es del orden de p?/E, se deduce que 
el trabajo realizado se extiende solamente a un volumen del orden de a?, lo que 
concuerda con el enunciado del principio de Saint-Venant. 

En lo dicho se ha supuesto que el cuerpo era de forma rígida que obedecía a la ley 
de Hooke. Esta última restricción puede ser salvada haciendo que E represente 
a la pendiente de la curva tensión-deformación del material. Si, por el contrario, 
el cuerpo no es de forma rígida, como ocurre, por ejemplo, con una viga muy delgada 
o con una fina membrana cilíndrica, la aplicación de una distribución equilibrada 
de fuerzas puede dejarse sentir a distancias superiores a varias veces el espesor 
o el diámetro. 

La discusión anterior puede ser repetida sin cambios para el caso de una carga 
de resultante no nula, siempre que exista un elemento de superficie fijo dentro de 
o próximo a la parte cargada. Por tanto, si un material deformable está pegado a 
uno rígido, la presión aplicada a una pequeña parte del primero, próxima al empalme, 
producirá solamente tensiones locales '. 


48. Principio de los trabajos virtuales. El principio de los tra- 
bajos virtuales se emplea, con ventaja, en la solución de diversos problemas 
de elasticidad. Para el caso de una partícula, dicho principio establece 
que si un punto material, sometido a un conjunto de fuerzas, se encuentra 
en equilibrio, el trabajo total de esas fuerzas es nulo en toda traslación vir- 
tual. Se considera como traslación virtual de una partícula que puede mo- 
verse libremente en cualquier dirección, todo desplazamiento infinitesimal 
de la misma. Si du, dv, 0w son las componentes de una traslación virtual 
en las direcciones x, y, z, respectivamente, y XX, XY, XZ, las sumas de 
las proyecciones de las fuerzas en las mismas direcciones, el principio 
de los trabajos virtuales permite escribir las siguientes ecuaciones: 


du EX =0, dv ZY =0, ów EZ =0 
ecuaciones que quedan satisfechas para cualquier traslación virtual si se 
verifica: 
EX =0, Y =0, 22 =0 
Llegamos, así, a las conocidas ecuaciones del equilibrio del punto-masa. 
Al aplicar el principio de los trabajos virtuales, las fuerzas que actúan 
se consideran como constantes durante una traslación virtual y si alguna 


de las fuerzas, que obran en un punto dado, fuese una reacción elástica, 
por ejemplo, la reacción de una barra en el caso de la articulación de una 


' Goodier, Y. Applied Phys., loc. cit. 
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viga de celosía, admitiremos que los desplazamientos virtuales son tan 
pequeños, como para que la variación de su intensidad o dirección pueda 
ser despreciada. 

Un cuerpo elástico, en reposo bajo la acción de fuerzas de superficie 
y másicas, constituye un conjunto de partículas, cada una de las cuales 
está sometida a un sistema de fuerzas en equilibrio. En toda traslación 
virtual, el trabajo total de las fuerzas, que actúan sobre una partícula, 
es nulo, y por lo tanto, también lo será el trabajo de la totalidad de las 
fuerzas del sistema. En el caso de un cuerpo elástico, se entenderá por 
traslación virtual, todo pequeño desplazamiento compatible con la con- 
dición de continuidad de la materia que lo constituye y con los vínculos 
que pudiesen ser establecidos para los puntos de su superficie. Si, por ejem- 
plo, se establece como condición la inmovilidad de una parte de la super- 
ficie del cuerpo, dígase la extremidad empotrada de una viga, o bien un, 
desplazamiento muy pequeño, la traslación virtual para esa parte debe ser 
igual a cero. 

Vamos a examinar, como ejemplo de aplicación, el caso de una placa 
sometida a un estado plano de tensión. Denotaremos con u y v a las com- 
ponentes de los desplazamientos efectivos debidos a las cargas y con du y 
dv a las componentes de una traslación virtual que se efectúa a partir de 
la posición de equilibrio de la pieza bajo carga, las cuales son cantidades 
infinitamente pequeñas arbitrarias que satisfacen a las condiciones de 
continuidad propias de una deformación elástica, es decir, funciones con- 
tinuas de x e y. 

Cualquiera que sea el sistema de traslaciones que se lleve a efecto, el 
trabajo realizado para vencer las acciones mutuas entre las partículas 
es igual a la energía de deformación almacenada por el cuerpo, esto es, 
la energía potencial elástica que corresponde a aquellas traslaciones. 
Por lo tanto, si en lugar de u y v tomamos du y dv, el trabajo realizado 
para vencer los vínculos internos será igual a la energía de deformación 
consiguiente a u + du, v + dv, menos la energía de la deformación que 
corresponde a u y a v. La influencia de los desplazamientos virtuales 
du, óv en las componentes de la deformación, se expresa por: 


da 9 du Se O óv oi 9óv , d du 
d dx” “Oy La az dy 


y la respectiva modificación de la energía potencial de deformación por 
unidad de volumen se desprende de la ecuación (85) 


—— ÓYay = Oz Dz + 0y 0Ey + Toy 0Yzy (0) 


La variación de energía potencial de deformación correspondiente a todo 
el cuerpo se obtendrá mediante ¡[9W,dxdy, en la cual la integración se 
debe extender al área total de la placa de espesor unidad. 
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Como ha quedado establecido, la variación de la energía potencial 
de deformación es la medida del trabajo efectuado para vencer las ac- 
ciones mutuas que se ejercen entre las partículas. Para obtener este tra- 
bajo se debe cambiar el signo de aquélla, así que la expresión del trabajo 
efectuado durante la traslación virtual por las fuerzas que estamos con- 
siderando será: 


—$f ¿Vo dz dy (b) 


Al efectuar el cálculo del trabajo de las fuerzas exteriores durante una 
traslación virtual, debe tomarse en cuenta las fuerzas aplicadas en el con- 
torno de la placa, así como las fuerzas másicas. Designemos por Xe Y 
a las componentes de las fuerzas que obran en el contorno de la pieza, 
referidas a la unidad de área; para el trabajo de estas fuerzas, durante el 
desplazamiento virtual, cuyas componentes son du y dv, puede, sin más, 
escribirse la expresión: 


S(X 8u + Y 8v) ds (c) 


en la cual, la integración se extiende a todo el contorno, s, de la placa. 
De una manera análoga, se tendrá como trabajo de las fuerzas má- 
sicas 


J[(X du + Y 60) de dy (d) 


en donde X e Y son las componentes de la fuerza ponderal específica, y, 
como en el caso anterior, la integración se extiende a toda el área de la 
placa. 
La condición que expresa la nulidad del trabajo total, desarrollado 
durante la traslación virtual, resulta de las expresiones (b), (c) y (d) y 
es la siguiente: 


[X8u +Y 00) ds + [[$(X du + Y óv) dz dy — Jf3Vodudy =0 (89) 


Como se ha dicho al aplicar el principio de los trabajos virtuales, las fuerzas 
dadas y los componentes de las tensiones reales que corresponden a la posición 
de equilibrio, se consideran como constantes durante la traslación virtual, así que 
el signo % puede colocarse fuera de las integrales en la ecuación (89). Procediendo 
de tal forma y cambiando todos los signos, se tendrá la nueva expresión: 


dSfVo dz dy — $[(Xu + Yr) dz dy — S(Xu + Pu) ds] =0 (89”) 


en la cual, el primer término entre corchetes es la energía potencial de deformación. 
La suma de los términos segundo y tercero representa la energía potencial que 
corresponde a las fuerzas que actúan sobre el cuerpo, si para el estado en que no 
existe tensión alguna (u = vw = 0) dicha energía potencial se toma igual a cero. 
Finalmente la expresión completa, dentro de corchetes, representa la energía po- 
tencial total del sistema. 

Por tanto, si se comparan diversos valores de los desplazamientos u y v, puede 
establecerse que las traslaciones que realmente tienen lugar en un sistema elástico, 
sujeto a la acción de fuerzas exteriores dadas, son aquellas que anulan la variación 
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de la energía potencial total del sistema, para cualquier desplazamiento virtual que 
ocurra a partir de la posición de equilibrio, esto es, que la energía potencial total 
del sistema en la posición de equilibrio es un máximo o un mínimo. Para ver si se 
trata de un máximo o de un mínimo, es necesario tener en cuenta los infinitésimos 
de orden superior que habían sido despreciados en el desarrollo anterior'. Si de 
esa manera puede demostrarse que para toda traslación virtual la variación de la 
energía potencial total del sistema es positiva, se tratará de un caso de mínimo, 
y si ella fuera siempre negativa, se estaría en el caso de un máximo. Toda traslación 
virtual del sistema que lo aparte del equilibrio estable exige un trabajo positivo, 
de manera que, en este caso, la energía potencial total del sistema en equilibrio 
es un mínimo. 


En el caso de un estado elástico tridimensional, se puede llegar fácil- 
mente a una ecuación análoga a la (89). 

El principio de los trabajos virtuales es particularmente útil para 
determinar la deformación que en un cuerpo elástico origina un sistema 
de fuerzas determinado. Unos cuantos ejemplos, cuya solución es ya 
muy conocida, ilustran la aplicación del método de que se trata. 


Fic. 111 


Consideremos, en primer lugar, la deflexión de un hilo elástico y per- 
fectamente flexible (fig. 111) estirado por la acción de las fuerzas S entre 
dos puntos fijos, 4 y B, y sujeto a una carga vertical distribuida, de in- 
tensidad q. Suponemos que la tensión inicial del hilo es suficientemente 
grande como para que el incremento de esfuerzo tractor, debido a la 
extensión adicional durante la flexión, pueda despreciarse. Por lo tanto, 
el aumento que experimenta la energía potencial de deformación a causa 
de la flexión, se obtiene multiplicando la intensidad inicial de la fuerza S 
de tracción por el alargamiento que experimenta el hilo. Considerando 
las coordenadas conforme indica la figura 111, se tiene: 


eo dé day Po. _1fdY, 
de — de =de [14 (2) | de =3(2) dx 


El alargamiento del hilo está dado por 


f (ds — dx) = 3/ (E) dx 


l Las despreciamos al suponer que en todo desplazamiento virtual permanecían cons- 
tantes las fuerzas y las tensiones. 
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y el incremento correlativo de la energía potencial de deformación será, 


según queda dicho: 
Ss (dy 
3 / (52) de (e) 


Si añadimos a la expresión (e) la energía debida a la tensión inicial, se 
obtendrá la energía potencial total. En este caso el principio de los tra- 
bajos virtuales conduce a la ecuación siguiente, que corresponde a la (89): 


INTE a dro 
0 q 0Yy 2 o de e (A 
Calculando la subintegral que figura en el segundo término se tendrá: 
l 2 1 1 
dy dy dy , dy d $y 
ES dx =2 aa? » da de Y 


y la integración por partes, nos da, teniendo en cuenta que en las extre- 
midades del hilo dy = 0: 


l l l 5) Fi o 
dyYd y, _o (Wi [dy NN d*y 
2 f (3) ro de =2 (5 dy o / de 0y dx |= 2 A da? 0y dx 


Sustituyendo en la ecuación (f), se obtendrá: 


L 39 1 
s | Guaydo+ | q0y dx =0 
o az 0 


1 y 
d*y 
[ (52 +0) iwáz =0 


Esta ecuación únicamente quedará satisfecha para cualquier traslación 
virtual dy, si se verifica 


o bien 


¡ro =O (9) 


Se llega, así, a la conocida ecuación diferencial de un hilo cargado vertical- 
mente. 

El principio de los trabajos virtuales puede aplicarse no solamente para 
establecer la ecuación diferencial de la línea de deflexión como en el ejemplo 
anterior, sino también para el cálculo directo de las flechas'. Tomemos 
por ejemplo, una barra prismática libremente apoyada en sus extremos 
y cargada con una fuerza P (fig. 112). En el caso más general, la expresión 


' Véase S. Timoshenko, Bull. Inst. Polit., Kiew, 1909, y también su libro Strenght of 
Materials, 2.2 edición, vol. 2, pág. 44, 1941. 
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de la curva de deflexión de una barra en las condiciones indicadas puede 
representarse en forma de serie died como sigue 


y =41 sen y + do A Eb 03 e. =p a (h) 


expresión, que llevada a la conocida fórmula que da la energía potencial 
de deformación de una barra prismática flectada', nos conduce a 


ES 


El (dy, _ Elr* á 
E (E) de e y na, 


=1 


to 


(4) 


Fic. 112 


Para obtener un desplazamiento virtual respecto a la línea elástica real, 
demos a un coeficiente a,, de la serie (A), un incremento infinitesimal 


dan. Entonces 
NTL 


y = 0a, sen => (2) 


La correspondiente variación de la energía potencial de deformación, 
resultará entonces, con arreglo a la si (R): 


e 2 


94» 
y el trabajo de la fuerza exterior P durante el desplazamiento virtual (/) 
será, 


2n “4, 00 (m) 


P a, sen ei (n) 


l 


De acuerdo con las expresiones (m) y (nm), la ecuación del trabajo virtual 
resulta entonces: 


E n*a, dan, — P da, sen — = 0 
y de ahí: 
2P1 sen =- 
2 Elena 


l Véase: S. Timoshenko, Strenght of Materials, 2.2 edición, vol. 1, pág. 297, 1940. 
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Sustituyendo en la serie (h) el valor hallado, llegamos a la ecuación de la 
curva de deflexión 


E nrTe NRTT 


_BE AA 7 ma 
Y = Elm : n* j 


n=1 


Esta serie converge rápidamente, así que para obtener una aproximación' 
satisfactoria basta calcular unos pocos términos. S1, por ejemplo, la carga 
P actúa en la mitad de la luz (c = //2), la flecha que ella origina será: 


El valor exacto para el coeficiente del denominador es 48, lo que nos dice 
que el error cometido al considerar solamente el primer término de la 
serie resulta del 1,5 % aproximadamente. 

En el estudio precedente, consideramos desplaza- 
mientos en una sola dirección que representamos por 
la serie (4). Un método semejante puede aplicarse a 
casos más complicados. Consideremos una placa rec- 
tangular de bordes fijos (fig. 113), sobre la que actúan 
fuerzas másicas paralelas a su propio plano. La expre- y 
sión general de los desplazamientos u y v puede tomar Fic. 113 
la forma de las series 


MTL nTy 
u = Ao En —— BN — 
a b 
MTL nm m) 
2 ÉS E) Bn Sen —— sen E 
10) 


en las que cada término se anula en el borde, quedando así satisfechas 
las condiciones de contorno. Para calcular los coeficientes Amp y B mn 
procedemos como en el ejemplo de la viga y tomamos los desplazamientos 
virtuales en la forma: 


O oc 


marx nTy 
sen — 


b 


MTT NT 
óv = ¿Binn sen —— sen dt 
a 


b 


du = SA, sen 
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quedando entonces la ecuación (89) de los desplazamientos virtuales así: 


SÁ mn p/ X sen — sen E dx dy = ¿Ámn a pe Vo dx dy 
43 (q) 
Ba. y Y sen "57 sen “Y de dy = ¿Br 55 p Pto de 


Para el cálculo de la energía potencial elástica en el caso tensional plano, 
hacemos uso de la fórmula 


vn $ rs $ [apogeo tos 


KA |azay (r) 


Il 


Sustituyendo en ella! 


du PE e PE a Y 
Ez =p A ——— Ltimn 20 
Ox a a b 
Óv nr MTI nTY 
En === — Bmn sen —— cos —— 
“Oy y a b 
m 


y realizando las integraciones, resulta: 


_ mEab O. lo on 
clas » la Amn a — y») a? “e 4(1 + ») 7) 
1 n? .: m? 
+ y bs Bmn* ls — 13h? + 4(1 + ») m2) 


Sustituyendo esta expresión de la energía de deformación en las ecua- 
ciones (q) obtenemos: 


Eabr? m? mart _ ny 
ol + E a + rn)" f Pxs A de dy 


Eabr? m? S marx nr 
Br A a sa y) E E Ye a) - f f Y s sen Tia ss Ll dy 


' Derivar una serie de Fourier término a término no es siempre correcto. Las condiciones 
suficientes para que lo sea, que son cumplidas por el problema presente, pueden verse en 
Modern Analysis, de E. T. Whittaker y G. N. Watson, pág. 169. 
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Vemos que para cualquier tipo de fuerzas másicas se pueden calcular 
fácilmente los coeficientes de las expresiones (p) obteniéndose la solución 
completa del problema. 

Puede usarse también, el método de los desplazamientos virtuales 
para la obtención de soluciones aproximadas de problemas bidimensio- 
nales, en los que se conocen los desplazamientos en el contorno. Suponga- 
mos que los desplazamientos u y v pueden ser expresados con suficiente 
exactitud mediante las series 


Yy_ bo(x,y) + ) anbm(2,4) 


(s) 
y" Yo(x,y) eS > Dn mm (2,Y) 
Lal 


mn 


que satisfacen las condiciones de contorno antedichas. Para ello podemos 
elegir, por ejemplo, funciones dd, y y. que en los bordes den el valor 
requerido de los desplazamientos y funciones 4 y y (el resto de ellas) 


que se anulen en el contorno. Para el cálculo de los coeficientes a;, ... , Am, 
bi, ... , bm, usamos el principio de los trabajos virtuales (89). "Tomando 
los desplazamientos virtuales en la forma 

Vii: =: Dl Pap), Um = 00m Ym(T,Y) (t) 


podemos escribir tantas ecuaciones de equilibrio, semejantes a las ecua- 
ciones (q) del ejemplo anterior, como coeficientes existen en la serie (s). 
Estas ecuaciones serán lineales respecto a a;, ... , Am, Di, ... , Dm y resueltas 
nos darán los valores de los coeficientes de las series (s), series que repre- 
sentan la solución aproximada del problema. 

Al usar el principio de los trabajos virtuales (89), se supone que la 
energía de deformación por unidad de volumen Y, viene expresada en 
función de las componentes de la deformación [ecuación (r)], las cuales 
se obtienen a partir de las expresiones (s). El cálculo de la variación de 
la energía potencial elástica puede simplificarse si observamos que 


sy = F (0; 0€z + 0y 0€y + Tay 0Yzy) dí dy 


e) e) : 0 O 
= flohó+ro otra (30 La) | ae dy 


Integrando por partes y observando que du y dv se anulan en el contorno 


resulta 
AN d07 OT zy 90 Tay | | 
Y = Pe +22) su + (a + Ga) 5 ae ay 


1 Este método de resolución de problemas de elasticidad fue propuesto por W. Ritz, 
quien lo aplicó con éxito en el estudio de la flexión de placas rectangulares. Véase Y. reíne u 
angew. Math., vol. 135, págs. 1-61. Véase también Gesammelte Werke, pág. 192, París, 1911. 
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Tomando para los desplazamientos virtuales las expresiones (1) obte- 
nemos las ecuaciones necesarias para calcular los coeficientes a, e TE 


bi... b, de la forma siguiente: 
d0; a) 
— 00m ] / es 5 a Bm (2,Y) dx dy 


An f / Xóm(2,y) dí dy 
dos . Ba 
90m pl Y Ym(1,Y4) dx dy — 00 10] da in 32) tale dx dy 


o bien ee 
ql (E cd e + x) ón(2,y) de dy =0 
(90)* 


] ] ETE dl ¡ER ci dl y) Ym(x,y) de dy =0 


Como ejemplo de aplicación de estas ecuaciones, consideremos de nuevo, 
el caso de una placa rectangular (fig. 113) de la que suponemos que tres 
de sus bordes están fijos y que los desplazamientos del otro (y = b) vienen 
dados por las ecuaciones 


u=0, = Cbsen E 
a 


Las condiciones de contorno quedarán satisfechas tomando: 


u = Ra Aa sen edo sen ala! 
a b 
(u) 
y = Cy sente E Y BL sen a Y 
Las componentes correspondientes de la tensión serán: 
E du dv marx nry 
EA 22 mn eos a LG: 
+ y 200 mos sen == Cos e + »Csen E) 
E 9v guYy _ nr maz NTY 
o E Ys mn “yy Sen == 008 0 
] T MTT a nNTY 
+ CsenE trae a “Os — sen b ) 


' Las ecuaciones de este tipo de los desplazamientos virtuales son llamadas a veces ecua- 
ciones de Galerkin. Sin embargo, ambos tipos de ecuaciones, las (q) y las (90), fueron ya 
indicadas por Ritz en el trabajo citado anteriormente. Véase Gesammelte Werke, pág. 228. 


Cz 
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A E PO LE sen MZ cos 278 
1=*“"2(1+Dl0y * ox ==. » Ln a d 
o mn PA 695 TE ge PY 4 gy E cos) 

CL a 


Sustituyéndolas en las ecuaciones (90) y suponiendo 


mrTXxI nT MAX nTy 
du = SA, sen q Sen E óv = 5B., sen a sen" 


obtenemos después de integrar: 


_ Erab m? Y n?2 
aaa uan)” 


EE X sen = sen" de dy =0 
Era n? 


4 Pa=»* de 


-= x MAL, PM 
y sen sentis e ma dx dy 


+] Fasa sen—* de dy = 


Si las fuerzas másicas son cero, todos los coeficientes A, se anulan 
también y los coeficientes B,, son distintos de cero solamente cuando 
m = 1. Entonces: 


al n? CO 1 ) Bs 


4 Xb*(1 — y? * 2ar(1 + v) 
_ Cr Y ds Crb? cos nr 
e Za L, dd di >> n 


Determinando B;,,, a partir de esta ecuación y sustituyéndolo en las fórmu- 
las (u) obtenemos los desplazamientos producidos por los que supusimos 
se daban en el contorno. 

En su teoría de la rotura de los materiales frágiles A. A. Griffith aplicó 
los conceptos generales relativos a la energía total de un sistema. Como 
se sabe, los materiales tienen una resistencia muy inferior a la que cabría 
esperar de la magnitud de las fuerzas moleculares. Para un determinado 
vidrio, por ejemplo, Griffith encontró teóricamente que la resistencia a la 


* A, A. Griffith, Trans. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 221, pág. 163, 1921. Véase también 
el trabajo del mismo autor en Proc. Intern. Congr. Appl. Mech., Delft, 1924, La bibliografía 
de este tema puede encontrarse en Handbuch der physikalischen und technischen Mechanik, 
vol. 4, parte 2, 1931, artículo de Adolf Smekal. 
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tracción que cabría esperar sería del orden de 1,125 x 10* kg/cm?, mien- 
tras que los ensayos realizados con barras de ese material dieron solamente 
0,018 x 10? kg/cm”. Como el autor citado demostró, la discrepancia 
entre teoría y experimentos puede ser explicada si suponemos que en 
materiales tales como el vidrio, existen fisuras y defectos microscópicos 
que producen elevadas concentraciones de tensiones y provocan consi- 
guientemente el desarrollo de la grieta. Griffith, con el fin de facilitar 
los cálculos, supuso que esas microfisuras tenían la forma de una elipse 
muy estrecha cuyo eje mayor era normal a la tracción. 


Fic. 114 


Consideremos una placa abcd fija en sus lados ab y cd y sometida a 
una tensión de tracción uniformemente distribuida de valor S y apli- 
cada en esos mismos bordes (fig. 114). Si hacemos un orificio elíptico 
microscópico AB, de longitud /, y se mantienen ab y cd fijos, la energía 
inicial de deformación debida a la tensión S se reducirá. Esta reducción', 
que podemos calcular haciendo uso de la solución para un orificio elíptico?, 
es para una placa de espesor unidad igual a 


a125? 


4E (0) 


V = 
fórmula que nos indica además que al extenderse la fisura (1 se hace 
mayor) aumenta la reducción de la energía elástical almacenada en la 
placa. Al mismo tiempo, sin embargo, la extensión de la grieta supone 
un aumento de energía superficial, ya que las superficies de los sólidos, 
al igual que la de los líquidos, poseen una tensión superficial. Griffith 
encontró, por ejemplo, que para la clase de vidrio que usó en sus experi- 
mentos, la energía superficial, T, referida a la unidad de superficie, era 
del orden de 2,2 Xx 10* kg/cm?. 

Si pensamos ahora, que la extensión de la fisura requiere un consumo 
de energía superficial inferior a la reducción correspondiente de la energía 
de deformación, el desarrollo de la grieta no exige ningún aumento de 
la energía total y se producirá espontáneamente. La condición para ese des- 


' N. del T. Consideramos la reducción de energía correspondiente a un aumento unidad 
de la longitud de la fisura. 
? Véase el $ 63. 
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arrollo espontáneo se dará cuando las dos cantidades de energía se igualen, 
que empleando (v) queda: 


dV TUS o? eN 
q == 37 =2d7T 
de donde pa 
4ET 
Ser. = .. ” y (w) 


Los resultados de los ensayos realizados con probetas en las que, por 
medio de una punta de diamante, se realizaban fisuras de longitud cono- 
cida, concuerdan muy bien con los valores obtenidos aplicando la fórmula 
(0). También se ha demostrado experimentalmente que si se adoptan 
precauciones tendentes a evitar fisuras microscópicas, pueden obtenerse 
resistencias mucho mayores que las corrientes. 

Algunas varillas de vidrio ensayadas por Griffith dieron resistencias 
a tracción del orden de 0,63 x 10” kg/cm?, lo que supera a la mitad de 
la cifra teórica antes citada. 


49. Teorema de Castigliano. En el párrafo anterior se ha compa- 
rado la configuración de un cuerpo elástico en estado de equilibrio bajo 
determinadas fuerzas másicas y condiciones de contorno, con las confor- 
maciones contiguas a aquéllas, que el mismo adquiere al ser apartado de la 
posición de equilibrio mediante las traslaciones virtuales óu, dv. Quedó allí 
establecido que las verdaderas traslaciones que corresponden a la posición 
de equilibrio estable son aquellas que hacen mínima la energía potencial 
total del sistema. 

Consideremos ahora, en lugar de los desplazamientos, las tensiones 
que corresponden a la posición de equilibrio, y tomemos también como 
ejemplo, el caso de un estado elástico plano. Como sabemos, las ecuacio- 
nes diferenciales de equilibrio (18), junto con las condiciones de borde 
(20), no bastan para determinar las componentes de la tensión, 0z, 0,, Tzy- 
También hemos visto que adoptando diversas expresiones para la función 
de tensión, ¿$, que figura en las ecuaciones (29), podemos encontrar una 
variedad de distribuciones de esfuerzos que satisfagan a las ecuaciones 
de equilibrio y a las condiciones de borde. Se plantea entonces la cues- 
tión: ¿cómo distinguir entre todas las distribuciones de tensiones estática- 
mente posibles, la verdadera? 

Sean 0, 0y, Try, las verdaderas componentes de la tensión corres- 
pondientes a la posición de equilibrio y d0,, 00, OT ,y, Incrementos infini- 
tamente pequeños de las mismas, de manera que las nuevas componentes 
de la tensión, es decir, 0, + 00,, Oy + 00y, Tzy + ÓTzy, satisfagan las 
mismas ecuaciones de equilibrio (18). Restando entonces las ecuaciones 
de uno de los sistemas de las del otro, hallaremos que la variación de las 


192 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


componentes del esfuerzo habrán de satisfacer a las siguientes ecuaciones 
de equilibrio: 


O 00% , 0 Tx 
Ox Oy 

930 08 (a) 
Oy da 


A esta variación de las componentes de la fatiga corresponderá cierta 
variación en las fuerzas de superficie. Sean 9X y Y las variaciones infi- 
nitamente pequeñas de dichas fuerzas; las condiciones de contorno (20) 
nos darán entonces: 
d0.1+ 31 m = 6X 
da, m + órzy l = ¿Y 


Para establecer en cuanto varía la energía potencial del cuerpo, a causa 
de las antedichas modificaciones de las componentes de la tensión, expre- 
semos la energía de deformación por unidad de volumen en función de 
las componentes de la tensión (86), y la variación de la energía a que nos 
referimos será, entonces, 


(b) 


E Vo oVo oVo 
en la cual 
oV 1 
E == voy) = €z 
da 
oVo 1 po 
oy =G a 


y, por lo tanto: 
Vo = €, 007 + €y 00, + Ya, Ór2, 


y la variación total que afecta a la energía de deformación a causa de las 
modificaciones de las componentes del esfuerzo es, entonces: 
dV = ff 5Vodxdy = Sf(e, d0, 
+] Ey D6y + Yay Orzy) de dy 
Calculemos esta variación de la energía haciendo intervenir para ello las 


condiciones de contorno (b). El primer término de la expresión (d) da, 
al integrar por partes: 


Pla do, dí dy = EMETS = fou da] 
O 00, 
SE A dudy (e) 


(d) 
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en la cual la expresión lu d0.,| representa la diferencia de los valores que 
tiene la función u d0, en dos puntos opuestos del contorno tales como 
A y B en la figura 115. "Tenemos entonces: 


dylu d0..| = dy(u 807), — dy(u 807) = ds(u 80, cos Nz)a 
+ dsíu da, cos N2)g (f) 


16115 


donde cos Nx = l es el coseno del ángulo que forma la normal exterior 
N con el eje de las x, y ds, un elemento de contorno. De la ecuación (f) 
resulta, integrando, y teniendo en cuenta la observación anterior: 


$ dylu ó0,] = fu 00,1 ds 


con lo que la ecuación (e) se transforma en: 


ff ecóozazay= | usstas— | f u? 22 de dy (9) 


La primera de las integrales se extiende a lo largo del contorno de la placa 
y la segunda, al área de la misma. 

Análogas transformaciones del segundo y tercer término de la expre- 
sión (d) nos permiten escribir: 


ff essorazav faz da, dy = ES 00.,| 
| fotaay = fotmma— ff oda dy 


e) 
ff vas trad dy = Pú [óraazt faz | rn 
(h) 
O Oro 
= | ay dr, — ff. E dx dy + fan 97 y] 
- fu == de dy = Posata+ futramas 
SE 207 da dy — E da de 
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Por sustitución de (g) y (h) en la ecuación (d) obtenemos la expresión: 


ay = / [utór, 1 + 0rzy m) + v(00, m + óTzy 1)] ds 


0007 , 0 ÓTzy j 9d 00, , O OTzy 
Pal 7 TE (te ña E ) ¡ae ay 


en la cual la primera integración se efectúa a lo largo del contorno y la 
segunda se extiende a toda el área de la placa. Utilizando las ecuaciones 
(a) y (b), obtendremos, finalmente, la siguiente expresión para el incre- 
mento de la energía potencial debido a la variación de las componentes 
de la tensión: 


¿V =f(uX +1 5Y)ds (91) 


El segundo miembro de esta ecuación representa el trabajo producido 
por la variación de las fuerzas exteriores a lo largo de los recorridos efec- 
tivos. Las verdaderas tensiones son las que satisfacen esta ecuación. Una 
ecuación análoga puede obtenerse para el caso tridimensional añadiendo 
un tercer término zvóZ al paréntesis de la ecuación (91) y extendiendo la 
integración a la superficie contorno en lugar de a la curva de contorno. 

Si en lugar de una distribución continua de fuerzas superficiales, 
tuvieramos cargas concentradas, la integral de la ecuación (91) debería ser 
remplazada por una sumatoria. Si P,, P;, ... son cargas concentradas inde- 
pendientes y d,, d, ..., los desplazamientos reales de los puntos de aplica- 
ción de dichas cargas, en la dirección de sus rectas de acción, la ecuación 
mencionada se transforma en 


dV =d,06P, +d20Pa+ (92) 


En lo que antecede hemos estudiado el caso de las variaciones más gene- 
rales de las componentes de la tensión que satisfagan a las ecuaciones de 
equilibrio (a). Examinemos ahora un caso especial: aquel en que los 
incrementos de las componentes de la tensión sean de tal naturaleza, 
que ellos pueden ser realmente producidos en un cuerpo elástico por 
medio de adecuadas variaciones de las fuerzas exteriores. Supondremos 
que las componentes de la tensión se expresan en función de las cargas 
exteriores P,, P» ... y consideraremos aquellas modificaciones de las com- 
ponentes de la tensión consecuentes de las que experimentan dichas fuer- 
zas, a saber, 0P,, 0Pz ... Limitándonos a los casos en que las componentes 
del esfuerzo son funciones lineales de las fuerzas exteriores P,, Ps... y 
sustituyendo estas funciones en la ecuación (84), obtenemos la expresión 
de la energía de deformación como una función homogénea cuadrática 
de dichas fuerzas'. 


1 Excluimos los casos como el de la flexión de barras delgadas por la acción de fuerzas 
laterales que obren simultáneamente con una tracción o compresión axiles, por ejemplo. En 
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Deberá tenerse en cuenta que las reacciones de los apoyos, que pueden 
ser determinadas con arreglo a las ecuaciones de equilibrio de un cuerpo 
rígido, están expresadas en función de las cargas dadas P,, Ps... y no 
aparecerán en la expresión de la energía potencial elástica. Si existen víncu- 
los superfluos, las respectivas reacciones deberán ser consideradas como 
fuerzas estáticamente independientes, conjuntamente con las fuerzas 
P,, Pa, ete. 

Partiendo de una expresión de la energía potencial de deformación 
en función de las fuerzas exteriores, se tendrá como incremento de la 
misma, consiguiente al que experimenta cada una de las fuerzas: 


oV oV 


ecuación que con la (92) nos da 


A pes 
(2% — as) ara + (27. — da) apa ==> =0 (2) 


Pr db... 


oPy oP» 


Ahora bien, como se ha dicho antes, las fuerzas, P,, Pa... son estática- 
mente independientes, de manera que sus modificaciones, 0P,, 0P; ... 
son completamente arbitrarias; así, pues, podemos igualar a cero todas 
menos una y entonces la ecuación (1) exigirá que se verifique: 
AN E qn. 
E 


Queda así comprobado que si la energía potencial de deformación de un 
sistema elástico, V, está expresada en función de fuerzas exteriores está- 
ticamente independientes, P,, Pz, Pz... el desplazamiento real del punto 
de aplicación de una fuerza en su propia dirección es igual a la derivada 
parcial de dicha función con respecto a la misma fuerza. Tal es el célebre 
teorema de Castigliano. 


dat ss (93) 


50. Principio del mínimo trabajo. En el $ 49 hemos llegado a 
la ecuación (91), partiendo de cualesquiera variaciones de las componentes 
de la tensión, susceptibles de satisfacer las ecuaciones de equilibrio. Ad- 
mitamos ahora variaciones tales que las fuerzas superficiales no se modifí- 
quen; entonces, habrá que remplazar las ecuaciones de contorno, (b), de 
dicho párrafo, por estas otras: 


dc yl + Er m =0 
dam + ÓóTzyl = 0 
y la ecuación (91) se transforma en: 
sv =0 (94) 


un caso como ése, las tensiones originadas por la solicitación axil dependen de la flexión la- 
teral y no son funciones lineales de las fuerzas exteriores. 
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Lo que se traduce expresando, que cuando las componentes de la tensión 
originada en un cuerpo cargado en su contorno varían sin que se alteren 
las ecuaciones de equilibrio ni las condiciones de borde, las verdaderas 
componentes de la tensión son aquellas que hacen nula la variación de la 
energía potencial elástica. Se puede demostrar que tales valores correctos 
de las componentes de la tensión hacen mínima la energía potencial elás- 
tica, por lo que la ecuación (94) es la expresión del llamado principio 
del mínimo trabajo, 

Dicha ecuación es también válida si a lo largo de una parte del con- 
torno, rígidamente enlazada por medio de sustentaciones fijas, las fuerzas 
exteriores superficiales varían a consecuencia de modificaciones en las 
componentes de la tensión. En efecto, bajo tales hipótesis, esa porción 
del contorno no admite desplazamientos, lo que se traduce en la anulación 
del segundo miembro de la ecuación (91), de manera que se obtiene, 
nuevamente, la ecuación (94). 

El principio de mínimo trabajo se usa muy a menudo para resolver 
en forma elemental sistemas estáticamente indeterminados'. Si X, Y, Z,.... 
son fuerzas o pares de fuerzas que obran sobre elementos o vínculos super- 
fluos de un sistema elástico, se pueden calcular las incógnitas hiperes- 
táticas partiendo de la condición de que la energía potencial del sistema 


expresada en función de X, Y, Z,... sea mínima, es decir, mediante las 
ecuaciones 

9V o9V oV 

OX En 0, aaa 0, EVA 7 0, (95) 


En los párrafos siguientes aplicaremos el principio de mínimo trabajo 
a la resolución de diversos problemas de elasticidad bidimensional. 


51. Aplicaciones del principio de mínimo trabajo. Placas 
rectangulares. Vamos a tratar, por ejemplo, el caso de una placa 
rectangular. Se ha visto en el $ 23 que mediante la aplicación de las series 
trigonométricas es posible satisfacer las condiciones relativas a dos lados 
de una placa rectangular. Las soluciones así obtenidas pueden ser de interés 
práctico si se aplican a una placa de poca altura en relación con su longitud; 
pero si ambas dimensiones son del mismo orden de magnitud, deberán 
ser consideradas las condiciones en los cuatro costados. Para resolver 
problemas de esta clase se puede algunas veces aplicar ventajosamente 
el principio de mínima energía. 

Supongamos que sobre las extremidades de la placa rectangular se 
ejerce una tracción de manera que las fuerzas allí aplicadas obedezcan 
a una repartición parabólica (fig. 116)”. En este caso, las condiciones 
de límite son: 

! Véase, por ejemplo, Strength of Materials del autor, 2.2 ed., vol. 1, 1940 o Timoshenko 


y Young, Theory of Structures. 
2 Véase el trabajo del autor, Phil. Mag., vol. 47, pág. 1095, 1924. 
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Para y = + D, 
y — O, Ty —_ 0 (a) 


La energía de deformación correspondiente a una placa cuyo espesor se 
toma igual a uno es, con arreglo a la ecuación (86) 


SS > mn [0.? + 0? — Zvaz0y + 21 + vray] de dy (b) 


Debe destacarse que en el caso de un recinto simplemente conexo como 
el que aquí se considera, la distribución de tensiones no depende de las 


pepa 


Ó 
Fic. 116 


características elásticas o constantes del material (véase pág. 48), de ma- 
nera que haciendo igual a cero el coeficiente de Poisson, », los cálculos 
se simplificarán notablemente. Introduciendo, pues, la función de tensión 
¿ y sustituyendo en (b) los valores 


o A 
% = ay? Y gal e dx dy 


04 029 02eN 
Se 


La expresión exacta de la función de tensión será aquella que satisfaga las 
condiciones (a) y haga que la energía de deformación (c) sea mínima. 

Si para la determinación del mínimo de (c) aplicamos el cálculo de 
variaciones, llegaremos a la ecuación (30) para la función de tensión 4; 
pero aquí emplearemos otro procedimiento, que nos permitirá obtener 
una solución, aproximada. Como función de tensión, adoptaremos una 
serie, 


encontramos 


= do + 0101 + 02 + U33 HR +: (d) 
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que satisfaga a las condiciones de contorno (a) y en la cual a,, a», uz, ... son 
constantes que habrá que determinar posteriormente. Llevando esta serie 
a la expresión (c) obtendremos Y como una función de segundo grado 
en a1, da, 3... El valor de las constantes podrá calcularse entonces con 
arreglo a las siguientes condiciones de mínimo, que serán ecuaciones 
lineales en a, az, as 


Y _ 


des 


LN %Y_o 


da s da ú 


0, (e) 


Por lo general, una adecuada elección de las funciones 4,, 2... permi- 
tirá obtener una solución satisfactoriamente aproximada, empleando tan 
sólo unos pocos términos de la serie (d). En nuestro caso, las condiciones 
de límite (a) quedan satisfechas haciendo: 


10, _1ly 


ya que, operando, obtenemos: 


_ Ob _ _ Odo _ 0% y? 
== Txy = O Ena? p2 
Las restantes funciones $, %»,... deben ser elegidas de manera que 


las correspondientes tensiones desaparezcan en el contorno. Nos asegu- 
raremos de ello afectando a todas esas funciones, del factor (x? — a?) : 
* (y? — b?*) cuyas derivadas segundas con respecto a x y a y se anulan para 
los lados y = +b y x = —+a, respectivamente; mientras que 0*/09x 0y des- 
aparece en correspondencia de los cuatro bordes de la placa. Se podrá 
tomar, pues, como expresión de la función de tensión la siguiente: 


2 
o = 359 (1%) + (0 — 07 — 0 + oe 
eg es q 
La serie contiene solamente las potencias pares de x e y porque la dis- 


tribución de tensiones es simétrica con respecto a ambos ejes coordenados. 
Si nos limitamos al primer término, a,, de la serie (f), tendremos 


cissti 4 
q. Es 6 5) 
+ aj(x? == a?) (y? an pb 


De la primera de las ecuaciones (e) llegamos, entonces, a: 


64 2508, 640 _ 8 
y 49 a? ' 7 at) ab? 
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Para una placa cuadrada (a = b), resultará: 
ss B 
aj = 0,04253 pr 


y las componentes de la tensión valdrán: 


ye _3y any 
e =8331-%2 — 0,170258 5 l — =< 
a? a? a? 
2 2? 
—0,17028 ( E ce) o —- 2) 
a? a 
wr BY y y? 
Ty = —0,68058 ( > ) ( pS L) 


En la figura 117, la curva 11 representa la distribución de o, en la sección 
transversal x = 0. 

Calculemos ahora con tres términos de la serie (f) para lograr una 
aproximación mayor. Las ecuaciones (e) que sirven para el cálculo de las 
constantes a, ds, dz serán entonces: 


I 


Ty 


0 


0 02 04 06 08 10 pe 
100 00 MS IA EEN 
HH 
A O YA 
OA 
DEE 
se 
HA 


0,2b 


MONA 
AMNEE 


me 
o LL 


Fic. 117 


64 | 256b*? | 64Db* 64 64 b* 
a O e ra) 


64d? 6458 S 
2 E 
NEAR ES +7 2) E 


64, 64b1 192 , 256b? , 192D* 
a 2) + asa ete a) 


4 bp? 4 pS 
+ asa? E 5 +55) => (9) 


77 a? 1 as 


' La curva Í representa la distribución parabólica de tensiones en los extremos de la placa. 
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64 , 64Db* (64 , 64 0 
ss (E +5) ls (5 77 al 


Estas ecuaciones nos dan para una placa cuadrada, o sea, para a = b: 


a1 = 0,0400 E a = «3 =0,01174 ma 
a a 


La repartición de la componente ou, del esfuerzo en la sección trans- 
versal x = O está dada por la ley 


(0deo = s( ES 2) — 0,16168 ( =8 15) 
as? as 


2 4 
- +0,0235 (s o 151) 
Q q 


y viene representada gráficamente en la figura 117 por la curva ÍIT'. 

La repartición de esfuerzos en la sección transversal x = O se va 
haciendo más uniforme a medida que aumenta la longitud de la placa. 
Para a = 2b, por ejemplo, se deduce de las ecuaciones (g) los siguientes 
valores: 

S S S 


, = 25 3 y , SA E 
qe “=0,12%50 y «as =0,01820 > 


a = 0,07983 


Para la mencionada sección transversal, se consigna a continuación algunos 
valores de 06,: 

¿=0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

a, = 0,6908 0,6848 0,6698 0,6538 0,6493 0,6758 


En la figura 117 se indica con línea de trazos esta repartición de es- 
fuerzos que, como vemos, se aparta muy poco de la tensión media, ¿5S. 

Para tratar otras reparticiones simétricas de esfuerzos en los bordes 
x = =+a sólo tendremos que adoptar otra función 4, en la expresión (f) 
y únicamente se deberá modificar los segundos miembros de las ecua- 
ciones (g). 

Como ejemplo de distribución asimétrica con relación al eje x, consi- 
deremos el caso de una pieza flectada (fig. 118), en la cual la repartición 
de esfuerzos en las secciones extremas siguen la ley (0,Jx = + a = Ay” 


! El profesor C. E. Inglis obtuvo resultados análogos, Proc. Roy. Soc. (London), serie A, 
vol. 103, 1923 y también G. Pickett, $. Applied Mechanics (Trans. A.S.M.E.), vol. 11, pág. 176, 
1944. 

2 Estos cálculos han sido tomados de la tesis doctoral de J. N. Goodier, Universidad 
de Michigan, 1931. Véase también Trans. Am. Soc. Mech. Eng., vol. 54, pág. 173, 1931. 
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y se representa por la curva b (fig. 118b). Evidentemente, el sistema de 
tensiones será impar respecto al eje x y par con respecto al eje y. Se satis- 
facen estas condiciones dando a la función de tensión la forma 


=p A — PJ 
(ay + aya? + ayi + ary+---) (h) 


e eee y 


y 
(a) (6) 


Fic. 118 


Como antes, el primer término satisface, para 4, las condiciones de límite. 


Si aplicamos la ecuación (A) con cuatro coeficientes a, ..., a,, en las ecua- 
ciones (e), encontramos para una placa cuadrada (a = b): 
0% 1 be ds 
Oz = dy? = 2 4a* ad 2 (1 E E?) 2[0,08392(5n e 37) 


+ 0,004108(21n? — 2093 + 3m)] 
— ¿(1 — £2)0,07308(5n? — 83m) + 0,04179(219* — 20n? + 37) (k) 


expresión en la cual ¿ = x/a y y = y/b. La distribución de tensiones en 
la sección transversal media, para la cual x = 0, está representada por la 
curva a de la figura 118b, y como se ve, es sensiblemente lineal. 


52. Anchura eficaz de alas de las vigas en T. Vamos a desarrollar otro 
ejemplo de aplicación del principio de mínima energía a problemas de elasticidad 
bidimensional, relativos a piezas de sección rectangular: el de las vigas de alas muy 
anchas (vigas en T) (fig. 119), muy usadas en estructuras de hormigón ' armado 
y en cascos de buques. Conforme a la teoría elemental, en la flexión de una viga 
los esfuerzos normales en las diversas capas de fibras varían proporcionalmente a 
sus distancias a la línea neutra, esto es, las tensiones conservan su valor en todo el 
ancho del ala. Si éste es muy grande, las partes distantes del alma o nervio parti- 
cipan en menor grado en su resistencia al momento flector y la viga es menos resis- 
tente que lo que la teoría elemental indica. Para el cálculo de las tensiones en vigas 
de ese tipo, se suele remplazar la anchura real de ala por otra menor, de manera 
que al aplicar la teoría elemental de la flexión a la nueva sección resultante, se ob- - 
tenga el valor correcto de la máxima tensión. El ancho del ala así reducido, llamado 
ancho eficaz, se determina teóricamente como se indica a continuación !. 


' Este tema ha sido desarrollado por Th. v. Kármán; véase Festschrift August Fóppls, 
pág. 114, 1923, y también G. Schnadel, Werft und Reederei, vol. 9, pág. 92, 1928; E. Reissner, 
Der Stahlbau, 1934, pág. 206; E. Chwalla, Der Stahlbau, 1936; L. Beschkine, Publs. Intern. 
Assoc. Bridge and Structural Engineering, vol. 5, pág. 65, 1938. 
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Para simplificar en lo posible el problema, supondremos que se trata de una 
viga continua sobre un número infinito de apoyos equidistantes y que todos los 
tramos están sujetos a cargas distribuidas simétricamente con respecto a la vertical 
de su punto medio. Se adopta como origen de coordenadas uno de los apoyos del 
tramo representado en la figura 119, y el eje de la viga como eje x. Por razones 
de simetría, solamente será necesario considerar la mitad de la losa de uno de los 
tramos; por ejemplo, la que corresponde al semieje positivo de las y. El ancho del 


a 


fc) 


(6) 


| 
| 
| 
| 
| 


Fic. 119 


ala o losa se supone infinitamente grande y su espesor, h, muy pequeño en com- 
paración con la altura del nervio. La flexión del ala como placa delgada puede des- 
preciarse, y se admite asimismo que durante la flexión de la viga, las fuerzas se trans- 
miten a la losa en su plano medio, de manera que la determinación de la distribución 
de esfuerzos en esta última es un problema de elasticidad bidimensional. La corres- 
pondiente función de tensión, que ha de satisfacer la ecuación diferencial 


0%, 9 06 0% _ 
0x* 912 dy? * dyt — (a) 


puede adoptar la forma de la siguiente serie, a causa de la simetría supuesta en este 
caso. n= wow 
e nrx 
$ = bl fn(y) cos == 7 (b) 
n=1 
en la cual f,, (y) simboliza funciones de y únicamente. Remplazando en la ecuación (a) 
obtenemos para f.(y), la siguiente expresión: 


_n _na nr 
ny ny nry ny 


faly) = Ane + +Ba (+ e ES +Cne l + D, (+ 


nT nry 


E 
E 


La condición de que las tensiones desaparezcan cuando y tome un valor infinito 
quedará satisfecha haciendo C', = D, = 0, con lo que la expresión de la función 
de tensión resulta 


_ Tay 
$ = bl EX UN + Ba ( + m2). l ] eos RAT (d) 
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La verdadera distribución de tensiones es aquella que hace mínima la energía de 
deformación correspondiente al conjunto del ala y del alma y esa condición permite 
determinar los coeficientes A, y B,. Remplazando 


LO _ 0% 
dy? E NN TT 


en la siguiente expresión de la energía de deformación 
Ei=-iLPPRa +2(1 + »ray!] de d 
1 92 0 0 Ox Ty VOTO y v)Tzy y Y 


y empleando (d) como expresión de la función de tensión, se obtiene la energía 
de deformación del ala”: 


ym uE (+ +37 E +35) (e) 


n=1 


Para hallar el valor de la energía de deformación que corresponde únicamente al 
alma, llamemos 4 al área de la sección transversal, / a su momento de inercia con 
respecto al eje horizontal que pasa por el baricentro C, y e a la distancia de éste al 
plano medio del ala (fig. 119). "Teniendo en cuenta la simetría que en este caso 
existe, el momento flector total transmitido a una sección transversal cualquiera 
por el conjunto del alma y el ala, puede ser representado por la serie 


M = Mo + Mi cos 7 + Ma cos 724 + > > ($) 


en la cual hay una indeterminación estática representada por M,, cantidad que de- 
pende de la magnitud del momento flector en los apoyos; los otros coeficientes M,, 
Mo, ..., deben ser calculados con arreglo a las condiciones de carga. El momento 
flector M se puede descomponer en un momento M”, que absorberá el ala, y otro M”, 
debido a las fuerzas longitudinales N aplicadas al alma y al ala (fig. 119c) y que 
vale Ne. Las tensiones normales que se presentan en toda sección transversal de 
la viga completa forman como se sabe, un par de fuerzas MM, de manera que 


N +2h [" 0. dy =0 
e (9) 
M — 2he /, ec ly 3 


donde —2me | “azdy = M”" es la parte del momento flector que absorbe el ala. 


0 
La energía de deformación del alma es 


21 N? dx 21 M'? dx 
Ya = $; 2AE * E SET (%) 
De la primera de las ecuaciones (g) resulta: 
N= 2% [" ne 2h [ 2% q dy =2h| 3 
E ri EY 


1 En el trabajo de Th. v. Kármán, loc. cit. se encuentra el cálculo de los integrales que 
intervienen en la expresión de la energía de deformación. 
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Por otra parte, la expresión (d) de la función de tensión nos da 


E), (0, 
dy Umm 0Y / y=0 A l 
n= 


Por tanto, 


M' =M +2he |," 0.dy =M + Ne =M +2he ) "7 Arcos “> 


l 
n=1 
o bien, empleando la notación 
25 An =Xa 
podremos escribir 
N= ) X, cos .. 
n=1 : 
0 a (%) 
M=M-+e Xp cos == o + Y (Ma + eX) 009 252 
n=1 qn 
Remplazando en (A) y teniendo en cuenta que 
21 nrI 21 NAL maz 
pe cos? E de =1l, ps cos 7 cos dx = 0 (cuando m x n) 


llegamos a la expresión 
LON MA, 1N 
Po HH — 2 —_—_—— paa 
Vo=237 ) 9 +77 + 357) On + exo) 
. n=1 
Sumando esta última con V,, es decir, la energía de deformación del ala [fórmula (e)] 


e introduciendo en esta última las notaciones 
, 


2 An = X,, 225 Ba = Y, 


encontramos para la energía total de deformación, la siguiente expresión: 


Lo] 1 A 
Y == El Ya + (14 XV + 014 0X01 + 977 » As 
n=1 


MA, 1 | 
+ Er tam), O Hex 0) 


n=1 
Las cantidades Mo, X, y Y, deben determinarse con arreglo a la condición 


de mínimo para la energía de deformación (1). Puede verse que M, aparece tan sólo 
en el término MET y, de acuerdo con la mencionada condición, resulta M, = 0. 
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La condición 


conduce a 


2Ya+tAdU+19X,=0 
l+ y 
Es Sl 


ll 


Xan 


Remplazando en la ecuación (/) este valor, así como M, = 0, obtenemos para la 
energía de deformación, la siguiente expresión: 


a 


ME A 
Y => ' 7 yn A +32 * 


n=1 n=1 
+ 557), O + exo)? (m) 
=1 


La condición para que X, haga mínimo el valor de V, esto es: 


oV 
co 
nos conduce a 
a Ma 1 
O o 3 +2 — y? (n) 
Ae? hle? 4 


Consideremos el caso particular en que el diagrama de momentos es una línea 
senoidal, por ejemplo, M = M, cos (x/!). En la ecuación (n) se tendría entonces 
M, 1 
e sapos” 

EA Til 23 +2 y 

47 hell 4 

De la ecuación (R) deducimos la expresión del momento debido a la fuerza N en 
el ala, esto es, —eN: 


Xi, = — 


FUE AR e PA: IN 
M" = —eN = —eX, cos 7 “AA (p) 
Ae? * hell A 


La fórmula (d) nos permite ahora establecer la distribución de esfuerzos «a, a lo 
ancho del ala, igualando a cero todos los coeficientes A, y B,,, con excepción de A; 
y B,, haciendo (de acuerdo con las notaciones que hemos adoptado): 


EA E 
A Lrh 


Las curvas de la figura 119a representan esta distribución: la tensión o, dismi- 
nuye a medida que aumenta la distancia al nervio. 

Determinemos ahora el ancho de ala, 2 7, de una viga en T' (fig. 119a), de manera 
que el momento M” que se ha calculado [ecuación (p)] resulte de una repartición 
uniforme de tensiones en la sección transversal del ala que se señala con ray ado 
vertical en la figura, y que será el ancho eficaz del ala. 

Si M' y M” significan, como antes, las partes del momento flector que absorben 
el nervio y la placa, respectivamente, y denotamos con o, la tensión en el baricentro € 


A] = 
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del nervio y con o. la tensión en el plano medio del ala, la teoría elemental de la 
flexión nos da 


IS (q) 


y las ecuaciones de la estática, 
20, +5,A =0 
21M. = M" (r) 


Las expresiones para esas dos partes del momento flector serán, de acuerdo con 
las ecuaciones (q) y (1): 


M => (00) =7(1 qe di 
M" = 2rheve 
La relación de M” al momento flector es: 
M" _ 2xAhec. e 1 (s) 
15 INPP FUE: UI A 
2ZxMec: + e 1 + A Te 1 + Ae? + 2ihe? 


Para que esta relación sea igual a la razón M”/M, deducida de la solución exacta (p), 
debemos hacer: 


FP, _ A 
2Ahe?-  he?l 4 
de la cual resulta la siguiente expresión para la anchura eficaz 2/7 
A 
r(3 + 2v — y?) 
Tomando para el coeficiente de Poisson el valor » = 0,3, por ejemplo, tendremos 
24 = 0181 (20) 


es decir, que para el diagrama de momentos flectores que hemos supuesto el ancho 


eficaz del ala representa aproximadamente un 18 % de la luz. 


24 = 


Pp 


Fic. 120 


En el caso de una viga continua cargada con fuerzas iguales y concentrada en 
la mitad de cada tramo, el diagrama de momentos flectores será el que representa 
la figura 120. Si se expresa este diagrama de momentos por medio de una serie 
de Fourier y se aplica el método general que se ha desarrollado, encontraremos 
como ancho eficaz en los apoyos: 


4] 


24 = 0,85 ESTER 
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es decir, que resulta algo menor que en el caso de un diagrama cosenoidal de mo- 
mentos flectores, como el que antes se supuso. 


53. Arrastre por tensión cortante. Un problema de naturaleza análoga al 
que acabamos de estudiar en el $ 52 se presenta en ciertos elementos de la construc- 
ción aeronáutica. Consideremos una viga cajón (fig. 121) formada por las láminas 
delgadas ABCD y EFGH soldadas o remachadas a las dos vigas en U, ABFE y 
DCGH. Si el conjunto se encuentra empotrado en su extremo izquierdo y es cargado 
como una ménsula mediante las dos fuerzas P, aplicadas en los extremos de las vigas 


D 


Fic. 121 


en U, la teoría elemental de la flexión predice la existencia de una tracción uniforme 
en cualquier sección, paralela a BC, de la lámina ABCD. En realidad, sin embargo, 
la tensión de tracción existente en la lámina proviene de la tensión tangencial apli- 
cada a sus bordes por las vigas en U (como indica la fig. 121) y la distribución de 
la tracción a través de su anchura no es uniforme (como puede verse en la misma 
figura) siendo mayor en los bordes que en el centro. Este no cumplimiento de la 
uniformidad prevista por la teoría elemental lo llamamos «arrastre por tensión cor- 
tante» (shear lag) ya que proviene de la deformación de las láminas por tensión 
cortante. Este problema ha sido estudiado mediante el método de la energía de defor- 
mación, entre otros, partiendo de ciertas hipótesis simplificadoras?. 


Problemas 


1. Encontrar una expresión, en función de 0,, 0,, Tzy, de la energía de deforma- 
ción Y por unidad de espesor, de un cilindro o un prisma en estado plano de defor- 
mación (+, = 0). 


2. Escribir la integral que da la energía de deformación VY, en coordenadas 
polares, en función de las componentes polares de la tensión, para el caso tensional 
plano [véase la ecuación (b) del $ 51]. 

La distribución de tensiones dada por las ecuaciones (80), resuelve el problema, 
representado en la figura 122, en la cual, mediante tensiones tangenciales uniformes, 
un par M es aplicado sobre la superficie interior del anillo y otro igual y opuesto 
sobre la exterior. Calcular la energía de deformación en el anillo y deducir, igua- 
lándola al trabajo realizado durante el proceso de carga, la rotación de la circun- 
ferencia exterior cuando se mantiene fijo el borde interior del anillo (véase el pro- 
blema 2 del cap. 4). 


' E. Reissner, Quart. Applied Math., vol. 4, pág. 268, 1946; J. Hadji-Argyris, (Brit). 
Aeronaut. Research Conncil, Reports and Memoranda, núm. 2038, 1944; J. Hadji-Argyris y 
H. L. Cox, 1bíd, núm. 1969, 1944, En estos trabajos se encontrarán las referencias de los estu- 
dios que precedieron a los aquí citados. 
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3. Calcular la energía de deformación por unidad de longitud en un cilindro 
a < r < b sometido a una presión interior p, [véase la ecuación (46)] y deducir 
el desplazamiento radial de la superficie interior. 

Obtener el mismo resultado utilizando la ecuación (530) (tomando v = 0) y las 
relaciones tensión-deformación para estados tensionales planos. 


4. Interpretar la ecuación 


S5Vodx dy = 35/(Xu + Yv) dz dy + 3/(Xu + Yv) ds 


y justificar los factores ] del segundo miembro. 


M 


Fic. 122 


5. Demostrar, a partir de las ecuaciones (84), que si tenemos los estados ten- 
sional y de deformación plana («. = 0) para los que 0;, 0y, Tzy toman los mismos 
valores, la energía de deformación (por unidad de espesor) es mayor para el estado 
tensional plano. 


SO a e 
(a) (b) (c) 
Fic. 123 


6. La figura 123, (a) representa una banda sometida a una compresión que 
pone en tensión toda la pieza. En (b) la banda deformable está pegada en su parte 
inferior y superior a dos placas rígidas. ¿Se producirán tensiones en toda la pieza 
o solamente en los extremos? En (c) el borde superior es libre como en (a), pero 
el inferior está fijo como en (b). ¿La tensión que se crea será o no local? 


7. Partiendo del principio de que la energía potencial de un sistema en equi- 
librio es un mínimo respecto a la energía correspondiente a los estados vecinos, 
demostrar sin cálculos que la energía de deformación de la placa de la figura 114, 
bien disminuye, bien permanece constante, al efectuar un fino corte AB. 


8. Remplazando las fuerzas X e Y en el contorno, por las componentes radial 
y tangencial R y T y empleando para los desplazamientos las componentes polares u 
y v del capítulo 4, poner el teorema de Castigliano, expresado por la ecuación (91), 
en forma utilizable en coordenadas polares. 


9. La ecuación (91) es válida cuando 9V, 95X, ¿Y son el resultado de cual- 
quier pequeño cambio, de las componentes de la tensión, que satisface las condi- 
ciones de equilibrio (a) del $ 39, tanto si ese cambio viola o no las condiciones de 
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compatibilidad ($ 15). En este segundo caso los cambios de la tensión son los que 
realmente se dan al variar las fuerzas de contorno en 9X, 9Y”. ¿Es correcto el 


enunciado precedente ? 
Suponiendo que lo sea demostrar que el desplazamiento radial del problema 3 


viene dado por 


1 av 


(U)rua = e * Op: 
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Problemas bidimensionales 
en coordenadas curvilineas 


54. Funciones de variable compleja. Hemos visto que las coor- 
denadas cartesianas y polares eran adecuadas para la resolución de los 
problemas hasta aquí tratados. Para otros contornos, sin embargo —elipses, 
hipérbolas, circunferencias no concéntricas y otras curvas—, es preferible 
generalmente emplear otras coordenadas, para cuyo estudio así como para 
la construcción de las funciones de tensión conviene utilizar variable 
compleja. 


Fic. 124 


Dos números reales x e y forman el número complejo x + 2y en el que 12 re- 
presenta la y —1. Dado que í no pertenece al conjunto de los números reales debe 
definirse qué se entiende por igualdad, adición, sustracción, multiplicación y divi- 
sión de estos números !. Por definición x + dy = x% + iy” cuando x =x "e y = y”, 
e ? es igual a —1. Para el resto de las operaciones se dan las mismas definiciones 
que si se tratase de números reales. Así, por ejemplo, 


(e + 1y? = ** + Zxiy + (y =x*— y? + 12xy puesto que 4* = —1. 
Pasando a coordenadas polares, como se indica en la figura 124, tenemos 


2 =x+1y = r(cos 0 + ¿sen 0) (a) 


! Estas definiciones representan operaciones sobre el par de números reales usándose i sim- 
plemente por conveniencia. Véase, por ejemplo, E. T. Whittaker y G. N. Watson, Modern 
Analysis, 3.2 edición, págs. 6-8. 
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Puesto que 
el =1 +12 +5 ¡ 00)” +5 ¡00)* + 5 ri 
2 
¿2 = —1, 23 = — = 1, ete 
tendremos 
:0 1 : 1 
1040 — 14 E 2 es 


ll 


cos 0 + ¿sen 6 


de donde, de la ecuación (a) se deduce 
z=x+1y = reió (b) 


Empleando las definiciones analíticas en lugar de las geométricas podemos formar 
las funciones algebraicas, trigonométricas, exponencial, logarítmica, etc., de la va- 
riable 2 como si se tratase de una variable real. De esta forma, por ejemplo, pueden 
definirse sen 2, cos z y e, mediante su desarrollo en serie. Una función cualquiera, 
de las que estudiamos, podrá descomponerse en sus partes real e imaginaria, es 
decir, ser expresada en la forma a(x, y) + 1f(x, y) donde a(x, y), la parte real, y 
B(x, y), la parte imaginaria ', son funciones reales ordinarias de x e y (no contienen 7). 
Si la función de z, f(z=) es, por ejemplo, 1/z, tenemos: 


De forma semejante, teniendo en cuenta que ch ¿y —](e" + e %), sh 1y = 
1 IA i? ib . 
= 2 (e'" — e), y e7'” = cos y +1 sen y resulta: 


sh z = sh (x + 2y) = sh x ch 1y + ch x sh 1y 
= sh x cos y + 2 ch x sen y 

ch z = ch (x + 1y) = ch x ch 1y + sh x sh 1y 
= ch x cos y + ¿sh x sen y 


Como ejemplo ilustrativo del método general para convertir un denominador com- 
plejo en uno real consideremos la función ctgh z. "P'endremos: 


ia che . ch ls + 1y) - sh (x— y) 
sh 2 sh (x + 12y) sh (x — 12y) 
__(ch x cos y + ¿sh x sen y) (sh x cos y — 7 ch x sen y) 


(sh x cos y + 2 ch x sen y) (sh x cos y — ¿ch x sen y) 


El denominador es la cantidad real (sh x-+ cos 1)? + (ch x- sen y)? y operando el 
numerador y simplificando obtenemos: 


sh 2x — 1 sen 2y 


Eb a = ch 2x — cos 2y (e) 
Otro procedimiento posible es el indicado en la ecuación (p) del $ 62. 
La derivada de f(z) respecto a z es por definición: 


dz Az=>0 Az 


' Se observará que es real, pese a su nombre. 
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donde 4z = Ax + 14y y Az => 0 significa, por supuesto, que Ax >0 y 4y = 0. 
Pensando en x e y como coordenadas cartesianas de un punto del plano, 4x y Ay 
representarían un desplazamiento a un punto vecino y podría esperarse, a primera 
vista, que el valor de (d) dependiera de la dirección de ese desplazamiento. No obs- 
tante, el límite de (d) es expresable directamente en función de z y 4z como si se 
tratase de números reales, y los resultados correspondientes tales como 


q e) = 2%, ss senz = cos z 
deben ser independientes de la elección de 4z y de 4x y 1y. Podemos decir, por tanto, 
que todas las funciones de z, formadas de la manera corriente, tendrán derivadas que 
sólo dependerán de z, obteniéndose un único valor para todas las direcciones (de dz) 
en el punto z. Tales funciones se llaman analíticas. 

La cantidad x — 1y puede ser considerada como función de z, en el sentido, 
de que dada z lo están xe y y en consecuencia x — 2y. Sin embargo, x — 2y no suede 
obtenerse a partir de z en la forma en que obtenemos, por ejemplo, ”, e“, etc. 
Su derivada respecto a z, que es el límite de (4x — 24y)/(4Ax + 14y) cuando Ax, 
Ay => 0, depende de la dirección del desplazamiento 4x, Ay. Si tomamos este des- 
plazamiento en la dirección x, de forma que 4y = 0, obtenemos 1 como valor del 
límite. Si tomamos el desplazamiento en la dirección y, Ax = 0 y el límite es —1. 
En consecuencia, x — 2y no es una función analítica de x + 1y. En la construcción 
de las funciones de tensión usaremos funciones analíticas junto con la expresión 
x — iy. Cualquier función en la que intervenga 2 recibe el nombre de «función 
compleja». 

Una función analítica f(z) tendrá una integral indefinida, que se define como la 
función cuya derivada respecto a z sea f(z), y que representaremos por | feaddz. 
Si, por ejemplo, f(z) = 1/z tendremos: 


f az =108 2 +0 


donde la constante aditiva C' es ahora un número complejo A + 1B, que contiene 
dos constantes reales arbitrarias A y B. 


55. Funciones analíticas y ecuación de Laplace. Una función analítica 
F(z) puede ser considerada como una función de x e y y sus derivadas parciales serán: 
una 


210 =¿10É=-10É-10 (a) 
puesto que 0z/0x = 1, y la otra: 
TO =10=10 (b) 


puesto que 0z/0y = 1. 
Poniendo Fz) en la forma a(x, y) + ¿f(x, y), o para abreviar au + 1f$, tendre- 
mos también: 


210) = ¡2 y ¿ye 2) = 5 (o) 


y comparando las ecuaciones (c) con las (a) y (b) obtenemos 


¿(0% y 28 de 452 


dx da) dy (d) 
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Recordando que a y f son reales, que * = —1 y que la igualdad de números com- 
plejos implica la de sus partes real e imaginaria, resultan las ecuaciones 
A 
dx Oy dy dz (e) 


las cuales reciben el nombre de ecuaciones de Cauchy-Riemann. Derivando la pri- 
mera respecto a x, la segunda respecto a y y sumando, obtenemos: 


0% da 


Una ecuación de este tipo, se llama ecuación de Laplace y las soluciones de la misma 
reciben el nombre de funciones armónicas. Eliminando a de forma semejante de las 
ecuaciones (e), tendremos asimismo: 

98, 9B_o 

dai Yaya (9) 
Vemos, pues, que si dos funciones a y f, de x e y, son las partes real e imaginaria 
de una función analítica f(z), ambas satisfacen la ecuación de Laplace, ecuación 
ésta que se encuentra en muchos problemas de la Física incluidos los de la Elasti- 
cidad [véase, por ejemplo, la ecuación (b) del $ 16]. 

Las funciones a y f se dice que son funciones armónicas conjugadas y es evidente 
que dada cualquier función armónica a, las ecuaciones (e) determinan, salvo una 
constante, la función $ conjugada con la a. 

Como ejemplos de deducción de funciones armónicas a partir de funciones 
analíticas de z consideremos las funciones e*”*, 2” y log z en las que n es un número 
real. Para la primera de ellas tenemos: 


e =e" e = e "Y cos mx + le” sen nx 


de donde vemos que e ”” cos nx y e ”” sen nx son funciones armónicas. Cambiando n 
por —m encontramos que e”" cos nx y e”” sen mx son también armónicas, de donde 
se sigue que también lo son: 


sh ny sen nx, ch ny sen nx, sh ny cos ax, ch ny cos nx (4%) 


puesto que se obtienen sumando y restando las funciones precedentes y añadiendo 
el factor 1/2. Partiendo de z” tenemos: 


2" = (rel0)” = ret"? = y" cos nb +:¿r" sen nó 
encontrando las siguientes funciones armónicas: 
r" cos n0, r” sen n0, ros 10, r ” sen nf (2) 
y de 
log z = log re" = log r + ¿0 
obtenemos 
log r, Y) (1) 


Como puede comprobarse fácilmente las funciones (1) y (¡) satisfacen la ecuación 
de Laplace en coordenadas polares [véase la ecuación (d) del $ 25], la cual es: 


a (do) 


ar? r ór y2 982 
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Problemas 


1. Determínense las funciones reales de x e y que son las partes real e imag1- 
naria de las funciones complejas 2”, =*, tgh x=: 


Le — 3%, 2x9, 1 — 32, y — Y; 
sh 2x(ch 2x + cos 2y) *, sen 2y(ch 2x + cos 2y) *] 


2. Determínense las funciones reales de r y O que son las partes real e imagi- 
naría de las funciones complejas z *, z log z. 


[r * cos 20, r ? sen (; r log r cos Y — rf sen (, r log r sen 0 + rÚ cos 0] 
3. Si £ es una variable compleja y = = € ch /, obténgase 


d 
q ní 


Escribiendo ¿ = ¿+ 19 determínense las partes real e imaginaria de esta derivada 
cuando c y n son reales. 
4 Sizg=x+10, ¿=£¿+im8 y z=1actgh¿ : (a es real) demuéstrese que 


> a sen y es 
4 ch ¿— cos y? á ch 


ash í£ 
¿É— eos y 


56. Expresión de la función de tensión mediante funciones 
armónicas y complejas. Dada una función cualquiera de x e y, y, 
derivando obtenemos 


ga. a O E 9y 
(E+5) (m ="(2 +) +2% (a) 


y si y es armónica, el paréntesis del miembro derecho se anulará. En este 
caso 0y/0x es también una función armónica puesto que: 


9 oy A O 
a+ 35) (3) - EE 


Una nueva aplicación de la laplaciana (a) nos da 


ae 9? 9? 9? 
Gatas) Gs +37) en =0 de 
que es lo mismo que 
91 9s 91 
(5 +2 aga 5) Sel 


de donde comparando con la ecuación (a) del $ 17, deducimos que la fun- 
ción Xp, si y es armónica, puede ser usada como función de tensión. 
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Esto mismo es cierto también para yy, para la función y, y como puede 
comprobarse fácilmente, derivando, para (x” +4 y%)y, que es r”y. 
"Tomando, por ejemplo, las dos funciones armónicas:* 


sh ny sen nx, ch ny sen nx 


de (2) ($ 55) y multiplicándolas por y, llegamos, por superposición, a la 
función de tensión (d) del $ 23. Asimismo, tomando las funciones (2) y (7) 
del $ 55 y multiplicándolas por x, y o +” podemos obtener todos los tér- 
minos de la función de tensión en coordenadas polares dada por la ecua- 
ción (81) en el $ 39. 

No obstante, la pregunta de si cualquier función de tensión puede ser 
expresada de esta forma sigue planteada y a ella vamos a responder en 
seguida al conseguir expresar la función general de tensión mediante 
dos funciones analíticas arbitrarias. 

Escribiendo el operador laplaciano 


9” 9? 

2 Y 

ox* * dy* 
mediante el símbolo V* podemos formular la ecuación (a) del $ 17 así: 
V*(V?6) =06 V*ó% = 0, Llamando P a V? 4, que representa a 0, + 0,, 
vemos que P es una función armónica, teniendo por lo tanto, una función 


armónica conjugada O. En consecuencia P + 10 es una función analítica 
de z que podemos escribir 


He) =P +10 (c) 


y su integral respecto a z, que expresamos por 4y(2) será también una 
función analítica. Llamando, entonces, p y q a las partes real e imaginaria 
de y(z) tenemos: 


v(z) =p + 14 = 2Sf(2) de (a) 
de forma que y'(2) = 1/4 f(z). Asimismo 


0p , .0q _ 9 bi BO 0 . 
sn ta e =YW 2) 7 = qÍ) =(P +10) 


e igualando las partes reales del primer miembro y del último, obtenemos 


op 1 
dE (e) 


y puesto que p y q son funciones conjugadas, satisfacen las ecuaciones (e) 
del $ 55, de forma que 


oq _1 
da (1 
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Recordando que P = V* 4 y partiendo de las ecuaciones (e) y (f), podemos 
ver que % — xp — yq es una función armónica ya que 


vió — ap — ya) = Wo 2 250 =0 (9) 
Tenemos, por lo tanto, que para cualquier función de tensión 4 
$ —BP.= YE = Pi 
donde p, es una función armónica y en consecuencia 
$b= xb + yp + Pr 


lo que demuestra que cualquier función de tensión puede ser expresada 
mediante dos funciones armónicas conjugadas p y q y una función armó- 
nica p, convenientemente elegidas. 

La utilidad de la ecuación (96) será comprobada más adelante, pero 
como vamos a ver ahora el uso de las dos funciones p y q no es necesario. 
En lugar de la ecuación (g) podemos escribir: 


Ya —20p) = Ve 42 + 


lo que demuestra que 4 — 2xp es una función armónica, que llamamos 
Pb», con lo que cualquier función de tensión es expresable en la forma 


$ = 2xp + pz (h) 


donde p y pz son dos funciones armónicas convenientemente elegidas. 
De forma semejante, considerando ¿4 — 2yq, puede demostrarse que 
cualquier función de tensión es también expresable en la forma 


$ = —2YQ + Ps 


donde q y p3 son dos funciones armónicas convenientes. 
Volviendo a la fórmula (96), introduzcamos la función q, que es la 
armónica conjugada de p, y escribamos 


x(2) = pi + Y 
Entonces es fácil comprobar que la parte real de 
(x — iy)Mp + 1q) + px + 1 


se identifica con el miembro derecho de la ecuación (96). En consecuencia, 
cualquier función de tensión es expresable en la forma' 


p = Re [2y(2) + x(2)] (97) 


' E. Goursat, Bull. Soc. Math. France, vol. 26, pág. 206, 1898. N. I. Muscheli$vili, Math. 
Ann., vol. 107, págs. 282-312, 1932. 
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donde Re significa «parte real de», 3 representa x — 1y, y yw(z) y y(z) son 
funciones analíticas elegidas convenientemente. Recíprocamente toda 
función (97), sean cuales fueren y(z) y (2), es una función de tensión 
que satisface a la ecuación (a) del $ 17. Esto será aplicado más adelante 
a la solución de varios problemas de interés práctico. 

Escribiendo la «función compleja de tensión» contenida entre corchetes 


en (97) de la forma 
zz yl) 


Z 


+ x(2) 


y observando que 32 = +” y que y(z)/z es también función de z encon- 
tramos que cualquier función de tensión puede expresarse en la forma 


r"Ds «]- Ps 


siendo p, y Pp, funciones armónicas. 


57. Desplazamientos correspondientes a una determinada 
función de tensión. En el $39 vimos que la determinación de las 
tensiones en una región múltiplemente conexa requiere la evaluación de 
los desplazamientos, con el fin de asegurarnos de que no'son discontinuos, 
o lo que es lo mismo, de que las tensiones no son causadas parcialmente 
por dislocaciones. Con tal fin, así como para aquellos casos en que los 
desplazamientos interesan por sí mismos, se necesita un método que 
permita obtener las funciones de los desplazamientos u y v a partir de la 
función de tensión. 

Las relaciones tensión-deformación para problemas planos, ecuacio- 
nes (22) y (23), pueden escribirse de la siguiente forma: 


Ly = 92 — Oy, As (a) 
dv , du 
G E FA E) = Toy (b) 


Llevando la función de tensión a la primera de las ecuaciones anteriores 
y recordando que P = V” Y, tenemos: 


du e e _ (, eN 0% 
os ar der ( ) y 


90%4b 
== fl HE 
y de forma semejante 


o P (d) 
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Dividiendo por 1 + » y sustituyendo P por 40p/0x en (c) y por 40q/0y 
en (d) [ecuaciones ($) y (g) del $ 56] obtenemos 


du 0 4 dp dv __ 4 0% 
A 1 +v0x E y dy? > (e) 
que integrando nos da 
un E 2h 0 


Tr l+y 


donde f(v) y f,(x) son funciones arbitrarias. 
Sustituyendo estas expresiones en el primer miembro de la ecuación (6) 


obtenemos 
E op ,9Y 1d | l1df _ 
A E + 2) AN (9) 


donde el primer término de la izquierda es 7T,, y el paréntesis se anula 
por ser p y q funciones armónicas conjugadas, que satisfacen las ecuacio- 
nes de Canchy-Rieman ($ 56). En consecuencia 


de donde 
loa a 


siendo 4 una constante. Se sigue de ello, que los términos f(y) y f(x) 
de la ecuación (f) representan la traslación de un cuerpo rígido, por lo 
que suprimiéndolos, las ecuaciones (f) resultan' 


da I+ip? narra? Y 


entendiéndose que se pueden añadir los desplazamientos correspon- 
dientes a la traslación de un cuerpo rígido. 

Estas ecuaciones nos permiten obtener u y v cuando ¿4 es conocida. 
Para ello determinamos primero P = V” 4, hallamos luego su función 
conjugada O mediante las ecuaciones de Canchy-Rieman, 


P_0 P__2 
Ox dy” Oy dx 


? 
formamos la función f(=) = P + 10 y obtenemos p y q integrando f(x) 
- como en la ecuación (d) del $ 56. Los términos de las ecuaciones (A) son 


entonces conocidos. 


1 A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, 4.2 edición, $$ 14 y 146, 1926. 
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Más adelante veremos la utilidad de estas ecuaciones en algunas apli- 
caciones en las que el método de determinación de desplazamientos 
usado en los capítulos 3 y 4 no es eficaz. 


58. Tensiones y desplazamientos expresados en función de 
los potenciales complejos. Hasta aquí, las componentes de la tensión 
y de los desplazamientos han sido obtenidos a partir de la función de ten- 
sión, pero dado que la ecuación (97) expresa 4 en función de y(z) y y(z) 
es posible también obtener las tensiones y desplazamientos a partir de 
estos dos «potenciales complejos». | 

Cualquier función compleja f(z) puede ponerse en la forma a + 48, 
donde a y f son reales. A tal función se la puede hacer corresponder la 
conjugada", que es el valor que toma f(z) cuando en ella sustituimos ¿ por 
—1. La notación que utilizamos para designar a la conjugada es la siguiente: 


JE) = 0 — 18 (a) 


Si por ejemplo, f(=) = e'"* tendremos 
(E) — e7inz — e7inta—iy) = ginz . enu (b) 
que podemos comparar con 
10) = 0 
con el fin de ilustrar el significado de la barra que existe sobre la f en la 


ecuación (a). 
Evidentemente 


Fo) +16) = 2a = 2 Re f(2) 


por lo que si añadimos a la función contenida en los corchetes de la ecua- 
ción (97) su conjugada, la suma será el doble de la parte real de esa función. 
La ecuación (97) puede, por lo tanto, ser remplazada por la 


29 = ap (2) + x(2) + ap (2) + x(2) (98) 


en la que derivando resulta 
OOO 
22 day () Y) + (0) — +) 0] 


Estas dos ecuaciones pueden combinarse en una, multiplicando la segunda 
por 1 y sumándolas. 


! El significado que aquí tiene esta palabra es distinto del que toma en la expresión: «fun- 
ción armónica conjugada». 
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Entonces: 


HI MAREO (o) 


Combinando de igual forma las ecuaciones (h) del $ 57 se obtiene 


á 10) 0 
2G(u + 10) = Er 
que usando la ecuación (c) y la (d) del $ 56 queda 
2G(u + tv (2) —x() (99) 


ecuación, que conocidos los potenciales complejos y(z) y y(z), nos per- 
mite determinar u y v para los estados tensionales planos. Para los estados 
de deformación plana, de acuerdo con el $ 19, debemos sustituir »/(1 — ») 
por » en las ecuaciones (99). 

Las componentes de la tensión 0,, 0,, Tzy, pueden obtenerse directa- 
mente derivando dos veces la ecuación (98), pero en vista de su aplicación 
en coordenadas curvilíneas es preferible proceder de otra manera. Deri- 
vando respecto a x la ecuación (c) se tiene: 


VO A WVOFAVOAO O) 


y derivando respecto a y y multiplicando por ¿ obtenemos: 


EZ, a Se = VO O-VOF+EO 


Sumando y restando ahora las ecuaciones (d) y (e) se obtienen las siguientes 
expresiones, más sencillas' 


02 +01 = 24 (2) + 2'(2) = 4Rey(2) (100) 
Oy — 07 — 2177 = 2l2P""(2) + x"(2)] (101) 


una de las cuales, la (101) puede tomar, cambiando í por —1, esta otra 
forma 


Oy — 07 + ZTay = 2124 ""(2) + x"(2)] (102) 


Dados pues los potenciales complejos y(=) y y(z) podemos determinar 
las componentes de la tensión mediante las ecuaciones (100) y (102). 
Separando las partes real e imaginaria de (102) ó (101) obtenemos separa- 
damente 0, — 0, y 277y y los desplazamientos correspondientes mediante 
la ecuación (99). 


' Estos resultados y la ecuación (99) fueron obtenidos por G. Kolosoff en su tesis doc- 
toral. Véase su trabajo en Z. Math. Physik, vol. 62, 1914. 
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Como una sencilla ilustración de este método consideremos la distribución ten- 
sional polinómica estudiada en el $ 17. Evidentemente la ecuación (98) nos dará 
una función de tensión, que es un polinomio de quinto grado, si tomamos 


y(2) = (as + 1bs)2t,  x(2) = (cs + 1d5)2* 
donde a;, b;, c, y d, son coeficientes reales arbitrarios. Entonces 


y (2) = 4(as + 2b5)2*, x (2) = 5(cs + 1ds)2* 
y"(2) = 12(as + 1b)22,  x"(2) = 20(cs + ids)zs 


y de las ecuaciones (100) y (102) obtenemos 


0 +0, = 4Re4(as + 1b5)2* 
16 Re (as + 1b5)[1? — 3xy? + 1(32*%y — y?)] 

= 16a5(13 — 3xy?) — 16b5(31%y — y?) 
Sy — 07 + 2trzy = 2[12(a5 + 1b5)22? + 20(c5 + 1ds)2*] 

= 2Z4(a5 + 1b5) (2 — iy) Mx + 1y)? + 20(cs + 1ds)(x + 2y)? 

= [24asx(1? + y?) — 24bsy(1? + y?) + 20cs(1? — 3xy?) 

— 20d:(31*%y — y?)] + 1[24asy(2? + y? + 24bsx(x? + y?) 
+ 20c5(31%y — y?) + 20d5(x3 — 3xy?)] 


correspondiendo las expresiones entre corchetes a 0, — 0, y 2r., respectivamente. 
Los desplazamientos correspondientes se obtienen fácilmente mediante la ecua- 
ción (99), resultando 


2G(u + iv) = El (as + 1b5)2* — 4(as — 1b5)223 — 5(c5 — 1d5)21 


59. Resultante de las tensiones que actúan sobre una curva. 
Condiciones de contorno. La figura 125 muestra el arco AB de una 
curva trazada sobre la placa. La fuerza ejercida por el material situado 
a la izquierda del arco AB sobre el material situado a la derecha, en el 


A d As 
as 29 XaAs 
LB 
y y y 
Yds 
(a) (b) 
Fic. 125 


arco ds, puede representarse por las componentes Xds e Yds, cuyo valor, 
como se deduce de las ecuaciones (12) del $ 9, viene dado por las expre- 
siones: 

X =0,C080 + Tzy sen 

Y = Ty SEN Y + Ty COS (a) 
en las que a es el ángulo formado por la normal N y el eje x. Al elemento 
de arco ds corresponden los elementos dx y dy, que se indican en la fi- 
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gura 125b, y dado que al ir de 4 a B x disminuye y dx será negativo. 
Entonces 


_dy o 
C0s 9 = 7 Ssna= => (b) 
y llevando estos resultados, junto con los 
0% _ 0% ss _ Po 


Oz = 


yr “7 ga Y". gx0y 


a las ecuaciones (a), obtenemos 
> 0% dy, 0% dx _ 9 (09 dy = _d (E 
4 = dy? de a A ES 23 dy 


Pedo 0 dy_  d[0% (c) 
dx? ds  0x0yds ds Nox 


Las componentes de la fuerza resultante que actúa sobre el arco AB son, 


por lo tanto 
B B 
3 ? a d (09 _|09 
=), 10 / 50) ole, 
B B 
e de 0$ 
F,=/| 7 ds Li 2) do =— El] 


representando el corchete, la diferencia entre los valores que la cantidad 
que encierra, toma en los puntos B y 4. 

La fuerza que actúa sobre AB tiene un momento respecto a O (de 
sentido el del giro de las agujas del reloj) cuyo valor es: 


O) 


que integrando por partes queda! 


B 0H + 
m=lo| [4 y3t] (o) 


Si AB representa una porción del contorno sobre la que no actúa nin- 
guna carga X e Y serán nulos y según las ecuaciones (c) 0.4$/0x y 0 g/0y 
se mantendrán constantes a lo largo de AB. Si sobre AB actúa una deter- 
minada distribución de carga las ecuaciones (c) fijarán los valores de 04 /0x 
v 06/0y a lo largo del contorno, lo que equivale a dar las derivadas normal 


(d) 


' Las ecuaciones (d) y (e) sirven para establecer una analogía entre los problemas tensio- 
nales planos y el movimiento bidimensional lento de fluidos viscosos. Véase J. N. Goodier, 
Phil. Mag., serie 7, vol. 17, págs. 554 y 800, 1934. 
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04/0n y paralela 0.4/0s a AB. Estas derivadas son conocidas si se da Y y 
0ó/0n a lo largo de AB'. 

Sea ahora un arco que se cierra sobre sí mismo, de forma que A coim- 
cida con: B, pero en el que este punto sigue siendo considerado como 
aquél al cual se llega después de recorrer el arco, partiendo de 4. Las 
ecuaciones (d) y (e) nos dan entonces la fuerza y el momento resultante de 
las tensiones que actúan sobre la porción de placa contenida en el circuito 
cerrado AB. Si tales resultantes no son cero, 0$/0x y 04/0y, no toman 
sus valores iniciales (4) después de recorrer el circuito (B), siendo, por 
lo tanto, funciones discontinuas como, por ejemplo, la coordenada polar 
(). Este caso se dará solamente cuando cargas iguales y opuestas a FF, y 
F,, y M, son aplicadas en puntos interiores de la porción de placa limitada 
por la curva AB. 

Expresando las dos ecuaciones (d) en función de los potenciales com- 
plejos w(z) y y(z) de la ecuación (98) tendremos 


Ko) 09 _ 109 .09 
Es + Ey = [9 - e] - y E + el 
y usando las ecuaciones (c) del $ 58, resulta 
P, + 3F, = —ily() + V' (8) + 014 (103) 
Las ecuaciones (e) nos quedan así: 
M = Re [-—22P'(2) + x(2) — 2x"(8)1% (104) 


Las ecuaciones (103) y (104) aplicadas a un circuito cerrado que rodee al 
origen, muestran que si las funciones y(z) y y(z) son del tipo z” (donde 
n es un entero positivo o negativo) F,, F, y M serán nulos, ya que las 
funciones entonces contenidas en los corchetes vuelven a tomar su valor 
inicial cuando el circuito es completado. Estas funciones, por lo tanto, 
no pueden representar las tensiones producidas por cargas aplicadas en el 
origen. La función log z = log r + 20 por el contrario, no vuelve a tomar 
el mismo valor al recorrer un circuito que rodee al origen, puesto que 6 
aumenta en 2x7. En consecuencia, si y(z) = Clogz o y(z) = Dz log z 
(donde C y D son constantes complejas) la ecuación (103) dará un valor 
no nulo para F, + 1F,. Asimismo la función y(z) == D log z dará un 
valor no nulo de M si D es imaginario y nulo si D es real. 


60. Coordenadas curvilineas. Puede considerarse que las coor- 
denadas polares r y 0 (fig. 124), especifican la posición de un punto me- 
diante la intersección de una circunferencia (de radio r) y de una recta 


l Estas ecuaciones fundamentan la analogía con la deflexión transversal de las placas 
elásticas. Véase R. D. Mindlin, Quart. Applied Math., vol. 4, pág. 279, 1946. 
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radial (de dirección 6), El paso de las coordenadas cartesianas a las polares 
se realiza mediante las ecuaciones 


vir = 5, arctg - = $ (a) 


La primera, cuando el paramento r toma diversos valores, representa la 
familia de circunferencias y la segunda, al variar el valor de (, la familia 
de rectas radiales, 

Las ecuaciones (ea) son un caso particular de las 


Prey) yz E, Pala) E (Bb) 


Dando unos valores determinados a ¿y y (uno a cada parámetro) estas ecua- 
ciones representarán dos curvas, las cuales se cortarán si hemos elegido 
convenientemente las funciones Filx, 14) y Falx, y). Para nuevos valores 
de £ y y obtendremos nuevas curvas y nuevos puntos de intersección de 
forma que cada punto del plano xy podrá ser caracterizado por un cierto 
valor de £ y y [los valores que hagan que las dos curvas dadas por (6) pasen 
por él] y £ y y pueden ser consideradas como las vcoordenadas» del punto. 
Puesto que dados los valores de ¿ y y el punto que definen es el de inter- 
sección de dos curvas, estas coordenadas son llamadas coordenadas cur- 
vilineas . 

En el capítulo 4 vimos la utilidad de las coordenadas polares en el 
tratamiento de problemas de contornos circulares concéntricos. En tales 
contornos las tensiones y los desplazamientos son función solamente de 
ff puesto que en ellos r es constante, 51 los contornos consisten en otras 
curvas, elipses por ejemplo, es conveniente usar las coordenadas curvi- 
lineas en las que una de las coordenadas se mantenga constante en cada 
contorno. 

Despejando x e y de las ecuaciones (0) obtendremos las expresiones 


r=flbm, y = fal) (e) 


las cuales son, por lo general, más útiles que las (5). Consideremos, por 
ejemplo, las dos ecuaciones 


x=cch ¿008 y, y =cC€5h É sen y (d) 


en las que e es una constante. Eliminando y se obtiene: 


3 Z 


A 
EE 


y si 3 es constante ésta es la ecuación de una elipse de semiejes e ch £ y 
csh 3, cuvos focos se encuentran en x = +e. Para distintos valores de 


' La teoría general de las coordenadas curvilineas fue desarrollada por Lamé en su libro 
Leccons sur les coordenmées curviliznes, Paris, 1859, 
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¿ se obtienen distintas elipses, todas con los mismos focos que forman, 
por tanto, una familia de elipses homofocales (fig. 126). En una cualquiera 
de estas elipses £ es constante y y varia, de igual forma que sobre una 
circunferencia, en coordenadas polares, r es constante y ( varía. De hecho, 
en el caso presente y es el ángulo de excentricidad de los puntos de la 
elipse, 


51 haciendo uso de la ecuación ch? ¿ — sh? £= 1, eliminamos ahora £ 
de las ecuaciones (4) tendremos 


q? y 
eme pi pero praia (e) 
cicosip ec isen? y 
ecuación que para un valor constante de y representa una hipérbola, 
cuyos focos son los mismos de las elipses. La ecuación (e) representa, 
por lo tanto, una familia de hipérbolas homofocales, sobre cualquiera de 
las cuales y es constante y £ varia. Estas coordenadas reciben el nombre de 
elípticas. 

Las dos ecuaciones (d) son equivalentes a x + iy =e€ cosh(¿ + 2) O 


¿=echf (1 
donde ¿= ¿+ tf. Estamos evidentemente frente 4 un caso particular 
de la relación 

2= 0 (9) 


lo que adernás de definir 2 como función de ¿ permite despejar Í y ex- 
presarla como función de s. ¿y y son entonces las partes real e imaginaria 
y por lo tanto satisfacen las ecuaciones (e), de Cauchy-Rieman, y las ($) 
y (e), de Laplace, del $ 55. 


Sia y Ó son las coordenadas polares de un punto de la circunferencia que circunscribe 
una elipse de semiejes e y b, la perpendicular por ese punto al eje x corta a la elipse en el 
punto x =a cos Ó, y = 6 3en ( (0 es Mamado el ángulo de excentricidad de ese punto de la 


elipse. 


15.—TEZHEIA DE LA ELASTECIDAD 
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Todas las ecuaciones que vamos a usar en este capítulo serán deduci- 
das de ecuaciones del tipo (2) y en consecuencia tendrán algunas pro- 
piedades especiales. Si el punto x, y tiene las coordenadas curvilineas 
¿, q, las del punto vecino x + dx, y + dy serán ¿+ dí, y + de y dado 
que existen dos relaciones del tipo (2) podremos escribir 


dx dr _ y dy 
de = ¿de + 5d, dy = ¿pde +3, da (A) 


S1 solamente varia ¿ los incrementos dx, dy corresponden a un elemento 
de arco ds que pertenece a una curva y = cte., y entonces: 


_ dx _ óy 
de donde 


(ds)? = (dx)? + (dy)? = [€] + (5) (de)? (5) 


Dado que = = (1), tendremos que 


E ti ORTO (4) 
donde 
FU) = qa 


Puesto que además toda cantidad compleja puede escribirse en la forma 
J eos a +1) sen a = Je" (J y a reales), podremos poner 


1 =Je= 0 
deduciéndose entonces de la ecuación (4%) 
óx d 
dE” J cos a, al = J sena (m) 
v de la (y) 
de; = Y dé 


Partiendo de las ecuaciones (1) y (m) podemos calcular la pendiente 
de dsz, la cual es 


A tg a (n) 


de donde deducimos que «, dado por la ecuación (1), es el ángulo formado 


por la tangente a la curva y = cte., en la dirección de las ¿ crecientes, 
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y el eje x (fig. 127). Si de forma semejante varia solamente 3, los incre- 
mentos de y dy, dados por las ecuaciones (A), corresponden a un elemento 
de arco ds, perteneciente a una curva £ = cte., y en lugar de las ecuacio- 
nes (í) tendremos: 


1] 
= dy, dy = 3, 


Procediendo como hemos hecho más arriba obtenemos que 


y = Isma, 7 = Y cosa 
y también que ds, = Jd,. Asimismo ocurre que 


dy/dx = —ctga 


resultado que comparado con la ecuación (1) nos dice que las curvas 
É£= ete. y y = ete, se cortan ortogonalmente (fig. 127), 


E 
pe 


É incremento 


A incremento 
Fe. 127 


Considerando, por ejemplo, las coordenadas elípticas definidas por 
la ecuación (f) tendremos: 


f=esh ¿=esh ¿cos y + de ch E sen y = Je” 
Comparando las partes real e imaginaria de la última igualdad se obtiene 
J cos u =csh Ecos y, J sena =c€ ch ¿sen y 
Y, por tanto, 


Je= sh? Ecos y + ch E sen? y) = de (ch 2£ — cos 29) (0) 
te-u=ctgh ¿tg y (») 


61. Componentes de la tensión en coordenadas curvilineas, 
Las ecuaciones (99), (100) y (102) dan las componentes cartesianas de los 
desplazamientos y las tensiones en función de los potenciales complejos 
yla) y glo). Si usamos coordenadas curvilineas podremos expresar los 
potenciales complejos en función de [, haciendo uso para ello de la ecua- 
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ción, del tipo de la (£) del $ 60, que define las coordenadas curvilineas. 
Hecho esto, el expresar 07, 0y, Try en función de £ y y no presentará 
ninguna dificultad. 

En general, sin embargo, es conveniente especificar la tensión mediante 
las siguientes componentes: 


o, componente normal a la curva ¿ = cte. 
fy, componente normal a la curva y = cte. 
Tzy, Componente tangencial a ambas curvas 


las cuales son representadas en la figura 128. Comparando esta figura y 
la 127 con la 12 vemos que c: y ts corresponden a o y 7 en la figura 12. 
Podemos por lo tanto usar las ecuaciones (13), resultando: 


0 = Ho, + 0,) + Ha, — 0,) cos 24 + T,y sen le 


Ti = — Ho, — 5) sen 2u + Tzy cos la 


De forma semejante sustituyendo e por 112 + a se obtiene la ecuación: 
dy = Hoz + 06) — Ho, — 0y) cos lu — Tyy sen 2a 
que junto con las anteriores nos permite obtener las siguientes: 
DT + 05 = 07 + 0, (105) 


dy — 05 + 21, = €" (0, — 07 + 2tzy) (106) 


El factor e***, que se presenta cuando usamos coordenadas curvilíneas, 
vwene definido por = = f(2) y puede obtenerse a partir de la ecuación (1) 
del 5 60. Esta ecuación junto con su conjugada, que se obtiene cambiando 
¿por —1£, nos da 


PUN = Je, O Jer 
de donde 
ls TN) 
gta = Cr (107) 
PU 
En coordenadas elipticas, por ejemplo, P(2) =esh l y 


sh £ 
Y 17 ' 
A E 
em (q) 
Determinado asi el valor de e**”, las ecuaciones (105) y (106) expresan 
52, €y Y T¿y en función de 0,, 0, Y Tay- 
Los desplazamientos en coordenadas curvilineas son especificados 


Ae 


mediante las componentes u: de sentido el de las E crecientes (fig. 127), 


' Las ecuaciones (105), (106) y (108) fueron obtenidas por Kolosoff, loc. ct. 


PROBLEMAS BIDIMENSIONALES EN COORDENADAS CURYILINEAS 229 


y uy, de sentido el de las y crecientes. Si u y y son las componentes carte- 
sianas de los desplazamientos tendremos: 


e = 4 2OS 4 + YU Sen a, Uy = Y COS 4 — Y Sen a 
y por lo tanto 
A A (108) 


Haciendo uso de la ecuación (99), con = = f(2), y de la (107) podemos 
expresar 4¿ y us en función de £ y y, una vez que hayamos elegido los 
potenciales complejos ywz) y yz). 


Dirección de HI Dirección de 


ii-dumentando ¿-ouméntando 
: Fig, 128 


Combinando las ecuaciones (99, (100) y (102) con las (105), (106) y 
(108) obtenemos las siguientes expresiones de las componentes de las 
tensiones y los desplazamientos (en la última de ellas se ha sustituido 
i por —i): 


+0 = 24 (2) + 12] = 4 Re y(2) (109) 
Ty — 04 274 = 2e 3" (2) + 0" (2)] (110) 


2H; — dl) mm el É F : via) — ap "(2) — 0) (111) 


las cuales serán usadas más adelante en la solución de diversos problemas 
en los que existen contornos curvilíneos, 


Problemas 


1. Demostrar que en coordenadas polares, dadas por = = e*, la ecuación (107) 
se convierte en e =e" y a=y]= 

2. Obtener la solución en coordenadas polares de los siguientes problemas, 
mediante los potenciales complejos que se indican, y calcular las componentes de 
las tensiones y los desplazamientos. Las letras mayúsculas indican constantes que 
pueden ser complejas: 
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a) Ánillo (a < + < 5h) sobre cuyos contornos actúan dos AN iguales y opues- 
tos M causados por esfuerzos tangenciales (fe. 122). y( += 0, r() = A log x. 

bj Anillo sometido a una presión interna bp, y otra externa be pa el $ 26). 
pla) = Az, q) = Blog z. 

cd) Flexión simple de una barra curva y «dislocación rotacional* de un anillo 
(véanse los $5 27 y 20 we) = Az log : + Bz, r() = Clog x. 

di El problema resuelto en el 5 31, v()=4:2B logs, y(s)= Ez log 34 Dz. 

ep Placa con orificio circular sometida a tensión (5 32) yla) = 43 + Blxz, 
yís) = Clogs + De? + Fla”. 

A Distribución radial de tensiones del 5 33. w(<) = Alog=, gíz) = Bz log z. 

£) Placa indefinida cargada por una fuerza concentrada en un punto (5 38). 
vis) = A log =, y(2) = Be log £. 


62. Soluciones en coordenadas elipticas. Placa sometida a un 
esfuerzo de tracción uniforme. Las coordenadas elipticas ¿ y y 
que hemos representado en la figura 126 y considerado ya en el $ 60 
están definidas por las ecuaciones: 


z=echf, ¿= Eta (a) 
de las cuales se deduce: 
x=ech Ecos y, y=csh ¿sen y 
Y 
de sh ¿ 
—=c€5h (£ Paid - b 
dí E sh í (0) 


Supuesta dada una elipse, de semiejes a y 6, correspondiente al valor 


¿= E, tendremos: 
cch E =a, esh E =b le) 


de donde se deduce, que dado un miembro de la familia de elipses toda 
la familia tanto de elipses como de hipérbolas (véase el $ 60) está definida. 
51 £ es pequeño, la elipse es muy estrecha convirtiéndose para E = 0 en el 
segmento de longitud e que une los focos. 51, por el contrario, damos a 
¿i valores positivos cada vez mavores, la elipse aumenta tendiendo a una 
ercunferencia de radio infinito en el límite ¿£ = <. Cuando un punto da 
una vuelta completa a una elipse cualquiera, el valor correspondiente 
de y toma todos los valores que van de O a 2, recordando en este aspecto 
esta variable al ángulo 6 de las coordenadas polares. Debido a esto, la con- 
tinuidad de las componentes de las tensiones y los desplazamientos, 
exige que sean funciones periódicas de », con periodo 27, de forma que 
su valor sea igual para y = Ú y y = 2x, 

Consideremos ahora el caso de una placa indefinida sometida a una 
tracción uniforme 5, sólo alterada por la presencia de un agujero eliptico 
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de semiejes a y b, sobre cuyo contorno no actúa ninguna fuerza exterior. 
Estas condiciones significan que: 


0, =0=% enel infinito (¿ > x) (d) 
0; =T¿g =Ú sobre el contorno eliptico del orificio, donde £ toma el 
valor £, (e) 


De las ecuaciones (100) y (102) se deduce que la condición (4) es satis- 


fecha si 


2 Re y(=) = $, ul + (2) = O a infinito (0 


Puesto que las tensiones y los desplazarmentos han de ser, por razones 
de continuidad, funciones periódicas de y, con periodo 2x, tomamos 
expresiones de w(s) y 7(2) que den una función de tensión de la misma 
periodicidad. Tales expresiones son: 


sh 1í =sh 1í cos ny + 1 ch mí sen ay 
ch ni = ch ricos + ¿sh ni sen ”y 


en las que r es un entero. La función y() = Bel, en la que B es una 
constante, es también adecuada para este problema. 

Tomando p(s) = 4e sh í (4 = cte.) y despejando de la primera de 
las ecuaciones (0) difdz, reciproca de dsd, obtenemos 


e 
yz) = Ac ch £ a E = A cteh £ (e) 


Á una distancia infinita del origen, ¿es infinita y ctgh ( vale uno, de forma 
que la primera de las condiciones (f) exige que 24 = 5. De (2) se deduce 
además que 


se A 
n=-= (h) 
y 
E ch £ 
sy" (=) = — A Sas (1) 
Para x(3) = Be? (B = cte,) tenemos 
or e ch í ; 


1 Las primeras soluciones de la placa con orificio elíptico fueron dadas por Kolosoff, 
loc. cít., y C. E, Inglis, Trans. Inst. Naval Arch. Londres, 1913, Engineerine, vol. 95, pág. +15, 
1913, Véase también T. Páschl, Math. £., vol. 11, pág. 95, 1921. El método aqui empleado 
es el de Kolosoff. El mismo método fue aplicado a varios problemas bidimensionales por 
A. €. Stevenson, Proc, Roy, Soc, (London), serie A, vol. 184, págs. 129 y 218, 1945. Más ade- 
lante, en este mismo capítulo, se darán otras referencias. 
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ecuaciones de las que junto con la (1), se deduce que tanto ¿'(=) como 
3y"(3) se anulan en el infinito, siendo por lo tanto satisfecha la segunda 
de las condiciones (7). 

La condición (e) se cumple eligiendo convenientemente la constante B. 
Restando la ecuación (110) de la (109) obtenemos 


0 tr = Ple) + Y (E) — el [34"(2) + x"(2)] (ts) 


que sustituvendo los valores que acabamos de obtener y el de e***, dado en 
la segunda de las ecuaciones (6), queda: 


A SE sh £ ( ch, E 
ló ds ( Ñhe * shit sh £ do sh ¿ pa sh 
O (1) 


En el contorno del agujero elíptico ¿= £,, 
reduciéndose (1) a 


2 (4 ch 22, +B)ch 


de donde se deduce que la condición (e) es satisfecha si 


B= -—4Ach2i= 1S ch 25, (ma) 
Obtenemos pues 


vlz=) = ¿Se sh £, yla) = — ¿$e ch 28,-£ (71) 


Los potenciales complejos obtenidos (1) son tales que las condiciones 
de contorno son satisfechas, pero no podemos asegurar que representen 
la solución de nuestro problema, hasta que no sepamos que los despla- 
zamientos de ellos obtenidos no presentan discontinuidades. Las com- 
ponentes cartesianas de los desplazamientos, obtenidas mediante la 
ecuación (99) vienen dadas por la ecuación 


2Glu + 10) = 2 de sh 5 — Ac ch 3 ctgh iS (o) 


donde 4 = 5/2, B tiene el valor dado por la ecuación (m) y las funciones 
hiperbólicas que en ella aparecen tienen partes reales e imaginarias pe- 
riódicas en 1. De esta forma dando la vuelta completa a una elipse en la 
que ¿ = cte., 4 y Y volverán a tomar los valores iniciales. Los potenciales 
complejos (+4) representan, pues, la solución del problema. 

La componente o, de la tensión en el contorno del orificio puede calcu- 


larse a partir de la ecuación (10%) dado que en esos puntos 7: es Cero. 
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Sustituyendo en (109) el valor de y (2) dado por la ecuación (£) en la que 
se pone 4 = 5/2 tenemos: 


+0 =4ReY (2) = 28 Re ctghy 
Dado que 
ebtia q gotta (eb A 


gb A AA Ar 


se obtiene operando los paréntesis 


etgh ¿ = sh 2£ — í sen 27 
ch 2£ — cos 27 


En consecuencia: 


28 5h 2£ 


de +51, A A 
: A ch 2£ — cós EAT 


y en el contorno del orificio 


( + 255h2í, 
LON 3 E WA 

A ch 2£, — 005 2 
Los valores máximos que se dan en los extremos del eje mayor, donde 
n=0U0y ay cos 29 = 1, son 


28 sh 2£, 
ch 2£, —"1: 


(5, dá E 


como se deduce fácilmente de las ecuaciones (c) 


2 2 
ct =a— pr, sh 2£, = as ch 2£, = ads 


quedando entonces (07) asi: 


(0)m = 287 
b 
lo que indica que el valor máximo de la tensión será mayor cuanto más 
estrecha sea la elipse. 

El valor minimo de (06,1: : se da en los extremos del eje menor donde 
cos 2y = — 1, Alli: 


(den = - 


28 sh25  _ A 
a 


ch 22 +1 


Cuando a =5b, la elipse se convierte en un circulo Y lo das Y (9 )min 
se hacen iguales a 25, lo que concuerda con los valores obtenidos para el 
caso en que el orificio es circular (véase el $ 32). 
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Los desplazamientos que por supuesto son continuos y vienen dados 
por funciones uniformes y continuas, se obtienen a partir de la ecuación 
(0) y de la (111) ó (99). 

El caso en que en el interior del orificio existe una presión uniforme 
Si y las tensiones en el infinito son nulas se resuelve fácilmente combi- 
nando la solución anterior con el estado tensional uniforme 0; = 0, =— $ 
deducible del potencial complejo y(e) = — Saf2. 


63. Influencia de un orificio eliptico en una placa sometida 
a tracción simple. Consideremos ahora el caso de una placa inde- 
finida, que tiene un orificio elíptico, sometida a una tracción simple 5 
cuya dirección forma el ángulo f con el eje x, el cual se elige coincidente 
con el eje mayor de la elipse (fig. 129). Mediante el método de los poten- 


Es 


F , 


ciales complejos, no es más dificil obtener la solución de este problema 
general que la de los casos particulares, en los que el eje mayor de la 
elipse es paralelo o normal a 5% permitiéndonos determinar, de otra parte, 
la influencia de un agujero eliptico sobre todo estado tensional plano 
uniforme, que venga especificado por el valor de las tensiones principales 
en el infinito y por la orientación de las mismas respecto a los ejes de la 
elipse. 

Sean Ox” y Oy” los ejes cartesianos que se obtienen al hacer coincidir 
Ox con la dirección 5, girándolo el ángulo $. Las ecuaciones (105) y (106) 
quedan entonces asi: 


Fo + Ey — Un + Tr, Ti — Us + Fira" == rd — Ea + 2) 


Dado que en el infinito 6, = $, Y y = Try = Ú, tendremos que: 
0% +04 =8, Oy = 0 TY Ty = —S8 Y - en el infinito 
“El casa de presión na uniforme ha sido considerado por 1. N. Sneddon y H. A. Elliott, 


Quart. Applied Matk., vol. 4, pág. 262, 194. 


Véanse las referenciós citadas en la nota. 
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deduciéndose de las ecuaciones (100) y (102) que: 
4Rey (2) =85, 234 "(2) + x"(2)] = —Se-*8 en el infinito (a) 


mientras que en el contorno del orificio, £ = £,, tenemos que 0: = Ty =Ú. 
Todas estas condiciones de contorno son satisfechas tomando funcio- 
nes w(s), y(3) del tipo! 


+y(e) = Ac ch 3 + Besh 1 
4y(3) = CÉl + DÉ ch 2i + Ed sh 22 


donde 4, B,C, D y E son constantes a determinar. Dado que = = e ch £, 
el término Ac ch £ se reduce a Az y su contribución a la función de ten- 
sión [ecuación (97)] será la expresión Re Az = Re 4. De esta ex- 
presión se deduce que 4 ha de ser real pues de no ser asi el valor de la misma 
sería cero. 5i insertamos las expresiones anteriores de y(z) y ylz) en la 
ecuación (104), aplicada a una curva cerrada AB que rodee al orificio, 
obtenemos que todos los términos excepto el que contiene a U se anulan 
por ser funciones hiperbólicas, periódicas en y, con periodo 2. El término 
que contiene a Ces Re[Ce(£ +41 y puesto que debe anularse dedu- 
cimos que € debe ser también real. 
Las constantes B, D y E son complejas y pueden escribirse 


B = B, + Ba, D == D, — ¡Da, E E E, + ¡Es (by 


Sustituyendo las expresiones anteriores de y(z) y y(z) en las condiciones 
(a) obtenemos 


A+B=8, XD + E) = —Se * (e) 


Restando ahora la ecuación (110) de la (109) con el fin de obtener 0; — 1T;, 
resulta: 
Ha, — fran) = cosh 2[(24 + B ctgh :)sh : | 
+ (B 4 Bcosk 7) ch [+ 4(€ + 2E) cosh * ctgh £ 
— 4D sh ¿ — 4E ch [] 


Er 


En el contorno del orificio ¿= ¿, y ¿=2%,— 2. Llevando este valor 
ash iy ch en la expresión anterior y desarrollando las funciones 
sh (25, — ¿) y ch (22, — £), vemos que la expresión contenida en el 
corchete se reduce a 
(QA sh 2a — 21B, ch 2a — 4E) ch : 
—(24 ch 24 — 2¿B3 sh 2a — 4D) sh : 
+ (€ + 2E + B ch la) ctgh  cosh 1 


Stevenson, foc ef, 
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desarrollo que se anula, ocurriéndole lo mismo por lo tanto a 0; — ira, en 
el agujero, si los coeficientes de ch 2, sh £, cteh / y cosh [ son cero, Te- 
nemos entonces tres relaciones, que junto con las ecuaciones (€) deben 
ser satisfechas por las constantes A, B, €, D y E. Puesto que 4 y € son 
reales existen en realidad nueve ecuaciones que han de ser cumplidas 
por 4 y C y por las partes reales e imaginarias de B, D y E: B,, Ba, Di, Da, 
E, y Es. El sistema formado por esas ecuaciones, es compatible, y sus 
soluciones son 


A = Se*- cos 28 D=-— ¿Set ch 2(5, + 18) 
B=s80 e -8) E = Sé" sh 2(5 + 18) 
C= —Sch 2E, — cos 26) 


En consecuencia, los potenciales complejos vienen dados por 


4y(2) = Sele cos 28 ch ¿+ (1— e: sh [] 
4x2) = —S£ [(ch 28, — ch 28): + je — ch U£— E, — 48)] 


de los cuales se obtienen desplazamientos aplicando la ecuación (111). 
Como puede verse fácilmente vienen dados por una función uniforme. 

Dado que «a; es cero en el orificio podremos obtener 0; en esos mismos 
puntos aplicando la ecuación (109). Entonces: 


sh 2£, + 008 28 — el eos 2(8 — y) 


(8) tt, =8 ch 2£, — cos 2n 


Cuando la tracción $ es perpendicular al eje mayor de la elipse (11 = /2) 


e ] 8h 2E(1 + ett) 
A EEE 


y el valor máximo, que se presenta en los extremos del eje mayor (cos 


¿n = 1) es: 
| a 
s(2+29 


valor que aumenta sin limite al estrecharse el orificio. Cuando a = h ob- 
tenemos el mismo resultado que encontramos en el $ 32 para un agujero 
circular. El valor minimo de la tensión en el contorno del orificio se da en 
los extremos del eje menor y su valor, — $, coincide con el obtenido para 
el agujero circular, 

Si la tracción 5 es paralela al eje mayor ($ = 0), el máximo valor de «y 
en el borde del agujero, que se presenta en los extremos del eje menor, 
es S(1 > 2b/a), valor que tiende a Í al estrecharse el orificio. En los 
extremos del eje mayor la tensión es — $ cualquiera que sea la relación b/a. 
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La influencia de un orificio elíptico en un estado de esfuerzo cortante 
simple aplicado paralelamente a los ejes x e y se estudia fácilmente super- 
poniendo los casos de tracción 3% con $ = x/4 y tracción — 3 con $ = 3/4, 
Entonces 


eb sen 2y 


E EEE 


que se anula en los extremos de los ejes mayor y menor y que toma su 
valor máximo 


(a + b) 
an 


en los puntos determinados por: te y =tgh £, = bla. Si la elipse es muy 
estrecha estos valores son muy grandes y, los puntos donde se presentan 
están muy próximos a los extrernos del eje mayor. 

Asimismo se han obtenido las soluciones para los casos de orificio 
elíptico, en una placa sometida en su plano a flexión simple? y a una 
distribución parabólica de esfuerzos tangenciales tal como la que se da 
en una viga rectangular”, agujero elíptico sometido en los extremos a 
fuerzas concentradas iguales y opuestas? e inclusiones elípticas rígidas o 
elásticas en una placa sometida a tracción”, habiéndose considerado formas 
más generales de la función de tensión $ en coordenadas elípticas?, Los 
potenciales complejos que corresponden a las mismas se construyen a 
partir de las funciones que acabamos de usar 0 citar, junto con las análogas 
a las empleadas en los problemas del $ 61 cuando se incluyen pares, fuerzas 
concentradas y dislocaciones. 


64. Contornos hiperbólicos. Entalladuras. Como vimos en los 
$9 60 y 62, en coordenadas elípticas las curvas y = cte. son hipérbolas y 
los intervalos de variación de y y ¿son de 0 a 27 y de 0 a a, respectiva- 
mente. 

Sea 7. el valor constante de + a lo largo del arco de hipérbola B.4 de 
la figura 130, Dado que x e y son positivos en ese arco, el valor y, estará 
comprendido entre Ú y 1/2. En los arcos BC, ED y EF, y valdrá 2 — 3, 
TE — Ho Y A+ do Tespectivamente, 

Consideremos la placa ABCFED, contenida entre los contornos hiper- 


¿K., Wolf, Z. tech. Physik, 1922, pág, 160, 

* HH, Neuber, Ingenieur- Archiv, vol. 3, pág. 242, 1934, En el libro de Neuber Kerbspun- 
nungslehre, Berlín, 1937, se da esta solución y otras varias referentes a eclipses e hipérbolas. 

"P. 5, Symonds, Y. Applied Mechanio (Trans. A.S8.M.E.J, vol. 13, pág. A-183, 1946, 
A, E, Green, 1bíd,, vol. 14, pág. A-246, 1947, da una solución en forma finita. 

'* NJ. Muschelióvili, Zeít, ongew. Match. Meck., vol. 13, pág, 264, 1933, L. H. Donnell, 
Theodore von Kdármán Anniversary Volume, púe. 293, Pasadena, 1941, 

“E. G. Coker y L. MN. 6. Filon, Photoelasticity, págs. 123-535, Cambridge University 
Press, 1931; A. Timpe, Math, Z., vol. 17, pag. 189, 1923, 
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bólicos, que está sometida a una tracción de dirección Oy!. La tensión en 
el infinito debe anularse para que seá finita en la sección EOB. Potenciales 
complejos que satisfacen esta condición, la de contorno (que están libres 
de fuerzas) y las condiciones de simetría respecto Ox y Oy son las 


plz) —HAi [, xl) = —3 41 f = Bei sh [ (a) 


Fi. 130 


en las que 4 y B son constantes reales y s =e€ ch £. Tenemos entonces 


1d ea is deL mA. 

yz) -=— Desh it? x le) yA y (34 E p) ctghí (b) 
De la ecuación (103) del $ 59 se deduce que sobre el contorno hiperbólico 
N = a no actuará ninguna fuerza, si la función 


yl) + PE) + 065) (e) 


es constante en él, o lo que es equivalente si lo es su conjugada, que como 
se deduce de (a) y (b) es 


Ll ara E ON 
A Sai (a B) i cugh 

A A - E (a) 
En la hipérbola y = yo. tenemos que l = ] — 25, y la expresión anterior 
$e convierte en 


Áno — HA sen 2. — (FA cos 29, + 44 + Bd ctehy 


Me 


' Este problema (también el caso en que las cargas son tangenciales) ha sido resuelto 
por A. A. Griffith, Tech, Rept. Aeronaut. Research Comen. Gran Bretaña, 1927-1928, vol, Il, 
pág. 668; y H. Neuber, Z. angez. Math, Mech., vol 13, pág. 439, 1933, o Kerbspamungsiehre, 


pág. 35, Berlin, 1938, 
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que será una constante si la cantidad contenida en el paréntesis se anula, 
para lo cual, 


B= —A cos q. (e) 


Para obtener la resultante de la fuerza transmitida podemos aplicar 
la ecuación (103) del $ 59 a la sección EOB de la figura 130, la cual coin- 
cide con la parte inferior de la elipse que se obtiene para ¿ = 0, que está 
comprendida entre las hipérbolas y = y, Y $ = 7 — My. En este elipse 
¿= mM £ = — in Y de las ecuaciones (10%), (ce) y (4) resulta 

F,. —1F, = 149 — (4+B) cu nliza” 


+. 


ilA(r — 2. +2 ctam) + 2B ctg m2] 


Puesto que dimos a 4 y B valores reales F, es cero y usando la ecuación (e) 


Fy = —Alr — 29, + sen 29.) 


de donde podemos determinar 4 cuando conocemos la fuerza total F,,. 
Las componentes de las tensiones y los desplazamientos se deducen fácil- 
mente aplicando las ecuaciones (10%), (110%) y (111). La primera da 


y a. A ch Esenmn 
iS c ch 2£— cos 29 


v el valor de a: en el contorno hiperbólico se obtiene haciendo y = %, 
en esta expresión. 5u valor máximo —24/c sen y, se da en los puntos 
correspondientes a ¿=U y ha sido expresado por Neuber! en función 
del radio de curvatura de la hipérbola en su +cuellos, Este mismo autor 
ha resuelto también, por otro método, los casos en que la placa es sometida 
a flexión y a esfuerzos tangenciales, 


65. Coordenadas bipolares. Los problemas relativos a contornos 
circulares no concéntricos, incluyendo el caso de un agujero circular en 
una placa semundefinida, requieren generalmente el uso de las coorde- 
nadas bipolares E, y, que vienen definidas por: 


z = te cteh 4 A (a) 
Sustituyendo ctgh 3 por (ell +e jet? — e 1) y despejando el se 
obtiene 
z + «0 


Loc. dt Para la comparación de los resultados dados por Neuber con los obtenidos 
en los ensayos fotoelásticos y de fatiga de placas con entalladuras y árboles con ranuras véase 
R. E. Peterson y A. M, Wahl, 7. Applied Mechanics, vol. 3, pág. 15, 1936. S. Timoshenko, 
Strengih of Materials, 2.2 €d., vol, 2, pág. 340 y M, M. Frocht, Photo-elasticity, val. 2. 
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La cantidad 5 + ta está representada en el plano xy por el segmento que 
une el punto —ta con el s, ya que este segmento tiene por coordenadas 
las partes real e imaginaria de esa cantidad, la cual podrá ser representada 
entonces por fe donde r, es la longitud del segmento y 6, el ángulo 
que forma con el eje x (fig. 131). De forma semejante = — da es el segmento 
que une los puntos ia y s< y puede ser representado por rae: (fig. 131). 
La ecuación (6) se convierte entonces en 


¿+ in = log ( o) = log + ¿(01 — 97) 


de forma que 


FP 
E=logW  9=0%-—% (e) 


Como puede verse en la figura 131 el ángulo formado por las rectas que 
unen los «poloss —+4 e ta con s €s igual a 4, — O cuando el punto x= está 


Er. 131 


a la derecha del eje y e igual a —(0, — 0%) cuando está a la izquierda. Se 
sigue de ello que las curvas y = cte. son arcos de circunferencia que pasan 
por los polos. Varios de ellos están representados en la figura 131. A la 
vista de las ecuaciones (c) está claro que las curvas ¿ = cte. son los lugares 
cuyos puntos son tales que r,¡(ra = cte. Estos lugares son circunferencias 
que rodean al polo ía si r,/r. > 1, es decir, si £ es positivo y al polo —ta 
si ¿es negativo. Varias circunferencias de éstas aparecen en la figura 131. 
Forman una familia de circunferencias coaxiales temiendo a los dos polos 
por puntos límites, 

La coordenada y pasa del valor x al —x al cruzar el segrnento de eje y 
que une los polos y el intervalo de valores que toma en la representación 
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de todos los puntos del plano es el de —7a 7. Las tensiones y desplaza- 
mientos serán entonces continuas en los puntos de ese segmento, si vienen 
representados por funciones periódicas en y de periodo 2. 

Separando las partes real e imaginaria en la ecuación (a) se obtiene! 


al a sen + E sh ¿É (d) 


ch £¿— cos y” ch ¿— cos y 


a 


Derivando la ecuación (a) tenemos: 


o qe. Es Es 
Je > y Ta cosh 3 (e) 
y 
A A 
€ aldo” sh 5  cosh y 5 


66. Soluciones en coordenadas bipolares. Consideremos ahora 
el problema de un disco circular, en el que existe un orificio excéntrico, 
sometido a una presión p, exteriormente y a una presión fp, en el interior 
del agujero”, Las componentes de la tensión obtenidas, serán válidas tam- 
bién, para el caso de un tubo cuyas secciones exterior e interior sean 
circunferencias excéntricas, 

Sean el contorno exterior e interior las circunferencias de la familia 
2 = ete. correspondientes a ¿= E, y ¿= E, respectivamente (dos cir- 
cunferencias tales han sido representadas con trazo grueso en la fig. 131). 
De la expresión de y en las ecuaciones (d) del $ 65 se sigue que los ra- 
dios de estos circulos son e cosh £, y e cosh £; y que sus centros distan 
a ctgh 3. y a ctgh £, del origen, de forma que conocidos los radios y la 
distancia entre los centros se pueden determinar a, £, y £,. 

Al recorrer en sentido contrario al de las agujas del reloj cualquier 
circunferencia ¿ = cte., empezando por «el punto que esté en el eje y 
de la figura 131, la coordenada y varía con continuidad desde —= a =. En 
consecuencia, las funciones que den las tensiones y los desplazamientos 
deben tomar los mismos valores para y = 1 y y = — 71, cosa que se con- 
seguirá sí son funciones periódicas en y, con periodo 2. Son por lo tanto 
apropiados, los potenciales complejos y(s), (2) del tipo 


chas, shnmi (a) 


en los que 1 es entero, ya que cumplen los requisitos citados. Otro tanto 
ocurrirá con sus derivadas respecto a =, por cumplir di(ds [ecuación (e), 
$ 65] esa propiedad, 

Wense la deducción de la ecuación (0) en el $ 34. 


? La solución original, expresada mediante una función de tensión real, fue obtenida por 
G. B. Jeffery, Trans. Roy. $00. (London), serie A, vol. 221, pág. 2635, 1921. 
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Si aplicamos las ecuaciones (103) y (104), en las que hemos intro- 
ducido las funciones (a), a cualquier circunferencia £= cte. del disco, 
obtenemos que a causa de la periodicidad de las funciones, la fuerza y 
par correspondientes son cero, resultado éste, que por razones de equi- 
librio, ha de ser cumplido también por la solución completa. 

Para la obtención de la misma haremos uso de la función gl) = aDo, 
en la que D es una constante. Empleando de nuevo las ecuaciones (103) y 
(104), vemos que la constante D ha de ser real, pues de no ser asi el mo- 
mento que da la ecuación (104) no sería nulo. Aplicando la ecuación (99) 
se comprueba que los deslizamientos que se obtienen, tanto de esta función 
como de las (a), usadas indistintamente en lugar de y(s) o x(=), no pre- 
sentan discontinuidades. 

El estado equitensional uniforme, de tracción oO compresión, que 
formará parte de la solución, se obtiene a partir del potencial complejo 
plis) = Az con 4 real. La función de tensión real correspondiente es, 


como se deduce de la ecuación (97), 
ó = Re(z42) = = Al + y 


que expresada, mediante las ecuaciones (4) del 5 65 en coordenadas bipo- 
lares, resulta 


Ag ch E +] cos Hi (b) 
ch £ — 008 y 


Considerando funciones del tipo (a), con 1 = 1, se deduce que puesto 
que la distribución tensional del problema presente es simétrica respecto 
al eje y, esas funciones deberán ser elegidas de forma tal, que la función 
de tensión correspondiente posea también esa simetria. En consecuencia, 
podernos tomar 


yl) = 1B ch £, yla) = BP sh £ (e) 
con B y B" reales, y 


píz) =¿C sh E, Yi) = EC ch l (el) 


con UC y C” reales 
Aplicando la ecuación (97), se obtiene la función de tensión real co- 
rrespondiente a (e), la cual será: 


sh ¿ch ¿cos y — sh £ cos” 
ch £ — €08 y 


O 


Tomando B' = aB, los términos en sen? y y cos” y de los numeradores 
dejan de depender de y y el numerador completo depende de + solamente 
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a través del término en cos y al igual que ocurre con la función (6). Esto 
mismo sucederá con los potenciales complejos (d) si tomamos C” = €, 
obteniéndose con estas restricciones funciones más sencillas que son, 
sin embargo, adecuadas para nuestro problema. 

Tomando por lo tanto 


plz) = EB ch £, ala) =aB sh £ (e) 


obtenemos, mediante las ecuaciones (109), (110) y las (a) y (f) del $ 65, 
las siguientes componentes de la tensión 


alo: + 61) = 2B(2 sh £ cos y — sh 2 Ecos 2y) 5 
alo — 4% + 2ir) = — 2B[sh 2¿ — 25h2¿ch ¿cos + 
+ 5h 22 cos 2 — ¿(2 ch 2£ ch ¿sen y 
— ch 2¿ sen 293] (e) 


De forma semejante las funciones 
w(2) = 1C sh £, rl=) = al ch £ (A) 
nos dan 


alo +6) =—2C(1 — 2 ch Ecos y + ch 2£ cos 27) (5) 


alo, — % + Air) = 20C[—ch 2£+2ch2Ech Ecos y 
— ch 2£ c0s 2y + ¿(2 sh 2£ ch £ sen y 
— sh 2¿ sen 29] 0 


Las componentes de la tensión producidas por 
(2) = aD! (k) 
son 


e +. =0 
alos — 0 + lira) = Dish 2: — 25h £c0s y 
— $2 ch ¿sen y — sen 2] (0) 


Las correspondientes al estado equitensional uniforme 


plz) = Az (mm) 
vienen dadas por 


Te e cha = 44, Ti, — FE — ZET2 == O 


ds == =2A, Ty = 0 (11) 


La solución de nuestro problema puede obtenerse superponiendo 
los estados tensionales representados por los potenciales complejos (e), 
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(40, (6) y (1). Reuniendo los términos que representan t:, en las ecuaciones 
(e), (0), y (0) se obtiene que para que Ts, se anule en los contornos ¿= ¿, 
y ¿= £, se han de cumplir las ecuaciones: 


D—23Bch23,-—2C sh 


23, =U 
D-—iBch23, —20Csh 25, 


Tar Tes 


que una vez resueltas nos dan 


2B = pala + 5) 20 -— p+ht8 +5) (p) 
ch (E, > E) á ch (5, $ A 


La tensión normal 7:, que se obtiene restando de la ecuación (f) la parte 
real de la (2) (y haciendo lo mismo con los otros pares de ecuaciones) ha 
de ser igual a —fp, en el contorno ¿= ¿, y a —p, en el borde ¿== f£,. 
De estas condiciones y sustituyendo los valores de B y €, dados por las 
ecuaciones ($), se deducen las dos ecuaciones 


Dis ES 
24 rl Eseghl( Es — El = —A 
24 sh Etahta — E) = =p 


que resueltas nos dan 


Estas ecuaciones junto con las ($), completan la determinación de los 
potenciales complejos. Cuando p, = 0 la tensión periférica en el orificio 
viene dada por 


[ón de = — Bi + 2pu(shb” E, + sh? 8,” (ch E, 
] — cos y)[sh 3, ctgh (5, — 5,) — eos 9] 


expresión, cuyo valor máximo ha sido dado ya en el $ 26. 

G. B. Jeffery" ha dado una forma general de la función de tensión en 
coordenadas bipolares. Los potenciales complejos correspondientes se 
obtienen fácilmente y comprenden las funciones consideradas aqui, junto 
con las análogas bipolares de las funciones presentadas en los problemas 
del 5 61, cuando se presentan fuerzas concentradas y dislocaciones. El 
método ha sido aplicado a los siguientes problemas: placa semiundefinida 
sometida en un punto cualquiera a la acción de una fuerza concentrada”, 

'' Un estudio completo del valor máximo ha sido realizado por Coker y Filon, loc. ei. 


2 Loc. at. 
* E, Melan, Z. anger. Math, Mech., vol. 5, pág. 314, 1925, 


PROBLEMAS BIDIMENSIONALES EN COORDENADAS CURVILINEAS 245 


placa semiindefinida con orificio circular sometida a una tracción paralela 
al borde recto de la misma! o a su propio peso? y placa indefinida con dos 
orificios? a con uno solo formado por la intersección de dos circulos*, 

Asimismo, con y sin coordenadas bipolares*, se han resuelto los si- 
guientes problemas: disco circular sometido a una fuerza concentrada 
en un punto cualquiera?, disco circular sometido a su propio peso estando 
suspendido de un punto”, disco circular en rotación alrededor de un eje 
excéntrico? y efecto de un orificio circular en la distribución de tensiones 
en una placa semundefinida sometida a una fuerza concentrada en su 
borde?. 


Otras coordenadas curvilíneas. La ecuación 
z =e 4 abe? + ade” 
que se desdobla en las 


x = (el + abe?) cos y +ade* cos 3 
y = (ef — abe*) sen y — ade? sen 35 


donde a, b y ce son constantes, nos da curvas ¿ = cte. a las que se puede 
hacer tomar diversas formas ovaladas, incluyendo cuadrados de ángulos 
redondeados, El efecto de un agujero tal, en una placa sometida a tracción 
ha sido estudiado (empleando una función de tensión real) por M, Greens- 
pan". Mediante una generalización de estas coordenadas Á. E. Green?! ha 
obtenido la solución para el caso de un agujero triangular de esquinas 
redondeadas y haciendo uso de otra transformación de coordenadas, para 
el de un agujero perfectamente rectangular. 
Las coordenadas curvilineas dadas por la expresión 


z=[4+diae" + ie * + > +idape" 


en la que a;, 82, ..., €n, 50n constantes reales han sido aplicadas por C. We- 
ber? al caso de una placa semiindefinida de borde +dentado». Tal es el 


' Véase el $ 32, 

2¿R. D, Mindlin, Proc. A.S.M.E., pág. 619, 1939. 

2 T. Púschl, .Z. empero. Math. Meckh., vol. 1, pág. 174, 1921 y vol. 2, pág. 187, 1922. Véase 
también €. Weber, ibíd., vol. 2, pág. 267, 1922; E, Weinel, tbid., vol. 17, pág. 276, 1937, Chih 
Bing Ling, $. Applied Phys, vol 19, pág. 77, 1948, 

1Chib Bing Ling, bid, pág. 405, 1948. 

2E. Sen, Bull Calcurta Math. 50c., vol. 36, págs. 58 y 83, 19H, 

*K. D. Mindlin, F. Applied Mechanies (Trans. A.S.M.E.!, vol. 4, pág. A-115, 1937, 

“R. D. Mindlin, £ Applied Pkysics., vol. 9, pág. 714, 1938. 

* E D. Mindlin, Phil. Mag., serte 7, vol. 26, pág. 713, 1938, 

2 A. Barjanskx, Quert. Applied Math., vol. 2, pág. 16, 194, 

* Quart. Appliod Matk., vol. 2, pág. 60, 1944. Véase también Y. Morkovin, tbíd., pág. 350, 
1945, 

" Proc. Rory. Soc. (London ), serie A, vol. 184, pág. 231, 1945, 
BC. Weber, Z. anger. Math. Mech., vol. 22, pág. 29, 142. 
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caso de entalladuras sernicirculares regularmente espaciadas, Cuando la 
distancia entre los centros de las entalladuras es doble del diámetro de 
las mismas, la concentración de tensión, para el caso en que se aplica una 
tracción, viene dada por un factor igual a 2,13. Para el caso de una sola 
entalladura el factor es 3,07 (véase el $ 33). 

N. Muschelisvili-?* ha desarrollado un método para determinar los 
potenciales complejos a partir de las condiciones de contorno, sin que sea 
necesario suponer su forma a priori. 


Math. Ann, vol. 107, pags. 282-312, 1932, Vénse también Z. anger. Matt Mech., 
vol, 13, pig. 264, 1933, Una exposición del método ha sido realizada por 1. S, Sokolnikoff, 
Lectures on the Theory of Elasticity, Brow University, 1941. 

2 El método es utilizado por Morkowin (véase la nota 10 de la pag. 245). La mavoria 
del trabajo de MX. IL. Muschelióhvili y 5us colaboradores está en ruso. Su libro Siipular Eitegral 
Equetions (2% edición), que contiene las soluciones de diversos problemas de elasticidad bi- 
dimensional, ha sido traducida por los Acronautical Research Laboratories, Dept. of Sapply 
and Developement, Commonwealth of Australia (Traducción núm. 12, 149), Otra traduc- 
ción editada por J. R. M. Radok fue publicada por P. Xoordhoff, MX. Y. Groningen, Holan- 
da, 1952 Muschelióhvili da su método en Some Basic Problems of the Mathematical Theory 
of Elesticity, 35 edición, Moscú, 1949, traducida por J. KR. M. Radok y publicada por P. Noord- 
hoff, Groningen, Holanda, 1953. Los resultados del tipo citado en las motas 10 y 11 de la 
página 245 han sido va obtenidos por los autores rusos que se citan en este último libro. 


O 


Tensiones y 
deformaciones en tres dimensiones 


67. Definición de la tensión en un punto. El estudio realizado 
en los capitulos anteriores se ha limitado a los problemas bidimensionales, 
Consideremos ahora el caso general de la distribución de tensiones en tres 
dimensiones. Como hemos visto ($ 4) las tensiones que actúan sobre las 
sels caras de un elemento cúbico vienen definidas por las seis componentes 
de la tensión, las tres componentes normales 9,, 0,, 0, Y las tres tangenciales 


Toy = Tyro Tas = Toro Tyo = Toy: 51 en un punto cualquiera, se conocen 
estas componentes, podremos calcular mediante las ecuaciones de la está- 
tica la tensión que actúa sobre un plano de orientación arbitraria que pase 
por ese punto. Sea O un punto del cuerpo cargado y supongamos que se 
conocen las tensiones que actúan sobre los planos de coordenadas xy, 
az, yz (fig. 132). Para determinar la tensión que actúa en otro plano cual- 
quiera que pase por O, tracemos a distancia muy pequeña de ese punto, 
el plano BCD paralelo al dado, el cual formará con los planos coordenados 
un tetraedro elemental, BUDO. Como según se ha supuesto las tensiones 
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varian de manera continua en todo el volumen del cuerpo, la que actúa 
sobre el plano BCD, al acercarse éste al origen cuando el elemento se hace 
infinitésimo, tenderá a un limite, que es la tensión correspondiente al plano 
paralelo al mismo por el punto O. 

Al establecer las condiciones de equilibrio del tetraedro elemental se 
podrá despreciar las fuerzas másicas, según se explicó en el $4. Asimismo 
podremos dejar de lado la variación de la tensión en las caras del elemento, 
por ser de orden infinitesimal, y suponer una distribución uniforme de 
tensiones, de forma que las fuerzas que actúan sobre el tetraedro se deter- 
minarán multiplicando las áreas de sus caras por las respectivas compo- 
nentes de la tensión. 51 con 4 denotamos el área de la cara BCD las áreas 
de las otras caras se obtienen provectando 4 sobre los tres planos coor- 
denados. 

Si N es la normal al plano BCD y escribimos: 


cos (Na) = Í, cos (Ny) = m, cos (Nx) = n (a) 


las áreas de las otras tres caras del tetraedro serán 


Al, Am, An 


Sean X, Y, Z las componentes de la tensión que actúan en la cara 
BCD, paralelamente a los ejes coordenados respectivos. La componente 
según la dirección x de la fuerza que obra sobre dicha cara será AX y 
las componentes de las fuerzas que actúan en las otras tres caras del 
tetraedro, en la misma dirección serán —AÁlo,, — Amt, — Ant,, de 
manerá que tendremos la siguiente ecuación de equilibrio del tetraedro: 


AX — Álo, — Amt — Anta =Ú 


De manera análoga, es decir, proyectando las fuerzas sobre los ejes y 
y z se obtienen las otras dos ecuaciones de equilibrio y dividiendo luego 
ambos miembros de cada ecuación por el factor A, podremos escribir 

X =c0d + 7qmM + Tan 

Y = tgl + 05m + 7 (12) 

L = Tab + Tp + A 

Estas son las ecuaciones buscadas, ya que ellas nos permiten deter- 

minar las componentes del esfuerzo que actúa en un plano cualquiera 
que pase por el punto O, de orientación definida por sus cosenos direc- 
tores Í, 1, 1 siempre que sean conocidas las seis componentes del esfuerzo 
Ta Ty Ta Tay Tyzs Tae € dicho punto. 


68. Tensiones principales. Consideremos ahora la componente 
normal del esfuerzo, 6, que actúa en el plano BCD (fig. 132). Empleando 
las notaciones consignadas en (a) para los cosenos directores, tendremos 


da = X1+ Ym+2n 
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y remplazando los valores de A, F y £, de las ecuaciones (112) 
En = 6 + 01M Y a? 4 2ry mn + 2ro(n 4 27 gim (113) 


Podemos representar geométricamente la variación de la tensión (4, cuan- 
do cambia la dirección de la normal N, es decir, la orientación del plano 
que se considera, por medio de un radio vector de dirección MN, cuya 
intensidad y sea inversamente proporcional a la raiz cuadrada del valor 
absoluto del esfuerzo, esto es: 


le 
e Y 


donde £ es una constante. Las coordenadas de la punta del vector serán 


z=dr, y=om  2¿=0e4 (e) 


Remplazando en la ecuación (113) el valor 


e 


Fa = a (8) 


deducido de la igualdad (6), asi como los cosenos directores Í, m, 1, que 
resultan de las expresiones (c), tendremos!' 


EN? 0 dh 0 + 0? + Lrayz + Qraaza + Zag (114) 


51 se hace girar al plano BCOD alrededor del punto O, la extremidad del 
radio vector r 5e mantendrá constantemente sobre la superficie de segundo 
orden representada por la ecuación (114), la cual está perfectamente defi- 
nida por el estado de tensión en el punto (O. 51 cambiamos la orientación 
de los ejes del sistema de coordenadas rectangulares, dicha superficie 
no variará y tan sólo sufrirán modificaciones, las componentes del esfuerzo 
Drs Us Uns Toys Tozs Ty, Quedando alterados en consecuencia los coeficien- 
tes de la ecuación (114). 

Es sabido que dada una superficie de segundo orden como la que 
representa la ecuación (114), siempre puede efectuarse una transformación 
de coordenadas que haga desvanecer los términos en que figuran los 
productos de variables, esto es, que podremos hallar una terna ortogonal 
de referencia que origine la desaparición de las tensiones tangenciales, 
lo que significa que las tensiones resultantes son perpendiculares a los 
planos sobre los cuales actúan. Á tales tensiones se las denomina tensiones 
principales, relativas al punto de que se trata. Á sus direcciones, ejes prin- 

En las ecuaciones (4) y (114) se emplea el signo más cuando 5, es una tracción y el menos 
cuando es una compresión. Cuando las tres tensiones principales tienen el mismo signo, bas- 
tará con tomar un signo para las ecuaciones citadas, siendo entonees la superficie un elipsoide. 
Si las tres tensiones principales no tienen el mismo signo habrá que considerar los dos signos 


en (d) y (114). Las superficies que resultan son un hiperboloide de dos hojas y un hiperboloide 
de una hoja, ambos con el mismo cono asintótica, 
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cipales y planos principales a los planos sobre los cuales actúan. Se ve en 
seguida que la tensión alrededor de un punto queda completamente de- 
finida cuando se conocen las direcciones de los ejes principales y las mag- 
nitudes de las tres tensiones principales. 


69. Elipsoide de las tensiones y superficie directriz. 5i se 
adoptan como ejes coordenados, x, y, < los ejes principales, el cálculo de 
las tensiones que corresponden a un plano cualquiera resulta muy simple. 
Las tensiones tangenciales Try, Trz, Tye, $0 nulos en este caso y las ecua- 
ciones de equilibrio del tetraedro (112) se transforman en 


X = gel, F = gyiH, Z = 05m (115) 
Remplazando los valores de [, mm, 1, deducidos de estas ecuaciones en 
la conocida relación FÉ — »é + $ = 1, tendremos 
A A 
—+—_++rh=l 11 
gy E we rn 6) 


Esto significa que si la tensión que corresponde a cada uno de los 
infinitos planos que pasan por O se representa por un vector con origen 
en dicho punto y cuyas provecciónes sobre los ejes sean XA, Y, £, el lugar 
geométrico de las extremidades de dichos vectores será la superficie del 
elipsoide cuva ecuación es (116). Esta superficie, representativa de las 
tensiones, se denomina elipsoide de las tensiones. Sus semiejes son las 
tensiones principales en el punto considerado. Resulta de aqui que la 
tensión máxima en un punto cualquiera es el semieje mayor del mismo 
elipsoide, esto es, el mavor de los tres esfuerzos principales correspon- 
dientes. 

Si dos de las tensiones principales son iguales en valor absoluto el 
elipsoide de las tensiones es de revolución y si además ellas tienen el mismo 
signo, las tensiones resultantes en todos los planos que pasan por el eje 
de simetria del elipsoide serán iguales y perpendiculares a los planos en 
que actúan. En este caso las tensiones que correspondan a cualquier 
par de planos perpendiculares que se corten en ese eje pueden conside- 
rarse como tensiones principales. Cuando las tres tensiones principales 
son iguales y del mismo signo el elipsoide de las tensiones resulta $er una 
esfera y cualquier terna de direcciones perpendiculares entre si puede ser 
considerada como de ejes principales, Si una de las tensiones principales 
es nula el elipsoide de las tensiones se reduce a una elipse y los vectores 
representativos de las tensiones en todos los planos que pasan por el punto 
son coplanares. El estado elástico correspondiente se denomina estado 
blano de tensión y ha sido ya estudiado en los capitulos precedentes. Cuando 
dos tensiones principales son nulas se tendrá el caso de una tracción 0 
una compresión simples. 
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Cada radio vector del elipsoide de las tensiones representa a cierta escala la ten- 
sión que corresponde a uno de los planos que pasa por el centro del elipsoide. Para 
determinar este plano emplearemos, además, del elipsoide (116) la llamada superficie 
directriz que está definida por la ecuación 

== E E + a 1 (117) 
Te Uy Un 

Demostraremos que la tensión representada por un radio vector del elipsoide 
de las tensiones, actúa en el plano paralelo al plano tangente a la superficie directriz 
por el punto en que la corta. En efecto, la ecuación del plano tangente a la superficie 
directriz en un punto Xo, Vo, Zo, €5 


TI b ¿29 
bi e ERE, E rfi 
ds Fu dz 


 ] La) 


ecuación que también puede escribirse asi: 
lx+ my + nn: =k (6) 


en la cual 4 es la distancia del origen al plano tangente y £, mu, n los cosenos directores 
de dicha perpendicular. Comparando (a) y (6) encontramos 


Á 


Le) 
Llevando esos valores a las fórmulas (115) resulta 
X = za, Y mu guh, Z om zoho 


lo que nos dice que las componentes del esfuerzo en el plano definido por los cose- 
nos directores ), 1, 1 son proporcionales a las coordenadas 3%, Jo 3 y, por tanto, 
el vector representativo de la tensión pasa por el punto xy, Yo, %, como se quería 
demostrar !. 


70. Determinación de las tensiones principales. Utilizando 
la propiedad de que gozan las tensiones principales, de ser perpendiculares 
a los planos sobre los cuales actúan, podremos determinar las direcciones 
y magnitudes de las tensiones principales si conocemos las componentes 
de los esfuerzos que corresponden a tres planos coordenados. Sean Í, 
m, nm, los coseños directores de uno de los planos principales y $ la mag- 
nitud de la tensión principal correspondiente al mismo. 5us componentes 
serán, entonces: 


X = £l, Y = Sm, Z = En 
Remplazando en las ecuaciones (112) encontramos: 


(5 — a] — Tay — Tn = O 
—Tal + [3 — 8, )m — 7 = 0 (a) 
—Tral — PyaM + (8 ¿Jn = () 


' Otto Mohr describe otro método para representar las tensiones en un punto por medio 
de circulos en su Technische Mechanik, 24 edición, pág. 192, 1914. Puede verse también A. 
Féppl y L. Fóppl, Drang und Ziwang, vol. 1, pág. 9, y HH. M. Westergaard, Z. anger, Mark. 
Mech., vol. 4, pág. 520, 1924, Al estudiar los problemas bidimensiones (9%) hemos dado 
algunas aplicaciones de los diagramas circulares de Mohr. 
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Para que estas tres ecuaciones lineales y homogéneas en l, m, an tengan 
soluciones diferentes de cero es necesario que su determinante sea nulo. 
Si calculamos dicho determinante y lo igualamos a cero, obtendremos 
la siguiente ecuación de tercer grado en 3 llamada ecuación caracteristica 


Si (0 + 0y +08 + [5qry + 0907 + 0707 — dl — Tai — Ta )8 
— (oyo, E ETT — Try? — Ora? — era") = 0(118) 


Las tres raices de esta ecuación nos dan los valores de las tensiones prin- 
cipales cuva sustitución en las ecuaciones (a), cuenta tenida de la relación 
Fin + =1, nos permite determinar tres grupos de .cosenos di- 
rectores para los tres planos principales. 


Es de advertir que la ecuación (118) que permite determinar los valores de las 
tensiones principales debe ser independiente de la dirección de los ejes coordena- 
dos x, y, =, de manera que los coeficientes encerrados en paréntesis en la misma 
serán invariantes. En consecuencia, los coeficientes de la ecuación (118) 


(a) Ta $++ Ty "| ó 
(Bb) ray os dE ada — Ta — Pa Ta 
le) rayos Y ¿rayas — Carpa — Oya — 


permanecerán constantes cualquiera que sea el sistema de referencia, 

Esto nos dice que la suma 0, + 5, + 0, de las tres componentes normales de la 
tensión en un punto, correspondiente a tres direcciones perpendiculares, es coná- 
tante e agual a la suma de las tensiones principales en el mismo punto. 


71. Determinación de la tensión tangencial máxima. Supon- 
gamos que x, y, s son los ejes principales o lo que es lo mismo 0,, 4,, 0, las 
tensiones principales y 1, m, a los cosenos directores de un plano dado. 
El cuadrado de la tensión resultante, cotrespondiente al mismo será, 
con arreglo a las ecuaciones (115) 


0 =xX SY ZO SS 0840 m1 + 0? 
El cuadrado de la componente normal de la tensión en el mismo 
plano es, según la ecuación (113) 
= (edi + 05m? + a12)? (7) 
El cuadrado de la tensión tangencial en el mismo plano deberá ser 
entonces 


?=8 e =P 40m +00 — (0, + 0 m* + 032 — (b) 


Eliminaremos ahora en esta ecuación uno de los cosenos directores, 
verbigracia a, empleando para ello la relación 


P+mi+n 1 
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y pasaremos a determinar 1 y 21m de manera que 7 resulte máximo. Rem- 
plazando en la expresión (6), +4 por 1 — (F — 18), deducido de la anterior 
ecuación, calculando las derivadas de la tensión tangencial z respecto a 
iy am e agualandolas a cero, llegaremos a las ecuaciones que nos permi- 
tirán determinar los cosenos directores de los planos en los cuales r es 
máximo o minimo; ellas son 


lle, — JE + (e, — 9,m? — H0, — 8,)] =0 
mile, — o EH (ay — 9, m! — Aloy — 03] =0 (e) 


Se obtiene una solución de estas ecuaciones haciendo / = mm = 0, pero 
también podemos obtener soluciones diferentes de cero. En efecto, ha- 
ciendo, por ejemplo, / = 0, la segunda de las ecuaciones (£) nos da entonces 
m= + y con m =0, de la primera de dichas ecuaciones, resulta 


¡ mi 


[= + yu hi. En general no existen soluciones de las ecuaciones (c) con 
ly m distintas las dos de cero, puesto que en este caso las expresiones con- 
tenidas en los paréntesis no pueden anularse, 

Repitiendo los cálculos anteriores, eliminando m y [ de (6), obtenemos 
las direcciones de los planos en los que 7 es máxima o minima, direcciones 
cuvos cosenos directores damos en la tabla siguiente: 


CosENOS DIRECTORES DE LOS PLANOS DE Tmáx Y Pmin 


Las tres primeras columnas nos dan las direcciones de los planos de 
coordenadas, los cuales comciden, conforme al supuesto original con los 
planos principales; como para éstos la tensión tangencial es cero, es un 
minimo la expresión (6) Las columnas restantes dan los planos que, 
conteniendo a los ejes principales, bisectan a los ángulos formados por 
los otros dos ejes principales. Remplazando en la expresión (6) los cosenos 
directores que corresponden a estos tres planos, llegamos a los siguientes 
valores de las tensiones tangenciales correspondientes a los mismos: 


r= Eloy — 0), ra Iz(0, — 0), AE +50: — uy) (19) 
Lo que nos demuestra que la máxima tensión tangencial actúa en el plano 


bisector del ángulo que forman las tensiones principales máxima y minima 
y que su valor es igual a la semidiferencia de las mismas. 
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Si los ejes x y = de la figura 132 tienen las direcciones de las tensiones prin- 
cipales y sí: OB = O€ = OD, de forma tal que la normal N a la cara oblicua del 
tetraedro tenga los coseños directores | =m = nm = 1/43 la tensión normal a esta 
cara, dada por las ecuaciones (a) o (113) es igual a: 


en tío, +0, +0) (d) 
siendo llamada «tensión medias, La tensión tangencial sobre esa misma cara, dada 
por (6) es 

io Hol 0 +00) — ho. Yo +07) 
pudiendo escribirse 
im Bl(os — 04)? + (0y — 04) + (9 — 0)?] 
o también : 
pi als == Say? + (77 — Sm)? + (ta — 51)*] 
Recibe el nombre de «tensión tangencial octoédrica+ por ser la cara sobre la cual 


actúa, la correspondiente a un octaedro regular con vértices en los ejes. Esa tensión 
es considerada con frecuencia en la teoría de la plasticidad. 


72. Deformación homogénea. Nos ocuparemos tan sólo de de- 
formaciones pequeñas que son las que prevé el ingeniero se han de pro- 
ducir en las construcciones. Los desplazamientos elementales de las par- 
ticulas de un cuerpo deformado serán resueltos por lo general en sus 
componentes tu, €, 4, paralelas a los ejes coordenados x, y, z respectiva 
mente y se supondrá que dichas componentes son cantidades infinite- 
simales que varian en forma continua en el ámbito del cuerpo. 

Sea, por ejemplo, el caso de una barra prismática fija por su extremi- 
dad superior (fig. 133) y sujeta a extensión axial. 51 € es el alargamiento 
especifico de la pieza en la dirección x y +€ el correspondiente acorta- 
miento transversal, las componentes del desplazamiento de un punto de 
coordenadas x, y, s serán evidentemente, 


, '= —pEsn, wW= —pez 


Llamemos a”, y, za las coordenadas del mismo punto 
una vez producida la extensión. 5us valores serán 


T=r+ur=ail+o y=oy+v=y(— ve, 
gg =2¿+w= 2(l — ve) (a) 


y si consideramos en la barra, antes de ser deformada, 
una superficie plana tal como la que representa la ecua- 
ción 


ar +ly+a+d=0 (6) 


los puntos de aquélla pertenecerán después de la defor- 
Fi. 133 mación a un nuevo plano, cuya ecuación se obtiene sustitu- 
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yendo en (b) los valores de x, y, =, dados por las ecuaciones (a). De este 
modo puede fácilmente demostrarse que los planos paralelos conservan 
su paralelismo después de la deformación y que las rectas paralelas lo 
siguen siendo una vez deformado el cuerpo a que pertenecen. 

Una superficie esférica de la barra, cuya ecuación es: 


a +yj+s=p (0) 


antes de la deformación de aquélla, se transforma a consecuencia de la 
misma en un elipsoide cuya ecuación se obtiene remplazando en (e) las 
expresiones x, y, 2 deducidas de las ecuaciones (a), hecho lo cual tenemos 


gp 2 yr? E 
Ao di 


rl — vej* 
Esto es, que la esfera de radio + se ha transformado en un elipsoide cuyos 
semiejes son (1 + €), (1 — 1€), r(l — v€). 

La extensión axial y el acortamiento transversal considerados en lo 
que antecede no son más que un caso particular de una deformación de 
un tipo más general, en el que las componentes u, v, 1, del desplazamiento 
son funciones lineales de las coordenadas, deformación que —como puede 
probarse por un razonamiento análogo al anterior— tiene las mismas pro- 
piedades que hemos hallado para el caso de la tracción simple, esto es, 
que las rectas y planos se conservan como tales después de la deformación, 
que los planos y rectas paralelos también conservan su paralelismo y que 
una esfera se transforma, a raíz de la deformación, en un elipsoide. Según 
se demostrará más adelante, en toda deformación homogénea, como se 
denomina a las de este género, todos los puntos .del cuerpo deformado 
experimentan igual deformación en una dirección dada cualquiera y dos 
elementos geométricamente semejantes igualmente orientados se conser- 
van geométricamente semejantes después de la deformación. 

En casos más generales, la deformación varía de punto a punto del 
cuerpo deformado. Por ejemplo, cuando una viga es flectada, las dilata- 
ciones y acortamientos de las fibras longitudinales varian con su distancia 
a la capa de fibras neutras. La tensión tangencial en los elementos de un 
eje circular, sometido a torsión, es proporcional a las distancias que los 
separan del eje de la pieza. En tales casos de deformación, no homogénea, 
es necesario efectuar el estudio analítico de la deformación en el entorno 
de un punto. 


73, Deformación en un punto. Para estudiar la deformación en 
la vecindad de un punto O de un cuerpo deformado (fig. 134), conside- 
remos un pequeño elemento lineal G0,, de largo +, cuyos cosenos direc- 
tores llamamos [, +1, 7. Sus proyecciones sobre los ejes de coordenadas, 
a saber: 

dx = +, óy = rm, Se == rn (a) 
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representan las coordenadas del punto O, con relación'a los ejes x, y, 5, 
que pasan por el origen O. Si u, y, ve, son las componentes del trayecto del 
punto O durante la deformación del cuerpo, las que corresponden al 


Fi. 134 


desplazamiento del punto vecino 0, estarán dadas por las siguientes 
ecuaciones: 


E a 8 du 
Uy =u-+-3- dé Í y A dz 


El dv dv , dv 
n= ¿Et 7 (b) 
dm. du du 
my Tae y + ó2 


Se supone que las cantidades dx, dy, ds, son infinitamente pequeñas 
y, por lo tanto, los términos de grado superior al primero, asi como sus 
productos, serán infimitésimos de orden superior y como tales pueden 
despreciarse en (5) Las coordenadas del punto O, después de la defor- 
mación, serán: 


a a 7y Y + yd 


e ai (o) 


by + 11 —U 


bz + wm —u + ba Sy dE 


Estas coordenadas, como se ve, son funciones lineales de las primi- 
tivas, dx, dy, óx, y conforme a la definición dada en el $ 72, la deformación 
de un elemento muy pequeño de un cuerpo en el punto ( puede entonces 
considerarse como homogénea. 

Pasemos a considerar el alargamiento experimentado por el elemento 
r. El cuadrado de su longitud después de la deformación será igual a la 
suma de los cuadrados de las nuevas coordenadas del punto Ó, que están 
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dadas en (c) asi que si llamamos € al alargamiento especifico del elemento 
de que se trata, se tendrá: 


E E ón po + 15) 


e(mtZur2m+ Zo 


++ = 02 + y y 0 2) 


o bien, dividiendo por + y teniendo en cuenta las ecuaciones (a) 


| du du du l' 

j Ml. = cl ta pla! 

(l+e€ +) em yn | 
de dv dv |' 


MET de A 
+1 + (1+25)] (a) 


Recordando ahora que tanto € como las derivadas parciales ónfáx, ... du óz, 
son cantidades muy pequeñas cuyos cuadrados y productos pueden ser 
despreciados y simplificando en razón de ser, Pou +m=1 


se 
deduce: 


du dv du , du du , de 
=at E lcd AS 
ie RS Him (+ in 2) 
de , dw 
+ mn € - m0) (120) 
Relación que nos dice que podrá calcularse el alargamiento de un elemento r 
siempre que se conozcan las expresiones pl. ps (1 e 2 ] , €tc. La ecua- 
Ox LOY dx, 


ción (120) puede expresarse en forma más simple si empleamos las si- 
guientes notaciones: 


du 4 E dro ms 
E y +". 2 "(e 
+ - Se de, 2 
dy * dr Tavo e is dz dy e 
Se tendrá asi: 
e= €? + € mM? + € + Yeylim + yaln + YM qa1) 
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El significado físico de las cantidades Ey, ..., Yye «+. ha sido explicado en el 
$ 5 y según se indica en el mismo €,, €,, €,, son los alargamientos espe- 
cificos en las direcciones x, y, z, en tanto QUe Yoy, Prez Pyz SON las dis- 
torsiones correspondientes a esas mismas direcciones. Como en dicho 
párrafo se anuncia, queda aqui demostrado que el alargamiento de un 
elemento cualquiera que pase por el punto ( podrá ser calculado, apli- 
cando la ecuación (121), en función de las seis componentes de la defor- 
mación. 

En el caso particular de una deformación homogénea las componentes 
sm, y, z0, del desplazamiento, son funciones lineales de las coordenadas, 
de manera que, según las ecuaciones (e) las componentes de la deformación 
son constantes en todos los puntos del cuerpo, esto es, que, en dicho 
caso, todos los elementos del cuerpo se deforman igualmente. 


Al estudiar la deformación en el entorno de un punto O) es muchas veces nece- 
sario saber cuánto varía el ángulo que forman dos elementos lineales que pasan por 
ese punto. Sean 1, mi, ty los cosenos directores del elemento + (fig. 134) después 
de la deformación, y £%, 4, mí, los de otro elemento F' caracterizado por valores 
E, a, af antes de la deformación. Aplicando las ecuaciones (e) y (a) y considerando € 
como cantidad infinitésima, tendremos como expresiones de los primeros 


po E A 


rl + el dx dz 

_ by 0. -_,d0v EN dv dv 
A E m1 +5) + SE E 

E Bl dw 

ma ho (1 +35 


y otras tantas ecuaciones análogas para los cosenos directores del elemento r”. La co- 
nocida ecuación que da el coseno del ángulo formado por dos direcciones, aplicada 
a las de los dos elementos después de la deformación, nos da: 


cos (rr = Ll? + mm! + mm 


Las ecuaciones (f) nos darán, considerando como cantidades rmuy pequeñas los alar- 
earmientos € y €' en dichas direcciones, 


cos (rr) = (1 + mua! + n00)(1 — € — e) + 2Z(c,10' + egmn! + ena!) 
+ rulmal + nta) d+ ya(all + 0D) + yaylim + Um) (122) 
51 las direcciones * y F fueran perpendiculares entre si, resultaria: 
PS mal + aun! =0 
y entonces la ecuación (122) da el valor de la distorsión que sufre el ángulo formado 


por esas direcciones. 


74, Ejes principales de deformación. La ecuación (121) nos 
permite interpretar geométricamente la variación de la deformación en 
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un punto determinado. Tracemos para ello en la dirección de cada ele- 
mento lineal, tal como r (fig. 134), un radio vector cuyo valor sea: 


k 
R =. —, Eb 
n (a) 


Razonando, entonces, como se ha indicado en el $ 65, concluimos 
que el lugar geométrico de las extremidades de los radios vectores corres- 
pondientes es la superficie de ecuación. 


EN? = qu + q 68 + Y z + Yet + Yary (123) 


Esta superficie queda completamente determinada por el estado de 
deformación en el punto considerado y es independiente de la orientación 
de los ejes coordenados rectangulares. Es siempre posible dar a estos 
ejes ortogonales, direcciones tales, que los términos de la ecuación (123) 
que contengan productos de variables desaparezcan, lo que entraña la 
nulidad de las variaciones angulares en tales direcciones. Estas han re- 
cibido el nombre de ejes principales de deformación; los planos corres- 
pondientes, planos principales de deformación y las deformaciones respec- 
tivas, deformaciones principales. De todo ello resulta evidente que los ejes 
principales de deformación siguen siendo perpendiculares después de 
ocurrida la deformación, de manera que un paralelepipedo rectangular 
de caras paralelas a los planos principales se conservarán como tal después 
de la deformación. En general sufre una pequeña rotación. 

Silos ejes x, y y = coinciden con los ejes principales de deformación, 
la ecuación (123) se transforma en: 


+ El om Er? + Ey? + e2* 


En este caso, la dilatación de un elemento cualquiera cuyos coseños 
directores sean [, m, a, valdrá, con arreglo a las ecuaciones (121): 


=P en? + en (124) 


y según la ecuación (122) la deformación tangencial o distorsión corres- 
pondiente a dos direcciones r y +”, perpendiculares entre si, estará dada 
por la fórmula: 


Yee = 2lell" + emi + enn") (125) 


Resulta de lo que antecede que la deformación en un punto está com- 
pletamente determinada si se conocen las direcciones de los ejes prin- 
cipales de deformación y las magnitudes de los alargamientos principales. 
La determinación de unos y otros se efectúa de una manera análoga a la 
que se explicó en el $70. Puede también demostrarse que cuando el sistema 
de ejes coordenados experimenta un giro, la suma €, + €, + €, permanece 
constante. Como se sabe, el significado fisico de esta suma es simple: se 
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trata de la dilatación cúbica causada por la deformación que se produce 
alrededor de un punto. 


75. Rotación. En general cuando un cuerpo se deforma, un ele- 
mento cualquiera de superficie cambia de forma y sufre una traslación 
y una rotación. A causa de la deformación transversal las aristas no sufren 
la misma rotación y es necesario entonces definir, qué se entiende por 
rotación del elemento. Un elemento rectangular cualquiera puede llegar 
a tomar la forma, posición y orientación finales mediante la aplicación 
al mismo, en su estado inicial (no deformado) de las tres operaciones 
siguientes. 


1. Se aplican las deformaciones €, €,, €z, Yzy> Yxz» Yuz Al elemento, 
el cual está orientado de forma tal que las direcciones de las deformacio- 
nes principales no giran. 

2. Se traslada el elemento hasta que su centro ocupe la posición final. 

3. Se gira el elemento hasta que tome su orientación final. 


La rotación de la operación 3 es evidentemente la rotación de las 
direcciones de la deformación principal, siendo, por lo tanto, indepen- 
diente de la dirección de los ejes x, y, 2. Debe poder ser evaluada si se 
conocen los desplazamientos u, v, vw. Por otra parte es evidentemente 
independiente de las componentes de la deformación. 

Puesto que la traslación del elemento no tiene ningún interés para 
nosotros, podemos considerar, como en el $ 73 y en la figura 134, el des- 
plazamiento relativo de un punto O, respecto al centro O del elemento. 
Este desplazamiento viene dado por las ecuaciones (b) del $ 73. 


du du gu 
Eo IE —=:0' — 02 
iio E de + dy YA 3% 
Ov 0v 0v 
rt a ON — 0 a 
A A y (a) 
01 0w dw 
AR a e En dy + a 02 


Sustituyendo la expresión (e) del $ 73, de las componentes de la defor- 
mación, e introduciendo igualmente la notación! 


lfó0w dv 1(9u  dw 1/f0v du (126) 

dl tó dl NO dd li) = A = 
DN 08 SÍ DINO E + 2N0x  0y : 

' Examinando la figura 6, se ve fácilmente que 01/0x y ujóv, que entran en la expresión 


de «w. son las rotaciones, en el sentido de las agujas del reloj, sufridas por los elementos li- 
neales 04”, O'B”, a partir de sus posiciones iniciales OA, OB; «. es, por lo tanto, la media 
de estas rotaciones y w., y «y tienen el mismo significado en sus planos respectivos. 
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podemos escribir las ecuaciones (a) en la forma 


Uy — U = €, 02 + FYay 0Y + EYzz 02 — ww: 0y + uy 02 
Y1 — YU = HY2y 0% + €y 0y + $y,: 02 — 0 02 + w, 02 (b) 
W — W = 2Y22 02 + Ey: Y + € 02 — wy 0% + wz dy 


que descompone los desplazamientos relativos en dos partes: una que 
sólo depende de las componentes de la deformación y otra que depende 
únicamente de las cantidades (,, 0y, 0%. 

Podemos ahora demostrar que (,, 0,, w. son, de hecho, las componen- 
tes de la rotación 3 más arriba citada. Consideremos la superficie defi- 
nida por la ecuación (123). El cuadrado de un radio cualquiera es inversa- 
mente proporcional a la deformación unitaria del elemento lineal de la 
misma dirección y la forma de la ecuación es: 


F(x,y,2) = constante (c) 
Si consideramos un punto vecino (x + dx, y + dy, z + dz) situado en 
la superficie, se cumplirá la relación: 
or or or 
— =- — dz = () 
Óx cu Oy dy + 02 (d) 


il desplazamiento dx, dy, dz, se efectúa en una dirección cuyos cosenos 
directores son proporcionales a dx, dy, dx, y las tres cantidades 0F/óx, 
OF/|0y, OF/lóz, definen igualmente otra dirección de cosenos directores 
proporcionales a ellas mismas. El primer miembro de la ecuación (d) 
es entonces proporcional al coseno del ángulo formado por esas dos direc- 
ciones las cuales, por ser ese coseno cero, serán perpendiculares entre sí. 
Puesto que dx, dy, dz, representa un elemento cualquiera del plano 
tangente a la superficie, la dirección representada por 0F/0x, 0F/0y, 0F/0z, 
será la de la normal a la misma. 

En el caso estudiado F(x, y, x) es el segundo miembro de la ecuación 
(123). En consecuencia: 


== 2eT Sl VxyY Sr Y zzk 
— = Yayl + LEY + Y (e) 


a a y PP 


Habiendo trazado la superficie definida por la ecuación (123) con el 
punto O como centro (fig. 134) podremos identificar dx, dy, dz [ecuacio- 
nes (5)] con x, y, z [ecuaciones (e)]. 

Consideremos ahora el caso particular en que w,, w, y vw. son nulos. Los 
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segundos miembros de las ecuaciones (e) y (b) son entonces idénticos salvo 
en un factor 2. Resulta de ello que el desplazamiento definido por las 
ecuaciones (b) es normal a la superficie definida por la ecuación (123). 
Esto significa que si consideramos al punto O, (fig. 134) como perte- 
neciente a la superficie, su desplazamiento es normal a la misma. En con- 
secuencia, si OO, es uno de los ejes principales de deformación, o lo que 
es lo mismo uno de los ejes principales de la superficie, el desplazamiento 
de O, se efectúa en la dirección de OO,, deduciéndose que OO, no gira. 
El desplazamiento correspondiente será entonces del tipo 1, anteriormente 
citado. 

Para completar el desplazamiento debemos volver a introducir en las 
ecuaciones (b) los términos en 0, Wy, 02, los cuales corresponden a una 
pequeña rotación de conjunto cuyas componentes según los ejes x, y, 3, SON 
Uz, y, 0, respectivamente. Resulta entonces que estas cantidades cuya 
expresión viene dada por las ecuaciones (126) expresan la rotación del 
tipo 3 es decir, la rotación, en el punto O, de los ejes de deformación. 
"Tales cantidades reciben el nombre de componentes de la rotación. 


Problema 
1. ¿Cuál es la ecuación, del tipo f(x, y, z) = 0, de la superficie, de centro O, 
que se convierte en una esfera xX?+y?+4 23? = 0? al sufrir la deformación homo- 


génea del $ 72? ¿De qué tipo de superficie se trata? 


9 


Teoremas generales 


76. Ecuaciones diferenciales de equilibrio. En el $ 67 hemos 
desarrollado el estudio de la tensión en un punto de un cuerpo elástico. 
Nos proponemos efectuar, ahora, el análisis de la variacióm de la tensión 
al cambiar la posición del punto. Para ello debemos establecer las condi- 
ciones de equilibrio de un elemento, de forma de paralelepipedo rectan- 


gular, cuyas dimensiones son: óx, dy, Óx, como el que se presenta en la 
figura 135, en la cual se indican las componentes de la tensión que actúan 
en cada cara, asi como sus sentidos positivos. Tomaremos aquí en consi- 
deración las variaciones que experimentan dichas componentes, como con- 
secuencia de los incrementos infinitamente pequeños, dx, óv, óx, de las 
coordenadas y al calcular las fuerzas actuantes en el elemento, consideramos 
que las caras son infinitamente pequeñas, de manera que la fuerza que 
corresponde a cada cara se obtiene multiplicando por su área la tensión 
en el baricentro respectivo. Llamando 1, 2,3, 4, 5, 6, a los centros de las 
caras (fig. 135) designamos (0;,), al valor de 0, en 1 (6,) al valor de 0, en 2, 
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etcétera. El símbolo o, representa el valor de esta componente de la tensión 
en el punto x, y, 2. 

La fuerza másica relativa al elemento considerado, que fue despreciada, 
como infinitésimo de orden superior, al establecer las condiciones de equi- 
librio del tetraedro (fig. 132), deberá ahora intervenir en las ecuaciones, 
por ser del mismo orden de magnitud que los términos que corresponden 
a la variación de las componentes de la tensión. 51 designamos entonces 
por X, F, £, las componentes de la fuerza másica especifica, obtendremos 
una de las ecuaciones de equilibrio, proyectando las fuerzas sobre la 
dirección x: 


[(o.J1 — (07)0] dy 62 + [lrzy)a — (Tay da] 67 de 
[rz)s — Cradle] dx dy + X óx dy 62 = 0 


De manera análoga se obtienen las otras dos ecuaciones de equilibrio 
y después de efectuar las simplificaciones, llegamos a las siguientes ecua- 
ciones, que deben quedar satisfechas en todos los puntos del cuerpo 


considerado: 
SU , Oo, ÓTa E 
dx E dy óz + X 0 
des. Dr A 
EA PAE, “dl == a 
e ie ES pa 
Os gs, Or 


de” de ra 


Estas ecuaciones (127) deben ser satisfechas en todo el volumen del 
cuerpo. 

Las tensiones varían de uno a otro punto del cuerpo y en su periferia 
deberán equilibrar a las fuerzas exteriores que actúan sobre la superficie 
del mismo. Las expresiones matemáticas de las condiciones de equilibrio, 
relativas a la superficie, pueden obtenerse partiendo de las ecuaciones 
(112. Consideremos para ello que el tetracdro OBOD (fig. 132) esta 
dispuesto de manera que la cara BCOD comecida con la superficie del cuerpo 
y llamemos X, Y, Z a las componentes de las fuerzas superficiales refe- 
ridas a la unidad de área, en dicho punto. Las ecuaciones mencionadas 
son entonces: 


= gd +] Tay + Te8 
= 51 | Tastt + Tol (123) 
at E Tal o Fit 


ba + ed 


en las que l, m, »=, son los cosenos directores de la normal exterior a la 
superficie del cuerpo en el punte considerado. 

Si el problema consiste en determinar el estado de tensión que se 
origina en un cuerpo sometido a la acción de fuerzas dadas, es necesario 
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resolver las ecuaciones (127), de manera que la solución satisfaga a las 
condiciones de límite o condiciones de borde (128), Es evidente que estas 
ecuaciones que contienen seis componentes de tensión, Ur, «y Toys M0 
bastan para determinar estas cantidades; el problema es estáticamente 
indeterminado y para resolverlo se deberá proceder como en el caso del 
estado plano de tensión, haciendo interventr a las deformaciones elásticas 
del cuerpo. 


77. Condiciones de compatibilidad. Para establecer las ecuacio- 
nes que buscamos, deberá tenerse en cuenta que las seis componentes de 
la deformación en cada punto, quedan completamente determinadas por 
las tres funciones 4, Y, +0, que representan las componentes de su desplaza- 
miento, asi que las componentes de la deformación no pueden expresarse 
arbitrariamente en función de x, y, s, sino que habrán de satisfacer a 
determinadas relaciones que se deducen de las ecuaciones (2) (véase $ 5): 


d%e, ES 0 ey e ra Pu F dy 
dy! dx ay? dy? da dy óxóy drá ' óxtoy 


de donde resulta que: 


ru 
A (a) 


Una permutación ciclica de las letras x, y, 7, nos permitirá obtener otras 
dos relaciones análogas, 
Calculando ahora las derivadas: 


des _ du dry _ Oo te 
dy dz drdyos dx  dndz | dd 
Wer Eu dr Ivi + dp 


dy dl dy dz — dx dy dz dy ó0z - 0x0z 


llegamos a establecer que: 


a da OYme | OY | OY 
dy da A e ón (0) 


Por permutación de las letras x, y, z, obtendremos otras dos relaciones 
análogas a (6). Procediendo como se ha indicado, se llega a seis ecuaciones 
diferenciales entre las componentes de la deformación, las cuales deberán 
quedar satisfechas en virtud de las ecuaciones (2). Ellas reciben el nombre 
de condiciones de compatibilidad y son las siguientes): 

La demostración de que estas sels ecuaciones bastan para asegurar la existencia del 
desplazamiento, correspondiente a un conjunto dado de funciones €, na e. puede en- 


contrarse en A. E H. Love, Mathematical Theory of Elastrerty, 42 edición, pág. 49, e LS. So- 
kolnikoft, Mathematical Theory of Elasticity, pág. 24, 1946. 
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dez | Pay _ yz Pe _ 0 (_ 07 0, OY 

dy * 0x  exray dy dz dx dx dy * dz 

Pty E CA (Ens — Va ÓYar es 
del * ay dyóz e dxdz dy OY + de 1129) 


de, gr de, = Y a de, sE A OY ga lb DY ss e. OY oy 1 
dei * a droz dxoy 0x dx dy dz 

Las condiciones expresadas por las ecuaciones (129) pueden trans- 
formarse en relaciones entre las componentes de la tensión, utilizando la 
ley de Hooke [ecuaciones (3)]. Tomemos, por ejemplo, una de ellas: 
de , 0% _ 0% 
a . (e) 


de * dy aya 


De las ecuaciones (3) y (4) resulta, teniendo en cuenta la igualdad (7), 
mediante una transformación sencilla: 


= 50 + vjoy — vt] 


> lO + vo, — v6] 
ada v)Tos 
E 


Tus 


Remplazando en (c) estas expresiones, obtenemos: 
ga z 1] fr; om ga rus 
a eS +2) (E +5) - 21492 (0) 
El segundo miembro de esta ecuación puede transformarse empleando 
las ecuaciones de equilibrio (127). En efecto, de las dos últimas resulta: 


a 
a E 
de dy dx 


Sumando las derivadas de la primera ecuación con respecto a = y de la 
segunda con respecto a y, se tiene: 


¿Piu 8 _ 80 _ 0 Ora, Br] _ IZ _ BY 
dy de dz? dy dloz ' dy dz Oy 


o bien, si se tiene en cuenta la primera de las ecuaciones (127): 
rg We dy de, 0X  3Y az 


óydz di ay de? dx dy 0% 
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Si se lleva esta última a la ecuación (4) y para simplificar la escritura se 
utiliza el simbolo: 


ú* d* de 

z == — _— A 

ad da? + dy? * de 

encontramos: 
do si da 
(1 + 9 (y a — vo Un 2) - E (va == ao 
IX _ 0Y 0% 
=(1+0.! E) Le) 


Las otras dos condiciones de compatibilidad del tipo (e), permiten escribir 
dos ecuaciones análogas a la anterior. 
Sumando ordenadamente las tres ecuaciones del tipo (e) asi obtenidas, 


se tene: 
Ho , + 02) 


Remplazando en la ecuación (e) el valor de *6, que resulta de esta última 
expresión, se tiene: 


1 0% y fox az aX 
= 2 — 
dica de (E + 142) az 0 


Podemos obtener tres ecuaciones de esta e correspondientes a las 
primeras tres ecuaciones del grupo (129). Anáalogamente, las tres condicio- 
nes restantes de ese grupo pueden transformarse en ecuaciones del tipo 
siguiente: 


(1 — 1420 = —(1+ JE 


, 1 00 3Y 
a E + 1) 00) 


Con las fuerzas másicas constantes o nulas (f) y (2) nos dan: 


dede e 2, E 
(1 + 1/V%02 + dy? = 0, (1 + mV rs + 5 = 0 
S aa á due E 
(1 + PI Viey + Í dy a O, (1 +- yv Tra + de de — Ñ (130) 
y SEA Mo 00 
(1 +, + as = 0, (+ Vr + is 0 


Se ve pues, que además de las ecuaciones de equilibrio (127) y las 
condiciones de borde (128), las componentes de la tensión en un cuerpo 
isótropo habrán de satisfacer a las seis condiciones de compatibilidad (f) 
v (2) 0 a las seis condiciones (130), Este sistema de ecuaciones basta, por 
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lo general, para determinar sin ambigúuedad alguna las componentes de 
la tensión (véase $ 82). 

Las ecuaciones que expresan las condiciones de compatibilidad con- 
tienen, según se ha visto, tan sólo derivadas segundas de las componentes 
de la tensión. Por lo tanto, si las fuerzas exteriores permitieran satisfacer 
las ecuaciones de equilibrio (127) conjuntamente con las condiciones 
de limite (128), mediante unas componentes de la tensión que fuesen 
constantes o funciones lineales de las coordenadas, las ecuaciones de com- 
patibilidad quedarian idénticamente satisfechas y este sistema de tensiones 
representoria la solución correcta del problema. En el capitulo 10 desarro- 
Mlamos varios ejemplos de problemas de esta clase. 


78. Determinación de los desplazamientos. La lev de Hooke 
[ecuaciones (3) y (+)] nos permitirá determinar las componentes de la 
deformación una vez calculadas las componentes de la tensión, mediante 
las ecuaciones anteriores. Para determinar los desplazamientos u, U, Yo, 
se utilizan entonces las ecuaciones (2). Derivando éstas con respecto a 
Xx, y, 7, $e pueden obtener 18 ecuaciones entre las 18 derivadas de +, €, +0, 
vw calcular asi dichas derivadas. Para u, por ejemplo, tendremos: 


du de nun dy 0 du OY Oe 

da dr dy dy dx do di dr 
da de, a  _ dez du 1 (> Are 21) (a) 
ddy dy  0xdz del óydz 23óy ' dz Ox 


Si en las ecuaciones anteriores intercambiamos ciclicamente las letras 
Xx, y, Y z hallaremos las derivadas segund:s de las componentes de los 
desplazamientos y Y te y por medio de integraciones dobles obtendremos 
su, uv, za las cuales, como constantes arbitrarias de integración, añadiremos 
funciones lineales de x, y y z que, evidentemente, no afectarán a las 
ecuaciones (a) y sus correlativas. “Pampoco modificarán a las componentes 
de la deformación [ecuaciones (2)] siempre que sean de la forma: 


w =a+by—«ez 
o” =-d — bx + ez (5) 
w =f+ec —ey 


Esto significa que las tensiones y las deformaciones no determinan por 
completo los desplazamientos y que a las ecuaciones que los expresan, 
deducidas de (127), (128) y (130), podrá añadirse el desplazamiento 
que corresponde a un movimiento a la manera de cuerpo rigido. Las cons- 
tantes a, d, f, en las ecuaciones (6), representan un movimiento de tras- 
lación del cuerpo y las constantes b, e, e, son las tres rotaciones del cuerpo 
rigido alrededor de los ejes coordenados. Cuando existen vinculos bas- 
tantes para impedir el movimiento del cuerpo como si fuera rigido, las 
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seis constantes de las ecuaciones (5) pueden ser calculadas fácilmente, 
de manera que satisfagan las condiciones de vinculo. Más adelante se 
exponen diversos ejemplos de cálculos de esa naturaleza. 


79 Las ecuaciones de equilibrio como funciones de los des- 
plazamientos. Un método que permite resolver los problemas de 
elasticidad es el que conduce a formular tres ecuaciones de equilibrio cuyas 
incógnitas son las tres funciones u, €, tc. Para ello se elimina de las ecuacio- 
nes (127) y (128) las componentes de la tensión recurriendo a la ley de 
Hooke y a las ecuaciones (2), que nos permiten expresar las componentes 
de la deformación en función de los desplazamientos. Sustituyendo (11) 
en (127) tenemos: 


e. = dle +20 A (a) 
v de (6): 
E '— r du Ll du 
Q Se des Ed ón 
Tas = Ya dor | dz 
de donde: 


, de [de du 0% 
ara Ara) +Xx-0 
Las otras dos ecuaciones pueden transformarse de la misma manera, asi 


que utilizando el simbolo laplaciano, las ecuaciones de equilibrio (127%, 
se transforman en: 


+0 +Gvu+ Xx =0 
(A + as sd G Wi 4 Y =0 (131) 
(A A 
y cuando no existen fuerzas másicas, se tendrá: 
(A + 07 =+ G Vu 
+02 HOW =0 (132) 


on 
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Derivando la primera de estas ecuaciones con respecto a x, la segunda 
con respecto a y, y la tercera con respecto a 3, y sumando miembro a 


e? 


miembro las igualdades que se obtienen, se llega a: 
A +26) Ve =0 


de donde resulta evidentemente que la dilatación cúbica, e, satisface a la 
ecuación diferencial 


== +40 (133) 


La misma conclusión es aplicable al caso en que las fuerzas másicas sean 
constantes para todo punto del cuerpo. 
Remplazando los valores que dan las ecuaciones (a) y (6) en las con- 
diciones de borde (128), hallamos: 
a du , du du E dv dio , 


A A A E A A A A A A 


Definidas asi completamente las tres funciones u, Y, 0, mediante 
las ecuaciones (131) y las condiciones de borde (134), podremos obtener 
las componentes de la deformación aplicando las ecuaciones (2), y luego 
las componentes de la tensión, valiéndonos de las fórmulas (9) y (6). En 
el capitulo 15 se hace aplicación de estas ecuaciones. 


80. Solución general para los desplazamientos. Se comprueba 


fácilmente que las ecuaciones diferenciales de equilibrio (132), expresa- 
das en función de los desplazamientos, son satistechas por: 


u= 4 0 o (da + Th + yór + 2ba) 


ma 


0 
= du — ne [de +| Ts | yd Y Za) 


do. 
W= $3 — a ión + Lós + Ya — 263) 


donde 4a = 1/(1 — y) y las cuatro funciones do, d1, de, da SON armónicas, 
es decir: 


Vigo = 0, Vi4, =0, Viór = 0, Viba = 0 


' Esta solución há sido dada independiente por P, F, Fapkovitch, Compt. rend., vol, 195, 
págs. 513 y 754, 1432, y por H. Neuber, Z. angew. Math. Mech., vol. 14, pag. 203, 1934, Otras 
soluciones generales hen sido dadas por B. Galerkin, Compt. rend., vol. 190, pág. 1047, 1930, 
y por Boussinesq y Kelvin (véase Todhunter y Pearson, History of Elesticity, vol. 2, parte 24, 
pág. 268) Véase también R. D. Mindlin, Bull, Am. Matk. 5oc., 1936, pág. 373, 
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Se puede demostrar que esta solución es general y que una de las cuatro 
funciones puede ser suprimida sin perder generalidad. 

Este tipo de solución ha sido adaptado a las coordenadas curvilineas 
por Neuber?, quien lo ha aplicado a la solución de problemas relativos 
a sólidos de revolución, generados por hipérbolas (cilindro con entalla- 
dura hiperbólica) o elipses (cavidad con forma de elipsoide de revolución), 
que transmiten tracción, flexión, torsión o esfuerzos tangenciales normales 
a su eje, junto con flexión. 


81. Principio de superposición. La solución del problema rela- 
tivo a un cuerpo elástico dado, limitado por una superficie conocida y 
sometido 4 unas determinadas fuerzas másicas, exige la determinación 
de las componentes de la tensión, o de los desplazamientos, que satis- 
fagan las ecuaciones diferenciales y las condiciones de contorno. 51 de- 
cidimos trabajar con las componentes de la tensión se deberán cumplir: 
a) las ecuaciones de equilibrio (127); 6) las condiciones de compatibilidad 
(129); c) las condiciones de contorno (128), Sean 0;, ..., Tay, +, las com- 
ponentes de la tensión así determinadas, las cuales han sido producidas 
por las fuerzas superficiales X, Y, Z, y las fuerzas másicas X, Y, Z. 

S1 llamamos 0,'... Tiy, +» A las componentes de la tensión producidas 
en el mismo cuerpo por las fuerzas superficiales X”, Y”, Z' y las fuerzas 
másicas A”, Y”, £, las componentes 0, + Ugly «o Toy T Toys + + TEPpresen- 
tarán las tensiones causadas por las fuerzas superficiales X + X'”, ..., y 
las fuerzas másicas XA + XA”... Esto es asi por ser lineales todas las ecua- 
ciones diferenciales y las condiciones de contorno, Añadiendo, de esta 
forma, la primera de las ecuaciones (127) a la ecuación correspondiente: 


de, 


is E ae 4 + EU 0 


se obtiene: 


0 


a 
óz (o, 33 ay) + (Toy a ma) + de [Ta + Tra) + X SE Xx = () 


LA 
dy 
y análogamente de la primera de las ecuaciones (128) y de su homóloga, 
se deduce: 


XFX == (00 + 001 +4 (rey E Tay Jn + (Tae + Ta )n 


Las condiciones de compatibilidad pueden combinarse también de la 
misma forma. El conjunto completo de ecuaciones, muestra que 0, + 07, 
co Toy + Teys «+» Satisfacen todas las ecuaciones y condiciones, que de- 
terminan las tensiones producidas por las fuerzas X + X",..,X Xi, 
Este resultado constituye el principio de superposición. 


'H. Neuber, Rerbspannunasiehre. Esta obra contiene también la solución de problemas 
bidimensionales. Véase el capítulo 7 del presente libro, 
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Al deducir las ecuaciones de equilibrio (127) y las condiciones de con- 
torno (128), no hicimos ninguna distinción entre la posición y forma 
del elemento antes y después de aplicar la carga. De ello resulta, que 
nuestras ecuaciones Y las conclusiones de ellas deducidas, son válidas 
solamente si los pequeños desplazamientos producidos en la deforma- 
ción no afectan sustancialmente la acción de las fuerzas exteriores. Existen 
casos, sin embargo, en los que es preciso tener en cuenta esa modificación. 
En este caso la justificación del principio de superposición, que acabamos 
de dar, falla. 

Esto ocurre, por ejemplo, en el caso de una viga sometida simultánea- 
mente a una carga lateral y a otra carga, aplicada según su dirección 
longitudinal; otros muchos ejemplos se presentan en el estudio de estruc- 
turas con paredes delgadas. 


82. Unidad de la solución. Estudiemos ahora, si las ecuaciones 
precedentes pueden tener más de una solución, dadas unas determinadas 
fuerzas másicas y de superficie. Supongamos que Te. Tagore Y Oe. 
Toy «<<» Tepresenten dos soluciones correspondientes a las mismas cargas 
Arc A... Aplicando, entonces, las ecuaciones (127) y (128) a la primera 
solución tendremos: 


X = 0/1 + Tm + 7:21 


junto con las condiciones de compatibilidad. 
De igual forma considerando la segunda solución, tenemos: 


XxX _ ql + Tam + tan 


* " 


junto, también, con las condiciones de compatibilidad. 

Restando las expresiones precedentes se encuentra la distribución 
de tensiones, definida por las diferencias 6, — 07% ..., Tay — Tay, las 
cuales satisfacen las ecuaciones: 
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F == 
Ex >. Fa q o. o” o» oq Try Try 7 


Med — 0) , Otal — 109) 
OD = (0 — a UH [ral — Tay MH [ral — Ta) 


en las que todas las fuerzas exteriores se anulan, Las condiciones de com- 
patibilidad (129) serán también satisfechas por las componentes corres- 
pondientes de la deformación €, — Es, .., Pay — Prey a+ 

Esta distribución tensional corresponde, en consecuencia, a fuerzas 
másicas y de superficie nulas. El trabajo realizado por tales fuerzas durante 
el proceso de carga es cero, siéndolo también, por lo tanto, [IV, dx dy de. 
Ahora bien, dado que, como se deduce de la ecuación (85), Y, es positivo 
para cualquier estado de deformación, la integral se anulará, solamente, 
si Y, es nulo en todos los puntos del cuerpo, lo cual implica que lo sean 
cada una de las componentes € —= € o Pro — Fry « Én consecuen- 
cia, los dos estados de deformación €x..., Pay "VEx +.» Pay »»- $50N idén- 
ticos, lo que demuestra que para unas cargas determinadas la solución de 
las ecuaciones es única!. 

Acabamos de probar la unicidad de la solución, basándonos en la 
hipótesis de que las tensiones existentes en un cuerpo, desaparecen cuando 
el mismo es liberado de la acción de las fuerzas exteriores. Hay ciertos 
casos, sin embargo, en los que pueden existir tensiones iniciales en un 
cuerpo sin que ninguna fuerza exterior seas aplicada. Un ejemplo de este 
tipo ha sido encontrado al estudiar el anillo circular (véase el $ 39). 51 
se practica un corte siguiendo dos secciones transversales adyacentes 
de un anillo y se unen de nuevo los bordes obtenidos, soldándolos a me- 
diante otro proceso cualquiera, se obtiene un anillo en el cual existen 
tensiones iniciales? Varios ejemplos de este tipo han sido estudiados al 
considerar los problemas bidimensionales. 

Asimismo pueden presentarse tensiones iniciales en un cuerpo sim- 
plemente conexo como resultado de las deformaciones no elásticas, sufri- 


| Este teorema se debe a G. Kirchhoff. Véase su Morlesungen tiber Math, Phys., Mechanik. 

2 El anillo representa el ejemplo más sencillo de cuerpo múltiplemente conexo. Para los 
cuerpos de este tipo, las ecuaciones generales de la elasticidad, expresadas en función de los 
componentes de la tensión, no son suficientes para determinar las tensiones y $ $e desea una 
solución completa, un estudio adicional de los desplazamientos es necesario. Las primeras 
investigaciones de este tipo fueron realizadas por ]. H. Michell, Proc. London. Math. Soe., 
vol 31, pág. 103, 1899, Véase también L. X. G. Filon, Brit. Assoc. Advencement. Sel. Rept., 
1921, pág. 305, y Y, Volterra, Sur P'equilibre des corps elastiques muliplement connexés, Ann, ecole 
sorm., Paris, serie 3, vol. 24, pies. 401-517, 1907. Otros datos sobre las tensiones iniciales 
se encuentran eñ la memoria de P. Némenyi, Z. argew. Math. Mech,, vol. 11, pág. 59, 1931. 
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das durante el proceso de fabricación. En ciertas piezas metálicas grandes, 
por ejemplo, pueden existir tensiones iniciales considerables, producidas 
por un enfriamiento no uniforme; de igual forma el laminado de barras 
metálicas puede originar notables tensiones, a consecuencia de la defor- 
mación plástica producida por el trabajo en frio. Las ecuaciones de la 
elasticidad no bastan entonces para determinar las tensiones iniciales, 
siendo necesario añadir información sobre el proceso de fabricación al 
cual ha estado sometido el cuerpo. 

Es de advertir que en todos aquellos casos en los que se puede usar 
el principio de superposición las deformaciones y tensiones producidas 
por la acción de las fuerzas exteriores, no son afectadas por las tensiones 
iniciales, pudiendo ser calculadas de la misma forma que si tales tensiones 
iniciales no existieran. Las tensiones totales se obtienen, entonces, aña- 
diendo a las iniciales las producidas por las fuerzas exteriores. En los casos 
en los que el principio de superposición no es aplicable, las tensiones 
provocadas por las fuerzas exteriores no pueden ser determinadas si no se 
conocen las tensiones imiciales. No podemos, por ejemplo, calcular las ten- 
siones de flexión producidas por cargas laterales en una barra delgada 
que está sometida a una tracción o una compresión, sin conocer previa- 
mente la magnitud de esas tensiones iniciales, 


83. Teorema de reciprocidad. —Limitándonos al caso de los pro- 
blemas bidimensionales, consideremos una placa sometida a dos sistemas 
de cargas distintos. Sean X,, Y, X, e Y, las componentes de las fuerzas 
másicas y de contorno del primer sistema y Xa, Ya, Xo e Fs las del se- 
gundo. Los desplazamientos y las componentes de la deformación y de la 
tensión, correspondientes a los dos sistemas de carga, serán designados 
A A A PA TO PA A PA, 
respectivamente. Consideremos ahora el trabajo que producirían las fuer- 
zas del primer sistema al actuar sobre los desplazamientos del segundo. 
Su valor es: 


T = [Xjuods + [Fivads + [[X ug de dy + JiYiwadrdy (a) 


extendiéndose la primera integral a toda la curva que limita la placa y 
la segunda al área de la misma. Sustituyendo X, por su expresión, dada 
por la ecuación (20) del $ 14, podemos escribir el primer término del 
segundo miembro de (a), de la forma siguiente: 
¡Xu de = fle¿ us de + [mra' us de (b) 
Procediendo ahora en la forma indicada en la página 193 se obtiene: 


5 e E 
MToy Us ds = ie 2 dy + de "dx dy 
iS O E pers 
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Llevando esta expresión a (5), se deduce que el segundo y tercer término 
de (a) se convierten en: 


¡ESTEE: ta dx dy = ol Em == z +x,) ue dí dy 
ita pa 

E os a 

IS 


De forma semejante el segundo y cuarto término nos dan: 


[ Puras+ ff Fiva dz dy = [+ A _ Y,) 0, de dy 
p Ola o, : 
+/| (37 ? A (d) 


Observando ahora que, como consecuencia de las ecuaciones de equilibrio 
(18), los primeros términos de los segundos miembros de las ecuaciones 
(e) y (d) se anulan, se obtiene, sustituyendo en la ecuación (a): 


ES J / leo + e oy + Ya ra") de dy 


1 
_ A l/ [sa | Eto voy to stay 
+ 2(1 + era Tay] da dy 


El mismo resultado se obtiene calculando el trabajo realizado por las 
fuerzas correspondientes al segundo sistema de cargas, sobre los despla- 
zamientos del primer sistema. Podemos pues concluir que si se comparan 


dos estados tensionales diferentes, el trabajo realizado por las fuerzas del 
primer estado al actuar sobre los desplazamientos del segundo es igual 
al trabajo de las fuerzas del segundo sobre los desplazamientos del pri- 
mero. Este enunciado constituye el teorema de reciprocidad, el cual puede 
ser extendido fácilmente a cuerpos en movimiento o en vibración, con- 
siderando además de las fuerzas exteriores las fuerzas de inercia. El teore- 
ma de reciprocidad encuentra un importante campo de aplicación en la 
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teoria de estructuras, en la construcción de las lineas de influencia. Tiene 
asimismo útiles aplicaciones en teoria de elasticidad. 

Consideremos ahora el ejemplo sencillo de una barra prismática com- 
primida por dos fuerzas? P, iguales y opuestas (fig. 1364). El problema 
de encontrar las tensiones producidas por estas fuerzas es complicado, 
pero nosotros vamos a suponer que estamos interesados en conocer, no 
las tensiones sino el alargamiento total % de la barra, Se puede resolver 
este problema rápidamente haciendo uso del teorema. Con tal fin, consi- 
deremos la adición, a las tensiones correspondientes al caso de la figura 
1364, de la tracción axial de la figura 1306, Para este último caso obtene- 
mos una contracción lateral igual a 6, >= rQR(AE, donde 4 es el área de 
la sección transversal de la barra. El teorema de reciprocidad nos permite 
escribir: 

su E 
y "AE = Qé 
de donde el alargamiento producido por las dos fuerzas P, de la figura 1360, 
será: 
_ vPh 
Az 
resultando ser independiente de la forma de la sección transversal. 

Como segundo ejemplo, calculemos la disminución de volumen .1 de 
un cuerpo elástico, producida por las dos fuerzas P, iguales y opuestas, 
de la figura 1374. Como segundo estado tensional, consideremos al mismo 
cuerpo sometido a la acción de una presión fp uniformemente repartida. 


(bn) 


Fic. 137 


En este último caso tendremos en todo punto del cuerpo una compresión 
uniforme (según todas las direcciones) de valor (1 — 29p/E [véase la 
ecuación (8) del $ 6] y la distancia [ entre los puntos de aplicación A y B 


1 Podemos suponer que las fuerzas se reparten sobre una pequeña superficie con el fin 
de evitar singularidades. La consideración en problemas bidimensionales de fuerzas (ideales) 
concentradas, conduce generalmente a obtener desplazamientos de valor infinito, lo que 
indica que los desplazamientos reales dependen de la distribución de la carga. 
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disminuirá en la cantidad (1 — 2r1p/É. El teorema de reciprocidad, 
aplicado a los dos sisternas de tensiones' de la figura 137 nos dará: 


EARIDEs 


P Á 
E p 
y la disminución de volumen será entonces: 
le Pi — 2») 


E 


24, Carácter aproximado de las soluciones de los estados tensionales 
planos. Hemos señalado en la página 48 que el conjunto de ecuaciones que bastan 
para determinar los problemas planos de tensión, bajo las hipótesis hechas (0, = Try = 
= Ty: = 0, 07, Oy, Tay, dependientes de 2), no cumplían todas las condiciones de 
compatibilidad. Estas hipótesis implicaban que €,, Ey, €, yo sean independientes 
de x y que Ye. yo Sean nulas. La primera de las condiciones de compatibilidad (129 
fue incluida en la teoría de los estados planos de tensión como ecuación (21), Se verl- 
fica fácilmente, que las otras cinco son satisfechas solamente si €, es función lineal 
de x e y, lo que más bien es excepción que regla para las soluciones obtenidas en los 
capitulos 3 a 7. Evidentemente, tales soluciones no pueden ser exactas, pero como 
veremos a continuación, sin embargo, constituyen excelentes aproximaciones para 
el caso de placas delgadas. 

Busquemos las soluciones exactas de las ecuaciones tridimensionales, en las que *: 


(lg ME Ty ES Ty = 0 


y las fuerzas másicas son cero. Tales soluciones deben satisfacer las ecuaciones de 
equilibrio (127) y las condiciones de compatibilidad (130) 

Dado que 9;, Tsz, Ty,, 500 nulos la tercera, cuarta y quinta de las ecuaciones (130) 
(leyendo por columnas) nos dan: 


a fa0 o ¿00 do da 
a ae 
lo que quiere decir que Cóldx es constante. Designando £ a su valor, tendremos, 
al integrar respecto a z 
Ao=iki+8, (a) 


donde 4% es una función arbitraria, de x e y, 
La tercera de las ecuaciones (127) es verificada, entonces, idénticamente y las 
dos primeras toman la forma bidimensional. 


Ds y Úreg _ dr y Pr 
dr pl day dy + de 0 
que son satisfechas, como antes, por: 
a eE E 
Eg = Ayo Fu ETE Try de dy (5 


siendo $, abora, función de x, y y zx. 


' Para otras aplicaciones del mismo tipo véase A. E. H. Love, Mathematical Theory of 
Elasticite, 4 edición, págs. 174-176, 1927. 

* A. Clebsch, Elostiertat, $ 39, Véase también A. E. H. Love, Mathematical Theory of 
Elasticity, 4% edición, pág. 145, 1927. 
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Volviendo a las ecuaciones (130) y recordando que 0 = 6, + 5, + 6, Obser- 
vamos que sumando las tres ecuaciones de la izquierda tenemos: 
Ya =0 le) 
, por tanto, usando (a): 
v 0, =0 (el) 
donde: 
: gl 
Y; = E, e 


Resulta entonces, siendo o. nulo y viniendo dados 0, y e, por las dos primeras 
ecuaciones (6), que podemos escribir |, “4 6, que sustituyendo (e), queda: 


Vió = kz + (e) 


donde 6% es una función de x e y que satistace la ecuación (0). Teniendo en cuenta 
las expresiones (a) y la primera de las (6), la primera de las ecuaciones (130) se con- 
vierte en 


oa 
A 0 


e e 
vay iS dy (vee +57) 3 (es Ta 


donde, en la última igualdad, se ha usado la ecuación (e). Se puede, entonces, habida 
cuenta de (d), sustituir 6 da en (f) por —¿Ek/8y, resultando: 


DO 
d+ — (0. + +2) 0 


Pero: 


o lo que es lo mismo: 
E le DA a IA 
dy (E Tide +% 0») = y (a) 


Podemos usar esta ecuación en lugar de la primera de las (130). De forma análoga 
la segunda y tercera pueden remplazarse por: 


qe dt e Ia Pp 
e) ala tr)" 


Estas ecuaciones y la (9) muestran que las derivadas segundas respecto a x e y de 
la función (de x, y y 3), contenidas en el paréntesis, se anulan. Esta función es, por 
tanto, lineal en x e y, pudiendo escribirse: 
q ES 
Pe E = 40 45 0 (1) 
dzl l++e 
donde e, 6 y € son funciones arbitrarias de x. Integrando esta ecuación dos veces 
respecto d <, obtenemos: 


] 
is Et A + Ba + Cy 4 $12 + 80 (1) 


donde 4, B, €, son funciones de obtenidas por integración repetida de a, bh, e, 
y $, e funciones de x e y, arbitrarias por el momento. 
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Si calculamos 0,, 6, 7, a partir de (1) mediante las relaciones (6), los términos: 
A+ Ex + Cy 
no intervienen pudiendo, por tanto, ser anulados lo que equivale a tomar para a, 
5, e, el valor cero en (4). 
Limitándonos a los problemas en los que la distribución de tensión es simé- 
trica respecto al plano medio, 2 = 0, el término 43 debe también ser cero, siéndolo, 
por lo mismo, el factor E de (a). La ecuación (1) se reduce entonces a; 


1 s 
$= d0— 3/1 % pet (ñ) 


No obstante d y € vienen relacionados por (e), donde ahora podernos hacer k = 0. 
Sustituvendo entonces () en (e) y usando (4), tenemos: 


id = Un id 
y, por tanto, según (d): 
iy > MN 10) 


Las restantes ecuaciones de (130% son satisfechas, habida cuenta de la ecuación (6) 
y de que E Tes Tue $00 nulos. 

Podemos ahora obtener una distribución de tensiones eligiendo una función a 
de x e y que satisfaga la ecuación (1), obteniendo 6 a partir de (%) y $ a partir de (3). 
Las tensiones, entonces, se obtienen mediante las fórmulas (6). Cada una de ellas 
consta de dos partes, la primera que se deduce de $ en la ecuación (7), la segunda 


del término — > ETE (he. A la vista de la ecuación (1) se deduce, que la primera 
parte es exactamente igual a la componente plana de la tensión determinada en los 
capítulos 3 a 7. La segunda parte, proporcional a 2", puede reducirse a un valor 
tan pequeño como se quiera, eligiendo una placa suficientemente delgada. De ahi 
la conclusión de que las soluciones de los capitulos 3 a 7, que no satisfacen todas las 
condiciones de compatibilidad sean, sin embargo, buenas aproximaciones para 
placas delgadas. 

Las soluciones sexactass, representadas por funciones de tensión del tipo (7), 
exigen que las tensiones en los bordes y en cualquier otro punto, sigan una variación 
parabólica a lo largo del espesor. Cualquier alteración, sin embargo, de esta distri- 
bución, que no cambie la fuerza por unidad de contorno, altera la tensión, según el 
principio de Saint-Venant (5 18), solamente en la vecindad inmediata del borde. 
Las soluciones del tipo considerado hasta aqui, representan siempre la tensión real 
y las componentes 0, Teo Ty, Serán efectivamente nulas salvo en la proximidad del 
borde. 


Problemas 


1. Demostrar que: 
tl Elo? + y, Ey A Ely + =), Tay Luryz 
Es = Ya = Yy = 0 
donde E y E” son cantidades pequeñas constantes, no es un estado posible de defor- 
mación. 


2. Un sólido es calentado de forma no uniforme a la temperatura TP función 
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de x, y y e. Si suponemos que todo elemento del cuerpo puede dilatarse libremente * 
las componentes de la deformación serán: 


Es ==6=al, Toy = Yye E Yo = U 


donde e es el coeficiente de dilatación. 

Demostrar que esto sólo puede ocurrir cuando T es función lineal de x, y y £. 
(Las tensiones y deformaciones consecuentes que se producen cuando T no es lineal 
son estudiadas en el capítulo 14.) 


2. Un disco o cilindro de la forma mostrada en la figura 1372 es comprimido 
por dos fuerzas P, aplicadas en € y DB y dirigidas según CO, que provocan una 
extensión de AB. A continuación se le comprime mediante dos fuerzas P sepún 4B 
(fig. 1372) que producen la extensión de CO. Demostrar que estas extensiones 
son iguales. 


4. En la solución general del $ 80 ¿cómo hay que elegir las funciones de, $, 
da, $ para obtener la solución general para el caso de deformación plana (a = 0)7 


Problemas ela 
de elasticidad tridimensional 


85. Tensión uniforme. Al estudiar las ecuaciones de equilibrio 
(127) y las condiciones de borde (128), quedó establecido que la verdadera 
solución del problema deberá satisfacer, no solamente a aquéllas, sino 
también a las condiciones de compatibilidad ($ 77). Si las fuerzas másicas 


e = 
Fr. 138 


son constantes o inexistentes, las condiciones de compatibilidad sólo 
contienen derivadas segundas de las componentes de la tensión. Por lo 
tanto, sí unas componentes de la tensión que sean constantes o bien fun- 
ciones lineales de las coordenadas pueden cumplir las ecuaciones (127) y 
(128), las condiciones de compatibilidad quedarán idénticamente satis- 
fechas y dichas tensiones constituyen, entonces, la solución exacta del 
problema. 

En el caso de una barra prismática sometida a una extensión de direc- 
ción axil (fig. 138) (caso que constituye un ejemplo muy sencillo), si 
se desprecian las fuerzas másicas, las ecuaciónes de equilibrio quedan 
satisfechas tomando: 


6, = constante, e ="=Ta = 7 = 7 =U (a) 
Sobre la superficie lateral de la barra no actúa fuerza exterior aleuna 
y las condiciones de borde (128) están evidentemente satisfechas desde 
que, con excepción de e,, todas las componentes de la tensión son nulas. 


Para las caras limitantes de la barra en ambas extremidades, las condicio- 
nes de limite están reducidas a: 


0.= X (b) 
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lo que nos dice, que si las tensiones de tracción están uniformemente 
repartidas en las bases de una barra prismática, en cada sección recta 
habrá una distribución uniforme de tensiones normales. En este caso las 
relaciones (a) satisfacen a las ecuaciones (127) y (128) y constituyen la 
solución correcta del problema, puesto que las condiciones de compatibi- 
lidad (130) quedan satisfechas 1denticamente. 

La solución (a) deja de ser correcta cuando los esfuerzos de extensión 
no se reparten uniformemente sobre las extremidades, porque entonces 
no se satisface en éstas a las condiciones de limite. La solución verdadera 
resulta, entonces, más complicada, a causa de que la distribución de ten- 
siones en una sección transversal deja de ser uniforme. Al tratar algunos 
problemas de elasticidad bidimensional (págs. 75 y 197) hemos encon- 
trado ejemplos de ese género de repartición de tensiones. 

Sea ahora, como segundo ejemplo, el caso de una compresión hidros- 
tática, uniforme. Con fuerzas másicas inexistentes, las ecuaciones de 
equilibrio (127) quedan satisfechas, tomando: 


Ts = y == —P, Tay = Tas = Ty =0UÚ0 (a) 


El elipsoide de tensiones es, en este caso, una esfera, lo que quiere decir 
que tres direcciones perpendiculares cualesquiera pueden ser conside- 
tadas como direcciones principales, y el esfuerzo en un plano elegido 
arbitrariamente es una tensión normal de compresión igual a p. Las con- 
diciones periféricas (128) quedarán satisfechas, evidentemente, si la presión 
b está uniformemente distribuida en la superficie del cuerpo. 


86. Barra prismática extendida por acción de 


su propio peso. 5i Uy es el peso especifico del mate- 
rial de la barra (fig. 139), las fuerzas másicas serán: 


E=Y=0 Z=-523 (a) 


Las ecuaciones diferenciales de equilibrio (127) quedan 
satisfechas poniendo en ellas: 


o al: y 
Fu, 139 Ta — paz, Ta = y = Tay E Ty = Te =0 (b) 


o lo que es lo mismo, suponiendo que cada sección transversal está sujeta a 
una tracción uniforme originada por el peso de la parte de la barra situada 
por debajo de aquélla. 

Fácilmente se comprueba, que para las superficies laterales, sobre 
las cuales no actúa fuerza alguna, las condiciones periféricas (128) están 
satisfechas. Para la extremidad inferior de la barra, de longitud f, las con- 
diciones de limite se traducen en tensiones nulas y en una tensión exten- 
sora, uniformemente distribuida, 0, = egl, sobre la extremidad superior. 
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La solución (6), concordante con la que dan generalmente los textos 
elementales de resistencia de materiales, satisface también a las ecuaciones 
de compatibilidad (130) y por lo tanto, es la solución correcta del problema 
para una repartición uniforme de fuerzas en la base superior del prisma. 

Pasemos ahora a considerar los desplazamientos (ver 5 78). Para la 
aplicación de la lev de Hooke empleamos las ecuaciones (3) y (6), con 
lo cual llegamos a: 


wm Te _ pgz 
ciar dar das > (e) 
a (a) 


a y E 
— Qu do _ He o Aa (e) 


Los recorridos u, yv, w pueden obtenerse, entonces, integrando las ecua- 
ciones anteriores. Por integración de (£) se obtiene: 


2 
pgz 
== + f 
ay TY Y) 
en la cual z0, es una función de x y de y, que se determinará más adelante. 


Remplazando este último valor en las ecuaciones (e), encontramos: 


do , du da , OY _ 
e a 


de las cuales resulta: 


duo om 
U == —2-—— + Ua, dais 


En ésta 1, y vy son funciones de x y de y solamente. Remplazando en (d) 
las expresiones (2) tenemos: 


+ ta (9) 


A E Pig , OY pgz 
de "A e “ay? ay "E (4) 


Si recordamos que Hi, Y +, son independientes de z, concluiremos que las 
ecuaciones (4) quedarán satisfechas, solamente si se verifica: 


du dv otw dt 


Por sustitución de las expresiones (£), que nos dan u y y, en la primera de 
las ecuaciones (e), tendremos: 
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y puesto que e, Y Y, no dependen de z, será necesario que: 
PTE 
dx dy 


Las ecuaciones (A) y (0 nos permiten establecer las expresiones gene- 
rales de las funciones to, To, Wo. Es fácil demostrar que todas estas ecua- 
ciones se cumplen para los valores: 


== (), a o (0 


Mo = Óy + Ó 
Vo = —ÓT + Y 
w=> (Ey) hot By 


en los cuales, «, 4, y, 0, 9, y, son constantes arbitrarias. Ahora bien, con 
arreglo a las expresiones (f y (9), se tendrá para los desplazamientos las 
fórmulas siguentes: 


0 — a+ dy 


z 
e (m) 


y. — 


= 
| 


2 
A 

Las ses constantes arbitrarias deberán ser determinadas temiendo en 
cuenta las condiciones de sustentación de la pieza, las cuales deben evitar 
el movimiento de la barra como cuerpo rigido. Con objeto de impedir 
toda traslación de la misma, fijemos el baricentro 4 de su cara superior 
de manera que 4 =vr=w=0 para x=y=0yx=Í Para eliminar 
la posibilidad de rotación de la barra alrededor de ejes paralelos a las direc- 
ciones x e y, que pasen por 4, fijernos en dicho punto un elemento del 
eje z, con lo cual se verificará en él: dujóz = dvu/€z = O. En cuanto a la 
posibilidad de rotación alrededor del eje de las =, desaparece fijando alre- 
dedor del punto 4 un área elemental, en un plano paralelo al xz, con lo 
cual, en dicho punto, se tendrá 0v/dx = Ú, Aplicando las ecuaciones (m), 
las seis condiciones mencionadas, relativas al punto 4, se convierten en: 


y pgl* 
—al + $ =0, —PBEH yy = 0, + 
a =0, B =0, ¿=0 
de donde resulta: 
4 =0, mm =), y. = — 2 
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de manera que, en definitiva, los desplazamientos son: 
Ppgrz 
E 
Po 
E 


u= — 


p=-— 


paz? | VB a y _2P 


e = 
De aquí resulta, que los puntos que están sobre el eje de las = efectúan 
únicamente desplazamientos verticales, dados por: 


w=- (BP 2) 

A consecuencia de la contracción lateral, otros puntos de la barra, experl- 
mentan, además del desplazamiento vertical, otro horizontal, de manera 
que las rectas que antes de la deformación eran paralelas al eje de las zx, 
formarán un ángulo con esa dirección después de deformarse la barra, 
y ésta adquirirá la forma que se indica en la figura 139 con lineas pun- 
teadas. Sus secciones rectas pasarán a ser paraboloides. Los puntos por 
ejemplo, de la sección transversal <= €, estarán situados, después de 
la deformación de la barra, sobre la superficie de ecuación: 


ES O A 
¿= c+ w=c+ 35 +3 le + y3) >E 


Esta superficie es perpendicular a todas las fibras longitudinales de la 
barra, las que a causa de la deformación, adquieren una inclinación res- 
pecto al eje s, y las distorsiones yy Y 77. serán, entonces, nulas. 


87. Torsión de ejes cilindricos de sección circular constante. 
Con arreglo a la teoría elemental de la torsión de piezas cilindricas de sec- 
ción circular, la tensión tangencial, r, en un punto cualquiera de la sección 
transversal (fig. 140), es perpendicular al radio r y proporcional a su 
distancia al eje y al ángulo especifico de torsión, Ú: 


7 = Gr (a) 
en la cual, G, es el módulo de rigidez. Las componentes de la tensión 
tangencial según los ejes x e y son: 

E 
Tyz os = Góx 
' 0 
Ta = —Glr- ba —( by 
De acuerdo con la teoría elemental, se supone también que: 


Ta = 04 = 4 =Tgy =U 
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Podemos demostrar que bajo ciertas condiciones, esta solución ele- 
mental es exacta: Para ello, tendremos presente que todas las componentes 
de la tensión son, si no nulas, funciones lineales de las coordenadas, de 


A 


Fic. 140 


modo que las ecuaciones de compatibilidad (130) se cumplen y tan sólo 
es necesario considerar las condiciones de equilibrio (127) y las condi- 
ciones de limite (128). Remplazando las expresiones (5) en las (127), 
encontramos que estas últimas quedan satisfechas siempre que no existan 
fuerzas másicas, La superficie lateral del árbol considerado no está some- 
tido a carga alguna, de manera que recordando que para la superficie 
cilíndrica cos (Na) = 2 = 0, las condiciones de límite (128) se reducen a: 


Ó =+71,, 008 (Nx) + 7. cos (Ny) (c) 


Para el caso de un cilindro circular se verifica, asimismo, que: 


cos (Na) = S cos (Ny) = a (d) 

La sustitución de estas expresiones y de las designadas con la letra (6) 
en la ecuación (€), patentiza que esta última queda satisfecha. Es también 
evidente que para secciones transversales no circulares, casos en los cuales 
no son aplicables las relaciones (4), las componentes de la tensión dadas 
en (6) no satisfacen la condición de límite (e) y, por lo tanto, no es adecuada 
la solución (a). Estos problemas de torsión, más complicados, se tratarán 
en el capitulo 11. 

Por lo que hace a las condiciones de limite en correspondencia con 
las bases, es visible que las fuerzas cortantes superficiales, deben repar- 
tirse en ellas de manera exactamente igual que lo están las tensiones 
Tre Y Ty en cualquiera de las secciones rectas intermedias de la pieza. 
La distribución de tensiones que dan las ecuaciones (6) representa la solu- 
ción exacta del problema sólo para este caso, pero su aplicación práctica 
puede extenderse a otros, puesto que según el principio de Saint-Venant, 
a suficiente distancia de las extremidades de una barra larga sujeta a tor- 
sión, las tensiones dependen únicamente de la magnitud del momento 
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torsor, M,, y son prácticamente independientes de la repartición de 
fuerzas que reine en las extremidades, 


Fic. 141 


En este caso, los desplazamientos pueden ser determinados de la 
misma manera que en el problema tratado en el párrafo anterior. Admi- 
tiendo en el punto 4 las mismas condiciones de vinculo supuestas en 
dicho problema, llegamos a: 


u = —Dyz, v = fixz, w=Ú 


Este resultado significa que las hipótesis de la conservación de las sec- 
ciones transversales planas y de los radios rectilineos, que se formula 
habitualmente en el desarrollo de la teoría de la torsión, son correctas, 


88. Flexión simple de barras prismaticas. Consideremos una 
barra prismática Hectada bajo la acción de dos pares de fuerzas iguales 
y opuestos MM, que actúan en uno de sus planos principales (fig. 141). 
Tomando como origen de coordenadas el baricentro de la sección recta 
y como plano xz el plano principal de flexión, la teoría elemental corres- 
pondiente, nos da para las componentes de la tensión los valores: 

_ Ex 


A E Ty = a = Tey = Ta = Tp =0 (a) 


R es aquí el radio de curvatura de la barra deformada a consecuencia 
de la flexión. Llevando los valores que dan las expresiones (a) a las ecua- 
ciones de equilibrio (127), se concluye que estas ecuaciones quedan satis- 
fechas siempre que no existan fuerzas másicas. Las condiciones de límite 
(128), para la superficie lateral de la barra, que está exenta de fuerzas 
exteriores, también quedan satisfechas. Para las caras limitantes de la 
barra en sus extremidades, las condiciones de contorno (128), exigen que 
las fuerzas de superficie estén distribuidas en ellas de la misma manera 
que lo están las tensiones 6... Es esta condición necesaria para que las ten- 
siones (a) representen la solución exacta del problema. El momento flector 
M está dado por la ecuación: 


a [ Evda _ El, 
M = f e. da ] ñ == 
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en la cual, £, es el momento de inercia de la sección transversal de la viga 
respecto al eje neutro paralelo al eje y. De esta ecuación resulta: 


slo. E 
R El, 


que es la conocida fórmula de la teoría elemental de la flexión. 

Consideremos ahora los desplazamientos en el caso de la flexión 
simple. La ley de Hooke y las ecuaciones (2), llevadas a la solución (a), 
nos dan: 


do e | 
Er dz RE (5) 
e A: É E =w E (e) 
A E j dy Ri 
du du du dw dE dv + du = (0 (d) 


dy dx 02 ' dx 0 ' Oy 
Tomando en consideración las condiciones de sustentación de la barra, 
las ecuaciones diferenciales anteriores permitirán determinar los desplaza- 
mientos como en el $ 86. De la ecuación (6) resulta inmediatamente 


== +w 


en la cual 20, es función de x y de y solamente. De la segunda y tercera 
ecuación, que resultan de la serie (d), tenemos entonces: 


de __2_ Oo  dv_ _ Om 
de Rda. de dy 
de las cuales: 
ql dw dw 
4 = 55 —235 4 A (e) 


Aquí y y y denotan funciones incógnitas de x e y, las que más adelante 
serán determinadas. Rermplazando en las ecuaciones (e) estas últimas 
expresiones, tendremos: 


A O A A 
dt ' ar E “o * dy "R 


Estas ecuaciones deberán quedar satisfechas para cualquier valor de z, 
y por lo tanto: 


TEA E PTA 
dy — Ney dy A O ¡E 
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Por integración, resulta de las ecuaciones mencionadas: 


PE” P 


us = — 55 +, ppm — > + fala) (9) 


Remplazando ahora (€) y (2) en la primera ecuación incluida en la serie (d), 
llegamos a: 


9 o AA) fax) A y 


A A 


dx dy dy dx R 


Advirtiendo que tan sólo el primer término de esta ecuación depende 
de =, concluimos que se deberá tener: 


do 0 df) z Ofelx) mi 


A o aa 


dx dy i dy dz RT ' 


Estas ecuaciones, así como las designadas con (f) exigen que se cumpla: 


Wo = ME + Ay +) p 
1) = 3 + +y 


Íux) = —ar +8 


en las que m, 1, Pp, u, ff, y, son constantes arbitrarias. De esta manera, las 
expresiones que corresponden a los desplazamientos serán: 


a y 


yl 
== 75 ME ha Y 


A E AE 


R 


v=H+me+ny+p 


Las constantes arbitrarias se determinan mediante las condiciones 
de sustentación de la pieza. Suponiendo fijos: el baricentro 4 de la cara 
limitante de la barra por la izquierda: un elemento del eje de las 5 y un 
elemento del plano xz, tendremos para x = y=w*=0: 


du _ de _ du 


EUA A A 


= 0 


Estas condiciones quedan satisfechas si todas las constantes arbitrarias 
son iguales a cero, y entonces: 
voy LE 


1 e E _ 
u => =3p lO + vz y), Mi R? AA (A) 
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Para obtener la curva de deflexión, remplazamos en las ecuaciones (4) los 
valores x = y = 0, Se tiene entonces: 


ve=w"e*=0 


que es la expresión de la curva de deflexión que da la teoria elemental 
de la flexión. 

Consideremos ahora una sección transversal cualquiera, = = £, que 
dista e de la extremidad izquierda de la barra. 

Después de la deformación, los puntos de esa sección transversal se 
encontrarán en el plano 
cx 


ESCASA 


es decir, que tal como lo admite la teoría elemental, en la flexión simple 
las secciones transversales permanecen planas. Con el objeto de estudiar 
ahora la deformación de la sección transversal en su propio plano, consi- 
deremos las caras y = — b, después de la flexión. Los costados de la 
viga toman la inclinación que se indica con lineas de trazos en la figura 
1416, con arreglo a la ecuación: 


y=+b+0=+(1-%) 


Los otros dos lados de la sección transversal, x = + a, se habrán 
curvado por efecto de la flexión y después de ésta estarán constituidos 
por curvas parabólicas, de ecuaciones: 


ue 


z= ja+u= ta — gal + ría” — y] 


51 la deformación es pequeña, esas curvas pueden ser sustituidas, con 
suficiente exactitud, por arcos de circunferencia de radio K/r. Cuando a 
causa de la flexión, la curvatura de esos costados muestra, en la dirección 
longitudinal, su concavidad hacia arriba, transversalmente presentan su 
concavidad hacia abajo. Podremos obtener la ecuación de las lineas de 
nivel que corresponden « esta superficie, de curvaturas opuestas, Cuyo 
aspecto será el que indica la figura 142a, haciendo en la primera de las 
ecuaciones (4), x y u constantes. De esa manera, se tiene como ecuación 
de esas curvas 


3 


2? — ry? = constante 


que son, por lo tanto, hipérbolas, de asintotas 


* —r=00 
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de donde resulta para el ángulo « (fig. 142a): 


á I 
ta? a => 


Estas ecuaciones han sido utilizadas para determinar el coeficiente de 
Poisson, +”. 51 se pule la cara superior de la viga y se coloca sobre ella 


Fi. 142la Fic. 1425 


una lámina de vidrio, después de la flexión existirá holgura entre la lámina 
de vidrio y la superficie curva de la barra, cuya amplitud, variable, puede 
medirse por procedimientos ópticos. Un haz luminoso monocromático, 
tal como el de una llama amarilla de sodio, dirigido normalmente sobre 
la placa de vidrio, se reflejará en parte sobre ésta y en parte sobre las 
superficies de la viga y, en aquellos puntos en los que el espesor de la capa 
de aire determine una diferencia de caminos ópticos de esos rayos, equi- 
valente a un múltiplo impar de una semilongitud de onda luminosa, se 
producirá una interferencia de los dos rayos reflejados. De esa manera 
puede obtenerse una imagen tal como la que muestra la figura 1425 que 
permite apreciar las líneas hiperbólicas de nivel de las superficies com- 
badas. 


89, Flexión simple de placas planas. Los resultados obtenidos 
en el párrafo anterior son de aplicación al caso de la flexión de placas de 
espesor uniforme, Si sobre los bordes de la placa paralelos al eje de las y 
(fig. 143) están repartidas las tensiones 0, = Es(R, la cara de ésta se 
transformará? en una superficie de curvaturas opuestas: en planos para- 

'A, Comu, Compt, rend,, vol, 69, pág. 333, 1869. Véase también E. Straubel, Wied, 


Ann., vol 68, pig. 360%, 189%. 
- Se supone que las deformaciones son pequeñas frente al espesor de la placa. 
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lelos a xx es 1/R y en dirección perpendicular, — ¿K. 51 Áh es el espesor 
de la placa, M, el momento flector por unidad de longitud sobre los bordes 
paralelos al eje de las y, y 


lA 


ei dadas 


bo 


Flo. 143 Fic. 144 


el momento de inercia por unidad de longitud, la relación entre M, y R 
será, con arreglo a lo explicado en el párrafo precedente, 

1 M, 12M, 

REL” Er (a) 


Si llegaran a actuar momentos flectores en dos direcciones ortogo- 
nales (fig. 144) las curvaturas de las superficies deformadas pueden obte- 
nerse por vía de superposición. Sean 1/R, y 1/Ra las curvaturas de las 
superficies elásticas en los planos paralelos a los ejes de coordenadas 
sx y ay y M, y Mo los momentos flectores por unidad de longitud de los 
bordes paralelos a los ejes y y x, respectivamente. Aplicando la ecuación 
(ad y el principio de superposición, resulta 


1 


Los momentos se consideran de signo positivo si al deformar la placa, 
ésta muestra su convexidad hacia abajo. Despejando M, y M, en las 
ecuaciones (6) resulta 


Eh3 
M, = 121 — ») (7 + 2) 


E (c) 
ER 1 
Mo; ES 121 ez PE) e + 7) 


Para pequeñas deformaciones se puede admitir, aproximadamente: 


1 TE 1 Om 


RR. dx E. Ar 


PROBLEMAS ELEMENTALES DE ELASTICIDAD TRIDIMENXSITOMAL 293 


Escribiendo entonces: 


Epa 
sa==]=* (135) 
se llega a 
e 
dx* dy? a 
M.=-—D di O (Ab) 
A IA 


La constante PD se denomina rigidez de flexión de la placa. En el caso 
particular en que la placa adquiere la forma de superficie cilindrica de 
generatrices paralelas al eje y tendremos wd = 0 y de acuerdo con 
las ecuaciones (136): 


M,=-D 2 
$ (137) 
Ma = DS 
Para el caso particular en que M, = M. = M, tenemos 
sr 
Ri Rs E 


La placa adquiere, entonces, forma esférica y la relación entre la curva- 
tura y el momento flector es, según las ecuaciones (c) 


ER*>» o 1 _D(1+» 


dista ero E 


(138) 
Más adelante tendremos oportunidad de emplear estos resultados, 

Las fórmulas (136) son usadas en la teoria de placas, cuando los mo- 
mentos flectores no son uniformes y vienen acompañados de presiones 
superficiales y fuerzas tangenciales. En esas circunstancias esas fórmulas, 
que són una aproximación válida para placas delgadas, se deducen de las 
ecuaciones generales del capitulo Y. La teoria elemental de la flexión de 
barras puede relacionarse con las ecuaciones generales de manera seme- 
jante?. 


23. NX. Goodier, Trans, Roy. Soc. Can., 32 edición, sección 111, vol. 32, pág. 05, 1938, 


11 


Torsión 


90. Torsión de barras prismáticas. Hemos visto ya (% 87) que 
la solución exacta del problema de la torsión de una pieza cilindrica de 
sección circular, se obtiene admitiendo que las secciones transversales 
de la barra permanecen planas y giran sin deformarse durante la torsión. 
Esta teoria, desarrollada por Coulomb*, fue aplicada más tarde por Navier” 
al caso de una barra prismática de sección no circular. Adoptando la 
hipótesis mencionada, Navier llegó a la conclusión errónea de que para 


x 
| 
Eny A | 
Y 
Fra. 145 


un determinado momento el ángulo de torsión es inversamente proporcio- 
nal al momento polar de inercia respecto al baricentro de la sección trans- 
versal y de que los valores máximos de la tensión tangencial se dan en los 
puntos más alejados del centro de la sección *. Es fácil ver que esta hipótesis 
está en contradicción con las condiciones de contorno. Tomemos, por ejem- 
plo, una barra de sección rectangular (fig. 145). De la teoria de Navier se 
sigue que en todo punto A del contorno, la tensión tangencial debe actuar 


 Eistoire de Vacadéntie, 1784, pága. 220-269. Paris, 1787, 

2 Navier, Réscomé des degons sur Vapplication de la mécamque, 32 edición, Paris, 1864, 
editada por Saint-Venant. 

2 Estas condiciones se dan en una lámina elástica delgada (correspondiente a una rebanada 
de la barra, comprendida entre des secciones transversales) ligada a dos places rgidas, Véase 


LN. Goodier, f. Applied Phys, vol. 13, pág. 167, 1942, 
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según la dirección normal al radio 0.4. Descomponiendo esta tensión en sus 
dos componentes Tr. Y Ty, €s evidente que una tensión complementaria, 
igual a 7,,. actuará sobre el elemento de superficie lateral de la barra que 
circunda al punto A (véase $ 4), Esto está en contradicción con la hipótesis 
de que la torsión es causada únicamente por los pares que actúan sobre 
los extremos de la barra, estando libres las caras laterales de la acción 
de toda fuerza exterior. Una sencilla experiencia realizada con una barra 
rectangular (fig. 146) muestra que las secciones transversales de la barra 
no permanecen planas al sufrir la torsión y que la distorsión de los ele- 
mentos rectangulares de la superficie es máxima en el centro de los lados, 
es decir, en los puntos más próximos al eje de la barra. 


Ez 


Fic. 147 


La solución exacta del problema de la torsión de barras prismáticas 
por pares aplicados en los extremos, fue dada por Saint-Venant!, quien 
utilizó el método llamado semiinverso, Comenzó haciendo ciertas supo- 
siciones respecto a la deformación de la barra sometida a torsión, supo- 
siciones que demostró cumplían las ecuaciones de equilibrio (127) y las 
condiciones de contorno (128). Se sigue, entonces, de la unicidad de la 
solución de las ecuaciones de la elasticidad ($ 82), que las suposiciones 
hechas son correctas y que la solución obtenida es la verdadera solución 
del problema de torsión. 

Consideremos una barra prismática que trabaja a torsión bajo la acción 
de los pares aplicados en los extremos (fig. 147). Basándose en la solución 
obtenida para el árbol cilindrico (pág. 285), Saint-Venant supone que la 
deformación de la barra prismática sometida a torsión, consiste en: a) una 
rotación de las secciones transversales, como en el caso del árbol cilindrico 

* Mém. savants dtrangers, vol, 14, 1855, Vésse también la nota de Saint-Venant relativa 


a la obra de Mavier, loc. cit., e L Todhunter y K. Pearson, History of the Theory of Elasticity, 
ol. 2, 
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y bj un alabeo de las secciones transversales, igual para todas ellas. “Domando 
el origen de coordenadas en una de las secciones extremas (fig. 147), 
encontramos que los desplazamientos correspondientes a la rotación de 
las secciones transversales son: 


u = —Úzy, v = bzx (a) 
donde 0 es el ángulo de rotación de la sección transversal distante y del 
Origen. 

El alabeo de las secciones transversales estará definido por una función: 
we= dplx,y) (b) 


Partiendo de los desplazamientos (a) y (6) supuestos, calculamos las 
componentes de la deformación mediante las ecuaciones (2), obteniéndose; 


A . 
Y o (3 — ] 


dx Ds dx (o) 
e 
EIA El 
E nt) 


Las componentes de la tensión correspondientes, dadas por las ecua- 
ciones (3) y (6) son: 


=0 


Ta = Ty E 0 = Tay 
o ; 
+») 


(d) 


Puede verse que las hipótesis (a) y (5), relativas a los desplazamientos, 
implican la ausencia de tensiones normales que actúen entre las fibras 
longitudinales de la pieza o en la dirección longitudinal de las mismas, 
Asimismo no hay distorsión de las secciones transversales por ser €,, €, y 
%zy nulos. Tenemos en todo punto un estado de esfuerzo cortante simple 
definido por las componentes Tr; Y Ty La función yw(x, 4), que define el 
alabeo de la sección recta, debe ser determinada ahora, de forma que sa- 
tisfaga las ecuaciones de equilibrio (127) Llevando a estas ecuaciones la 
expresión (4) y despreciando laz fuerzas másicas vemos que la función 
y debe satisfacer la ecuación: 


a 
a (139) 


Consideremos ahora las condiciones de contorno (128). En las super- 
ficies laterales de la barra, sobre las que no actúa ninguna fuerza exterior 


TORSION 27 


y cuyas normales son perpendiculares al eje x, tenemos X = Y =Z=0 
y cos (Nz) =.4 =0. Las dos primeras ecuaciones (128) son idéntica- 
mente satisfechas v la tercera da: 


Tal + Tyeti = 0 le) 


lo que significa que la tensión tangencial resultante que actúa en el con- 
torno, tiene por dirección la de la tangente al mismo (fig. 148). Anterior- 
mente demostramos (pág. 294) que esta condición debe ser satisfecha si 
sobre la superficie lateral de la barra no actúa ninguna fuerza, 


Fic. 148 


Considerando un elemento de arco abc del contorno y suponiendo 
que s aumenta vendo de € hacia a, tenemos: 


: dy de 
== N a E = ¿ a — — 
[== cos (Nx) de m = cos (Ny) En 
y la ecuación (e) se convierte entonces en: 
a _, YY _ (0% JE a y 
(2 y) (2 + d > 0 (140 


De esta forma todo problema de torsión se reduce a la determinación de 
una función y que satisfaga la ecuación (139) y las condiciones de con- 
torno (140). 

Otra manera de operar que ofrece la ventaja de simplificar la expresión 
de la condición de contorno es la siguiente. Habida cuenta de la anula- 
ción de Uy, Uy, %:, Try [ecuación (d)], las ecuaciones de equilibrio (127) 
se reducen a: 


dre Mg dra y OT 
a a» dE 
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Las dos ecuaciones primeras son cumplidas ya que T,¿ Y Ty, $0n, según las 
ecuaciones (d), independientes de z. La tercera signtfica que podemos 
expresar T;, y Ty, de la forma: 


_ 0 a _PR 
Tas = E Pis em (141) 


donde 4 es una función de x e y llamada función de tensión, 
De las ecuaciones (141) y (4) se deduce: 


9% o (22, 26 gp (at 


Si eliminamos y derivando la primera expresión respecto a y y la segunda 
respecto a x y restándolas, encontramos que la función de tensión debe 
satisfacer la ecuación diferencial: 

dp 


dp 


9 
dy 


+ = P (142) 
en la que: 
F = —268 (143) 


La condición de contorno (e), introduciendo las ecuaciones (141), 
se convierte en: 


1 A, (144) 


Lo que nos dice que la función de tensión $ debe ser constante a lo largo 
del contorno de la sección transversal, Si se trata de directrices que sean 
recintos simplemente conexos (barras macizas) esta constante puede ser 
elegida arbitrariamente, asignándosela el valor cero en el estudio que sigue, 
La determinación, entonces, de la distribución de tensiones en la sección 
transversal de una barra sometida a torsión, consiste en determinar la 
función Y que satisfaga la ecuación (142) y se anule en el contorno. Más 
adelante, daremos algunos ejemplos de aplicación de esta teoria general 
a diversos casos particulares de secciones transversales. 

Consideremos ahora las condiciones existentes en los extremos de 
una barra sometida a torsión. Las normales a esas secciones extremas son 
paralelas al eje <. En consecuencia [ =m =0, 1. = +1 y las ecuaciones 
(128) se convierten en: 


Xx E. E Tas E a L Tha (q) 


en las que el signo positivo deberá tomarse para el extremo de la barra 
euya normal exterior tenga el sentido del semieje positivo de las =, como 


' Esta función ha sido introducida por L. Prandel. Véase Phywsik, Z., vol. 4, 1903, 
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ocurre con el extremo inferior de la barra de la figura 147. En los extremos 
las fuerzas tangenciales se distribuyen de igual manera que las tensiones 
tangenciales en las secciones rectas. Es fácil probar que la resultante de 
esas fuerzas es un par. Sustituyendo en las ecuaciones (2) los valores (141) 
y observando que $ es cero en el contorno se obtiene: 


ff xaa ff ruázay= | [Baray= far f Lay 
il P de dy pon 3 Qin 
- f ay [ao =0 


Vemos, pues, que la resultante de las fuerzas distribuidas sobre los ex- 
tremos de la barra son cero y que estas fuerzas representan un par cuva 
magnitud es: 


= | [ (22-x04r0y = - [[ Loázay 
MEATTRO 


Integrando por partes y teniendo en cuenta que 4 = Ú en el contorno, 
encontramos: 


Il 


M. = 2 [6 dz dy (145) 


contribuyendo cada una de las integrales del último miembro de las ecua- 
ciones (4) a la mitad del valor del par. Vemos asi que una mitad del par 
es debida a la componente Ty. Y la otra a 7,2. 

Queda asi demostrado que la distribución de tensiones que se obtiene 
suponiendo que los desplazamientos vienen dados por (a) y (b) y deter- 
minando las componentes Tys Y Ty, mediante las ecuaciones (141), (142) y 
(144), satisfacen las ecuaciones de equilibrio (127), anula las fuerzas apli- 
cadas sobre la superficie lateral de la barra y da en los extremos el par ex- 
presado por (145). Las condiciones de compatibilidad (130) no necesitan 
ser consideradas dado que las tensiones han sido deducidas de los despla- 
zamientos (a) y (5). Las ecuaciones de la elasticidad quedan, pues, satis- 
fechas y la solución del problema de la torsión, asi obtenida, es la exacta, 

Como se ha hecho notar esa solución exige que las fuerzas en los ex- 
tremos de la barra, se distribuyan de una cierta manera. No obstante, las 
aplicaciones prácticas de la solución no se limitan a casos de ese tipo, ya 
que, según el principio de Saint-Venáant, a suficiente distancia de los 
extremos de una barra larga sometida a torsión, las tensiones dependen 
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solamente de la magnitud del momento de torsión Mt y son prácticamente 
independientes de la distribución de fuerzas que exista en sus bases. 


91. Barras de sección transversal elíptica. Supongamos que el 
contorno de la sección transversal (fig. 149) venga dado por la ecuación: 


q ña 
S+R-1=0 (a) 


Elo, 140 


La ecuación (142) y la condición de contorno (144) son satisfechas si 
la función de tensión es de la forma: 


om +£-1) (b) 


en la que m es una constante. Llevando el valor (b) a la ecuación (142) 

se obtiene: 

a 
2(a* 4 B3) 


a abi | Z : y! 
e +) (e) 


La ecuación (145) permitirá ahora determinar la constante F. Sustituvendo 
el valor (c) en esta ecuación tendremos: 


abi ff , E] 


Puesto que: 


dl edrdy = 1, = E dr dy = 7 


de donde: 
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la ecuación (4) se convierte en: 


raiip 
L == 
de donde: 
2Ma? +57) 
e E (e 
La ecuación (e) da entonces: 
o M, qe yo 
ab € E po 1) 0d 


Las componentes de la tensión se obtienen sustituyendo en las ecuaciones 
(141) la función de tensión (6), que operando nos da: 


2Ma 2Ma 
Ta = — a a = (146) 


La relación entre las componentes de la tensión es proporcional a y/x y 
por lo tanto constante a lo largo de cualquier radio tal como 04 (fig. 149). 
Esto significa que la tensión tangencial resultante a lo largo de un radio 
cualquiera 04, tiene una dirección constante que será evidentemente 
la de la tangente al contorno en el punto 4. A lo largo del eje vertical OB 
la componente Ty. de la tensión tangencial es nula y la tensión resultante 
es igual a 7,,. A lo largo del eje horizontal OD la tensión tangencial resul- 
tante es igual a r,.. Es evidente que la tensión máxima se produce en el 
contorno y puede demostrarse fácilmente que este máximo se da en los 
extremos del eje menor de la elipse. Sustituyendo y = ben la primera 
de las ecuaciones (146) obtendremos el valor absoluto de dicho máximo: 


25, 
Tab? 


= (147) 
Para a = bh esta expresión coincide con la conocida fórmula correspon- 
diente a la sección circular: 

Sustituyendo (e) en (143) resulta la siguiente expresión para el ángulo 
especifico de torsión: 
ar + 
a 


Bb = 1 ES (148) 


Damos el nombre de rigidez torsional al factor por el cual debe dividirse 
el momento torsor para obtener el ángulo especifico de torsión. 51 los 
denotamos por C, su valor, de (148), para el caso de sección elíptica es: 


o EAS” 
a+ dr T, 


(149) 
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donde: 


rabi  rba? 
Á = rab, Ia = nt a 
son el área y el momento polar de inercia de la sección transversal. 
Conocidas las componentes de la tensión (146) podemos determinar 


fácilmente los desplazamientos. Las componentes 4 y y vienen dadas por 


Momento torsor 
Fic. 150 


las ecuaciones (a) del $ 90. El desplazamiento +6 se deduce de las ecuaciones 
(d) y (b) del $ 90. Sustituyendo los valores dados por (146) y (148) e inte- 
grando obtenemos: 


(150) 


Esto prueba que las curvas de nivel de las secciones alabeadas son hipér- 
bolas cuyas asintotas son los ejes principales de la elipse (fig. 150). 


22, Otras soluciones elementales. En el curso de un estudio del problema 
de la torsión, Saint-Venant analizó varias soluciones polinómicas de la ecuación (142). 
Para resolver el problema representamos la función de tensión de la forma: 


6=5 +7 (0+02) (a) 
La ecuación (142) nos da entonces: 
Pe, de 
dz E ay ds (o) 


y a lo largo del contorno, según (14H): 
p ¿ 
$1 +z (2? + y) = constant Le) 
El problema de la torsión se reduce entonces a la obtención de las soluciones de la 


ecuación (6), que satisfagan a la condición de contorno (e) Con el fin de llegar 
a soluciones de forma polinómica, tomemos la función de variable compleja: 


(a + 5)" 
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Las partes real e imaginaria de esta O son soluciones de la ecuación (6) 
(véase la pág. 2L) Tomando, por ejemplo, r = =% se obtienen las soluciones a — y? 
y 2xev. Con a = 3 se tienen a? — de y day — y, Con a = 4 llegamos a soluciones 
funciones homogéneas de cuarto grado y asi sucesivamente, Combinando tales solu- 
ciones podremos obtener otras varias de forma polinómica. 

Tomando, por ejemplo: 


Lo + y) +00 5300490) — y, (e — 3049 +0] te) 


se obtendrá una solución de la ecuación (142) que será un polinomio de tercer grado 
con dos constantes a determinar e y bh. Este polinomio será solución del problema 
torsional si satisface a las condiciones de contorno (144), o lo que es lo mismo si 
el contorno de la sección transversal de la barra tiene por ecuación: 


Z4+ 9) — (o 30) +b=0 5) 


dando diversos valores a la constante (6) de esta ecuación, obtendremos otras tantas 
formas para la sección transversal. 

Tomando b= —(2/27)4 se obtiene como solución el triángulo equilátero. La 
ecuación (f) en este caso tendrá la forma: 


le — dig Halle + 3 y — hz +70) 0 


que es el producto de las ecuaciones de los lados del triángulo rmostrado en la figu- 
ra 151. Observando que F = — 260 y sustituvendo: 


1 1 2 
mk pa E — me E] E — — pá 
$ GO [5 (3 + y) — yo le? — 329) — y e ] (y) 
en las ecuaciones (141) obtenemos las componentes de la tensión T,; y Tys. Por razo- 
nes de simetría a lo largo del eje x, 7, = 0 y entonces deducimos de (g): 
_ 360 f2ax 22) (h) 


La máxima tensión se produce en los puntos medios de los lados del triángulo donde, 
con arreglo a (4), tiene el valor: 


rat () 


En los vértices del triángulo, la tensión tangencial es cero (véase la fig. 151). 
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Sustituvendo (8) en lá ecuación (145) se obtiene: 
. Hat 
15 W3 
Si como solución de la ecuación (142) se toma un polinomio de cuarto grado 
que contenga solamente potencias pares de x e y, obtendremos la siguiente función 
de tensión: 


M: = 5061, (1D 


e. 0 (0 +9) 5 (0 — 6% +49 +3(0 1] 


La condición de contorno (144) queda satisfecha si el contorno de la sección trans- 
versal tiene por ecuación: 


24 yt ar — 6 + y) +01 =0 


Variando e, Saint-Venant obtuvo una familia de secciones transversales como las 
que muestra la figura 152 a. Combinando soluciones polinómicas de cuarto y octavo 
grado Saint-Venant llegó a la sección recta que representa la figura 152 bh. 


Basándose en sus investigaciones, Saint-Venant formuló ciertas con- 
clusiones generales de interés práctico. Demostró que para contornos 
simplemente conexos y para una determinada área de la sección, la rigidez 
torsional aumenta cuando el momento polar de inercia de aquélla dismi- 


nuye. En consecuencia, dada una cierta cantidad de material, la máxima 
rigidez a la torsión se obtiene en un eje de sección circular. Conclusiones 
semejantes resultan de considerar la máxima tensión tangencial. Para un 
par de torsión y un área de sección transversal dados, el menor valor de 
la tensión máxima corresponde a la figura de minimo momento polar 
de inercia. 

Comparando diversas secciones rectas de contornos simplemente 
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conexos, dedujo Saint-Wenant que la rigidez torsional puede calcularse 
aproximadamente mediante la ecuación (143), es decir, sustituyendo el eje 
dado por uno de sección elíptica con igual área y momento polar de inercia. 

En todos los casos estudiados por Saint-Venant, la tensión máxima 
correspondió a los puntos del contorno más próximos al baricentro de 
la sección recta. Posteriormente las investigaciones más detalladas de 
Filon!, mostraron que existen casos en los que los puntos con tensiones 
máximas, $1 bien pertenecen al contorno, no son los más próximos al 
baricentro de la sección transversal. 


Tomando » = l va = —1 en la expresión (d) y usando las coordenadas polares 
Fr OY y, tenemos las siguientes soluciones de la ecuación (5): 


1 
$1 = 7 008 y, $1 + com y 
La función de tensión (e) podrá tomar entonces la forma: 
esti Pr E Ep (sm) 
E ó 2 E 4 
en la que e y b son constantes. La condición de contorno (144) se cumplirá si en el 
contorno de la sección recta tenemos $ = 0 ó, según (mu): 


pl pl Dari — pa 25 E (1) 


Ha 
lr? — b!) (a es E) = 1 (o) 
ecuación del contorno de la sección recta Tepre- 
sentada en la figura 153? Tomando- 
i-bb 


obtendremos una circunferencia de radio b y 
centro en el origen, y haciendo: 


Za 008 po 
F 


1 0 


resulta una cireunterencia de radio q tangente del eje y en el origen. La tensión 
tangencial máxima se da en el punto 4 y es: 


Tmá = Go0íZa — h) (9) 


Cuando bh es rmmuy pequeña comparada con e, es decir, cuando se tiene una ranura 
longitudinal semicircular de radio muy pequeño, la tensión en el fondo de la ranura 
es el doble de la tensión máxima correspondiente al eje de sección circular de radio a 
sin entalladura. 


LLAMA. G. Filon, Trans. Roy. Soc. London, serte A, vol. 194, 1900. Véase también el 
trabajo de G. Polva, Z. angew. Math. Meck., vol. 10, pág. 353, 1930, 
2 Este problema fue estudiado por €. Weber, Forschungserbeñten, núm. 240, 1921, 
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93. Analogia con la membrana. La analogía con la membrana, 
introducida por L. Prandtl! ha resultado de gran utilidad para la solución 
de problemas de torsión. Imaginemos una membrana homogénea (fig. 154) 
cuvos bordes se mantienen fijos sobre un contorno igual al de la sección 
transversal de la barra sujeta a torsión, que es sometida a una tracción 


Fla. 14 


uniforme sobre sus bordes y a una presión uniforme sobre sus caras. Sea 
q la presión por unidad de superficie de la membrana y $ la tracción unifor- 
me por unidad de longitud del contorno. Los esfuerzos de tracción que 
acúúan sobre los lados ad y bc del elemento infinitesimal abed (fig, 154) 
tiene, cuando las flechas de la membrana son pequeñas, una resultante 
dirigida hacia arriba cuyo valor es —S£(3/0%) dx dy, De igual forma, 
las tracciones que actúan sobre los otros lados del elemento tienen por 
resultante —S(sit%) dx dy y la ecuación de equilibrio del elemento 
sera; 


q da dy +8 E 2 de dy +87 de dy =0 


de donde: 


(151) 


En el contorno la flecha de la membrana es cero. Comparando la ecua- 
ción (151) y las condiciones de contorno para las flechas de la membrana, 


1 Pliesik Z,, vol, 4, 1903, Véase también Anthes, Dinglers polvtech, F., pág. 342, 1906. 
Otros desarrollos de la analogía, asi como ciertas aplicaciones de la misma, pueden verse en 
los trabajos de A. A. Griffith y G. 1. Taylor, Tech. Rept. Adv. Comm. Aeromautics, vol, 3, 
páginas 910 y 938, 1917-1918, 
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con la ecuación (142) v la condición de contorno (144) (véase el 5 90) 
para la función de tensión $, se deduce que estos dos problemas son idén- 
ticos. Podemos entonces deducir de las flechas de la membrana los valores 
de $ sin más que sustituir la cantidad —(q/5) de la ecuación (151) por 
la cantidad F = 2G0 de la ecuación (142). 

Mediante la representación de la superficie deformada de la membrana 
por curvas de nivel (fig, 155) se pueden obtener varias conclusiones im- 
portantes relativas a la distribución de tensiones en la torsión. Conside- 
renos un punto cualquiera $ de la membrana, La flecha a lo largo de la 
curva de nivel que pasa por este punto es constante y se tendrá: 


Úz 


ras 0 
La ecuación correspondiente para la función de tensión será: 
de _([0bdy 06d dy de _ 
de 6 de “oxds) ds "eg 70 


ecuación que expresa que la proyección de la tensión tangencial resultante 
en el punto 8, sobre la normal N a la curva de nivel es cero, deduciéndose 
que la tensión tangencial en el punto B tiene la dirección de la tangente 


Fi. 155 


a la curva de mivel que pasa por ese punto. 51 en la sección transversal 
de una barra sujeta a torsión se trazan curvas tales que la tensión tangen- 
cial resultante en cualquiera de sus puntos tenga la dirección de la tangente 
respectiva, dichas curvas serán: las llamadas líneas de tensión tangencial, 
Por lo tanto, las curvas de nivel de la membrana son las curvas de tensión 
tangencial de la sección transversal de la barra sometida a torsión. 

La magnitud de la tensión resultante 7 en B (fig, 155) se obtiene pro- 
vectando sobre la tangente las componentes Ty; Y Ty. Se tiene entonces: 


T = 7, 008 (Nx) — 7, cos (Ny) 
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Sustituyendo: 
Po a | y = E s (Ny = Y 
a — 5 E cos (Na) = de cos (Ny) = An 
se obtiene: 


mm (e dr . 0% 21) AN 

r=-=|=-=2>x3l|->3 

da dn - dy da de 

La magnitud de la tensión tangencial en E viene dada por la pendiente 

máxima de la membrana en ese punto. Basta simplemente con sustituir 

q/5 por 2G6 en la expresión de la pendiente. De este hecho, se deduce que 

las máximas tensiones tangenciales actúan en los puntos en los que las 

curvas de nivel están muy próximas unas a otras. 

La ecuación (145) nos permite establecer que el doble del volumen 

limitado por la membrana deformada y el plano xv (fig. 155) representa 
el par de torsión supuesto que q/5 es sustituido por 260. 


5e puede observar que la forma de la membrana y, en consecuencia, la distri- 
bución de tensiones es la misma cualquiera que sea el punto de la sección transversal, 
tomado como origen en el problema de torsión. Este punto, por supuesto, representa 
el eje de rotación de las secciones rectas. Es sorprendente a primera vista que las 
secciones rectas puedan girar respecto a un eje diferente (paralelo) siendo el mismo 
el par al que se encuentran sometidas. Esta diferencia, sin embargo, se resuelve 
mediante una rotación de conjunto (rotación de sólido rigido) de la pieza. Consi- 
deremos, por ejemplo, un cilindro circular sometido a torsión, cuyas secciones rectas 
han sufrido rotaciones respecto al eje central. Una generatriz lateral toma una posición 
oblicua respecto a su dirección original, a la cual puede ser llevada de nuevo me- 
diante una rotación de conjunto del cilindro alrededor de un diámetro. Las posi- 
ciones finales de las secciones transversales corresponderán, entonces, a una rota- 
ción de torsión alrededor de esta generatriz, tomada como eje. Las secciones rectas 
se mantienen planas pero se encuentran ahora inclinadas respecto a su plano inicial, 
a causa de la rotación de conjunto del cilindro. Cualquier sección estará alabeada y 
con una elección dada de los ejes, la inclinación de un elemento de superficie de 
la sección terminal estará definida [ów0/0x y 0/0 estando dados por las ecuacio- 
nes (d) y (6) del $ 90]. Ese elemento puede ser devuelto a su orientación original 
mediante una rotación de conjunto alrededor de un eje perteneciente a la sección 
terminal. Una rotación tal sustituve el eje de las rotaciones de torsión por un eje 
paralelo. Es posible, entonces, definir un eje o un centro de las rotaciones de torsión, 
llamado centro de torsión si se precisa la orientación final de un elemento de superficie 
de la sección terminal, por ejemplo, si tal elernento se mantiene fijo. 


Consideremos ahora la condición de equilibrio de la porción mw de 
la membrana limitada por una curva de nivel (fig. 155). La pendiente de 
la membrana a lo largo de esta curva es en cualquier punto proporcional 
a la tensión tangencial r e igual a 7/5 11265. Llamando, entonces, 4 
a la proyección horizontal de la porción me de membrana, la ecuación 
respectiva de equilibrio será: 


e A | = 
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o bien: 


fr ds = 2G0A (152) 


Mediante esta expresión puede obtenerse el valor medio de la tensión 
tangencial a lo largo de una curva de nivel. 

Tomando q = Ú, es decir, considerando una membrana sobre la que 
no actúe carga lateral alguna, se llega a la ecuación: 


0“z diz 


+ 


la cual coincide con la ecuación de la función «$, [ecuación (6) del $ 92]. 
Tomando las ordenadas del contorno de la membrana, de forma tal que 
se verifique la ecuación: 


2 + z (1 + y*) = constante (154) 


se cumplirá también la condición de contorno (e) del $ 92, De esta forma, 
podemos obtener la función «$, a partir de la superficie de deformación 
de una membrana no cargada, supuesto que las ordenadas de la superficie 
de la misma tengan unos determinados valores en el contorno. Más adelante 
veremos que tanto las membranas cargadas, como las no cargadas, pueden 
ser utilizadas para determinar experimentalmente la distribución tensional 
en piezas sometidas a torsión, 


er 


El 
| 


y 


Fic. 15 


Lá analogía de la membrana no es útil solamente cuando el material 
de la barra sometida a torsión, se mantiene dentro del limite elástico, 
sino también cuando ese límite es sobrepasado en ciertos puntos de la 
sección y el material comienza a ceder haciéndose plástico. Suponiendo 


l' Este hecho fue indicado por Prandtl, véase A. Nádai, Z. omgew. Math, Mech., vol. 3, 
pig. 42 Véase también E. Trefftz, 1bíd., vol. 5, pág. 64, 1923, 
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que la tensión tangencial se mantenga constante durante la deformación 
plástica, la distribución tensional en la zoma de la sección transversal 
elásticamente deformada sigue estando representada por la membrana, 
pero en la zona de deformaciones plásticas, la tensión vendrá dada por 
una superficie de pendiente máxima y constante correspondiente a la 
tensión límite. Imaginemos que esa superficie esté colocada sobre la sección 
de la barra a la manera de un tejado y que también esté aplicada la merm- 
brana tersa y cargada como se explicó anteriormente. Al aumentar la 
presión, ciertas partes de la membrana comienzan a ponerse en contacto 
con el techo rigido. Ésto corresponde a la iniciación de la deformación 
plástica de la barra sometida a torsión. 51 se sigue aumentando la presión, 
ciertas zonas entran en contacto con el techo. Estas zonas son las regiones 
de deformación plástica de la barra. A NMádai ha realizado interesantes 
experimentos que ilustran esta teoría!. 


94, Torsión de barras de sección rectangular estrecha. La 
analogía con la membrana, proporciona una solución muy sencilla del 
problema de la torsión de una barra de sección rectangular estrecha. Des- 
preciando el efecto de los lados cortos del rectángulo y suponiendo que 
la membrana, ligeramente deformada, toma una forma cilindrica (fig. 156), 
podremos obtener la flecha de la membrana mediante la fórmula elemental 
de la parábola, que corresponde a la curva de equilibrio de un hilo unifor- 
memente cargado* (fig. 1566): 


F 
¿= E (a) 


La pendiente máxima que se presenta en el punto medio de los lados largos 
del rectángulo es, de acuerdo con las conocidas propiedades de la parábola: 


+Ó _ ge ) 
AT (5) 


El volumen limitado por la membrana deformada y el plano xy, calculado 
como cilindro parabólico, será: 


re qhe? 
p_ * =s 
ON le) 


Empleando ahora la analogía de la membrana y sustituyendo q/% por 24 
en (6) y (c), se obtiene: 


Tis = C60, M. = 40560 (al) 
¡Véase Trens. 4.5,M.É£. Applicd Mechanics División, 1930, Véase también A. Mádas, 


Theory of Flos and Fracture of Solids, 1950, capitulos 35 y 36. 
¿Véase 5. Timoshenko y D, Young, Engineering Mechanics, pág. 35. 
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de donde: 
le M, 
"= 00 di 
_ M, 
Tmiz = Ihp? (156) 


En la curva de deflexión parabólica (fig. 156b): 


dé z 
23») 


y la pendiente de la membrana en cualquier punto es: 


La tensión correspondiente en la barra sometida a torsión es: 
= 2Ge 


La distribución de tensiones obedece, pues, a una ley lineal, como se ve 
en la figura 1568. Calculando la magnitud del par correspondiente a esta 
distribución de tensiones se obtiene: 


Tm a, 1 
4 LA q b= q Pc Tmr 


El valor obtenido es solamente la mitad del total dado por la ecuación 
(156). La otra mitad corresponde a la componente t.., la cual fue des- 
preciada al suponer que la superficie de la membrana deformada era 
cilíndrica. Aun cuando la magnitud de estas tensiones sólo es apreciable 
en la proximidad de los lados cortos y aunque los valores máximos que 
alcanzan son inferiores al de Tmix calculado anteriormente, actúan a 
mayores distancias del eje de la barra y su reomento representa la segunda 
mitad del par de torsión M% 

Es interesante destacar que el valor máximo de la tensión Tmax, dado 
por la primera de las ecuaciones (4), es doble del que se origina en un eje 
circular de diámetro igual a e sometido al mismo giro (0, Esto puede ser 
explicado considerando el alabeo de las secciones transversales. Los lados 
de las secciones rectas tales como rm, (ig. 157) permanecen normales a 
las aristas de la barra, como es mostrado en la figura, en los puntos » y +, 
La distorsión total de un elemento tal como el abcd se compone de dos 
partes: la parte yy debida a la rotación de la sección transversal alrededor 
del eje de la barra, la cual es igual a la producida en un cilindro circular 
de diametro e y la parte yx debida al alabeo de la sección transversal. 


* Esta cuestión fue aclarada por Lord Kelvin y Tait, Natural Philosophy, vol. 2, pág, 267. 
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En el caso de una sección rectangular estrecha y¿ = 314 Y la distorsión 
resultante es doble de la que se da en un eje circular de diámetro e. 

Lás ecuaciones (155) y (156), obtenidas para el caso de una sección 
rectangular estrecha, pueden ser usadas también cuando se trate de barras 
de pared delgada, de secciones tales como las mostradas en la figura 158, 


Ce) (és) fa) (0) 


Fig. 157 Fo. 158 


bastando para ello hacer b igual a la longitud de la sección transversal 
desarrollada. Tal extensión se sigue del hecho de que si el espesor € de 
un tubo cilíndrico cortado a lo largo de una generatriz (fig. 1584) es peque- 
ño frente al diámetro del mismo, la pendiente máxima de la membrana 
y el volumen por ella limitado serán aproximadamente los mismos que 
para una sección rectangular estrecha de espesor e y longitud la de la 
circunferencia media del tubo. Una conclusión análoga se obtiene para 
el caso de la sección L representada en la figura 1586. Es de advertir, sin 
embargo, que en este último caso existe una concentración de tensiones 
considerable en los ángulos entrantes, cuyo valor depende del radio r de 
la transición, no pudiendo aplicarse a tales puntos la ecuación (156). Un 
estudio mas detallado de este tema será realizado en el $ 98, 


95. Torsión de barras de sección rectangular. —Sirviéndonos de 
nuevo de la analogía con la deformación de una membrana, el problema 
se reduce a la determinación de las flechas de una membrana rectangular, 
como la representada en la figura 159. Estas flechas deben satisfacer la 
ecuación (151) 

de, 4% 


A —_—r Pú mm ho: 
o E (a) 


y ser cero en el contorno. 
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La condición de simetria con respecto al eje y y las condiciones de 
contorno en los lados x = + a del rectángulo, quedan satisfechas si se 
expresa = bajo la forma de una serie, 


z= > Da cos 7 Fs (6) 


a=125... 


en la que 6,, b,, ... son coeficientes constantes e Y, 
Y... son funciones de y solamente. Sustituyendo (6) 
en la ecuación (a) y observando que el segundo miem- 
bro de esta ecuación puede ser desarrollado en serie !: 


(c) Fi. 159 


als 
al 
3 
3 
da 
| 
há 
a 
A 
E 


m 13,5... 


llegamos a la siguiente ecuación para la determinación de Y: 


A. 
e a (a) 
de donde: 
Am my y 169 ' 
Y =A 072 + BO + a ED (e) 


La simetria de la superficie deformada de la membrana respecto al 
eje x, exige que la constante de integración 4 sea cero. La constante E 
es determinada a partir de la condición de que la flecha de la membrana 
sea nula para y = + bh, es decir, (F,) y...) = 0 lo que da: 


l6gat A [ ch (nxy/2a) 


na = Sn, ES ch (nrb/2a) 0) 


y la expresión general, según (5), de la superficie deformada de la membrana 
será: 

16ga* 1 A ch (nry/Za) UTE 

= To | 

Sn pa NY) | ch (nrb/2a) | Za 


ld... 


Sustituyendo q/S por 266 obtenemos la función de tensión: 


1- E os az (9) 


_ 32600? Le ya ch (nry/2a) |. _nrz 
a pi ch (nrb/2a) 


a=1,43 ... 


BO, Peirce, A Shori Table af Integrels, púg. 95, 1910. 


314 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


Las componentes de la tensión se obtienen ahora a partir de las ecua- 
ciones (141) derivando. Por ejemplo: 


, 2m=1 , N 
E ES 
l- 


e q ch (mrb/2a) | Za 


n= 1d. + - 


Supomendo que b= a la tensión tangencial máxima, correspondiente 
a la mayor pendiente de la membrana, se da en los puntos medios de los 


lados largos x = + a del rectángulo. Sustituyendo x = «a, y =U en (4) 
obtenemos: 
1664 | 3 1 
E AS ch (rtrb Za) 
n= 155% -.. 


y observando que: 


tenemos: 


16600 1 
Tmóúx = 2004 > mn E eh (nrb Za) 


ld 2 


(157) 


La serie del segundo miembro converge con gran rapidez para b> e, no 
siendo dificil calcular Tm con suficiente exactitud para cualquier valor 
particular de bfa. En el caso de un rectángulo muy estrecho, por ejemplo, 
bla resulta muy grande, por lo cual podemos despreciar la sumatoria de 
(57). Tenemos entonces: 


Tmáix = 2602 


lo que coincide con la primera de las ecuaciones (ad) del $ 94. 
51 la sección es cuadrada a = by de la ecuación (157): 


a 8 l 1 Ue 
Tmá= = 2600 (1 | 567) * TAE * ) 
8 1 1 
= 2600 |1 - ¿(7 TINE ci )| 
= 13016 (158) 
En general se tiene: 


Tmis = k2G 00 (159) 


donde k es un factor numérico cuvo valor depende de b/a. Diversos valores 
de este factor son dados a continuación: 


TORSION 315 


"TABLA DE CONSTANTES DE LA TORSIÓN DE UNA BARRA RECTANGULAR 


b a | k KR; | Ka bj dd R h 1 Ra 

1,0. | 0,675 | 0,1406 | 0,208 3 (0,985 0,263 00,267 
12 | 0759 | 0,166 0219 | - 4 | 0,997 0,281 0,282 
1,5 0,548 0,196 0,231 5 0,999 0,291 0,291 
20 0,930 0,229 0,246 10 1,000 0,3112 0,3112 
25 | 0968 | 0,249 0258 | «0 | 100 | 0333 | 0,333 


Calculemos ahora el momento torsor Mt en función del ángulo espe- 
cifico de torsión 6. Usando para ello la ecuación (145) obtenemos: 


a h nt fa b Z s=1 
M-2) / pdndy E] ] | y 21) ; 
q. Si dl ee da 'm=L3 DE 


mu 


E _ ch (nry/2a) La EN A 5(2b) E 1 


C0B -=— 


ch (nrb/2a) 24 n* 
eli... 
14 ss 
— 6460(2a) ES a neb 
q pi 2a 
il 
y observando que' 
1 | al Do 
e o Td 06 


tenemos: 


1 ms XL Lit 
M, = ¿ G0(20):(20) ( E bo 5 22) (160) 


nel 


La serie que figura en el segundo miembro converge rápidamente y Mi 
puede ser calculado fácilmente para cualquier valor de la relación ajb. 
En el caso de un rectángulo estrecho podemos tomar: 


nab 


a > 


Entonces: 
M, = 3 Go(2a)*(2b) ( — 0,630 5) (161) 


Para la sección cuadrada, a = b, y (160) da 


M, = 0,1406G4(2a)* (162) 


BO, Peirce, A short table of Fitegrals, pág. 90, 1910. 


316 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


En general, el momento puede ser representado por la ecuación: 
M, = :G4(20a)*(2b) (163) 


en la que A, es un factor numérico cuyo valor depende de la relación b/a. 
Diversos valores de este factor son dados en la tabla anteriormente escrita, 
Sustituvendo el valor de € dado por la ecuación (163) en la ecuación 
(159) obtenemos la tensión tangencial máxima en función del momento 
de torsión: 
M, 
tie Asa 164 
2025) aii 
donde k¿ es un factor numérico cuyo valor viene indicado en la tabla de 
la página 315. 


96, Resultados complementarios. El problema torsional correspondiente 
a barras cuya sección transversal tiene otras formas puede ser resuelto usando seres, 
como ya se ha hecho en el párrafo anterior, 

En el caso de un sector circular! (fig. 160) los contornos vienen dados por 
py = +2, r =0, r =a. Tomamos una función de tensión de la siguiente forma: 


E 
¿el 


La función «+, debe satisfacer la ecuación de Laplace (véase el $ 92). Tomando 
como solución de esta ecuación la serie: 


G8 [| 7? cos 24 
o A a, (¿y “con et] 


n=1,2,5 
llegamos a la función de tensión: 
E] TEN, 
$ | -” ( Es ==>) + a? > An -)" 008 pa 
2 005 eE a dE 
n=155.... 


Para conseguir que también se anule en el contorno 
circular r = e debemos poner 


La] 
A ón E A Ap 
E a 005 e 
3=1345, 


de donde se obtiene en la forma usual: 


16 no 
Án = E 1) * 


1 
Fi. 160 nn + 2) (o Ñ =) 


1 Este problema fue estudiado por Saint-Venant, Compt. rend., vol, $7, págs. 54% y 893, 
1878, Véase también A. G. Greenhill, Messenger of Math, voL 9, pág. 35, 1879. Ocro método 
en el que se utiliza la función de Bessel fue dado por A. Dinnik, Bu. Don Polvtech. Inst., 
Novotcherkassk, vol. 1, pág. 300, Véase también A. Fóppl y L. Fóppl, Drong und Luang, 
pág. 96, 1928, 
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La función de tensión resulta, por tanto: 


G6 ñ (1 COB 2) , lala? 


: - a. mf 
Lisa COS er a? 
Esa lol nm 


(y? (5) ¡ e (n E 2) (o Ñ a 


Sustituvendo en la ecuación (145) obtenemos M, = 2ff4rd ydr = kGa*b, donde k 
es un factor que depende del ángulo « del sector. Diversos valores de %, calculados 
por Saint-Wenant, son dados a continuación: 


s=-1,3,5,. 


; | 
| 0,672 | 0,878* 


' Ese daros han sido corregidos por M. Aiseu Vése €. Póba y — Suocgó, Isperimetre Ineguntitta mm Mathemarical 
Pak, pág. 261. Prncenton Lnirerisy Pres 1751. 
E Este dato ha sido arreglo por Dinmik, due. e 


Las máximas tensiones tangenciales a lo largo de los contornos circular y radial, 
vienen dados por las fórmulas R,Ga0 y R¿Gal, respectivamente. Diversos valores 
de £, y kz se encuentran en la tabla precedente. 
La solución para un sector de corona circular puede obtenerse de la misma 
manera!. 
En el caso de un triángulo rectángulo isósceles *, el ángulo especifico de torsión 
dado por 
M: 


e [38 


en la que e es la longitud de los lados iguales del triángulo. La tensión tangencial 
máxima se produce en el punto medio de la hipotenusa y es igual a 


Tmiz * 15,02 


Introduciendo coordenadas curvilineas ha sido estudiada la torsión de piezas 
con otras secciones transversales. "Tomando coordenadas elipticas (véase el $ 60) 
y usando las funciones conjugadas £ y y determinadas por la ecuación: 


lp +iy=ech (E +) 


¿Obtenemos secciones transversales limitadas por elipses € hipérbolas homofocales *. 


' Saint-Venant, doc. cit. Véase también A. E. H. Love, Theory of Elasticity, 42 edición, 
pág. 319, 1927, 

* B. G. Galerkin, Bull. acad. des sci. de Russ, pág. 111, 1919; G. Kolosoff, Compt. rend., 
vol. 1738, pág. 2057, 1924, 

2 A. G. Greenhill, Quert, Y Math, vol. 16, 1879, Véase también L. N. G. Filon, Trans. 
Ror. Soc. (London), serie A, vol. 193, 1900, 
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Usando la ecuación! 
z+iy e ES yt 


obtenemos secciones transversales limitadas por parábolas ortogonales, 

Asimismo han sido obtenidas las soluciones correspondientes a otras muchas 
secciones”, macizas y huecas, incluyendo poligonos, ángulos, cardioides,. lemnis- 
catas?, y círculos con uno o varios agujeros excéntricos |. En todos los casos en los 
que la sección puede ser aplicada sobre el circulo unidad mediante una representa- 
ción conforme es siempre posible obtener una solución expresada por uña integral 
compleja”. 


97. Resolución de problemas de torsión por el método elasto- 
energético. Hemos visto que la solución de los problemas torsionales 
se reduce, en cada caso particular, a la determinación de la función de 
tensión que satisface la ecuación diferencial (142) y la condición de con- 
torno (144), Cuando se trata de obtener una solución aproximada del pro- 
blema, resulta útil determinar la función de tensión a partir de la condi- 
ción de mínimo de una cierta integral”, en lugar de trabajar con la ecuación 
diferencial. Dicha condición puede obtenerse mediante la expresión de 
la energia potencial elástica de la barra sometida a torsión, La energía de 
deformación de la barra por unidad de longitud, según (88), es 


5 fíorma a (9) +9) Ju 


Dando un pequeño incremento ó da la función de tensión $, incremento 
que se anule en el contorno*?, la energia de deformación varía en 


209) J 1652) +5) lucas 


y la variación del momento de torsión, según la ecuación (145), es 


2/5 ig de dy 


“E, Y, Anderson y D, L. Holl, Jove State Coll. Z Se, vol. 3, pág. 231, 1929, 

"Véase la recopilación de T. J. Higgins, Are. Y. Phys, vol. 10, pág. 248, 1942. 

1 Las referencias de los trabajos que dan las soluciones exactas de estos casos, demasiado 
abundantes para ser incluidas aquí, pueden encontrarse consultando Applied Mechanics Re- 
views, Science Abstracts A, Mathematical Reviens y Zentralblatt fir Mecha La mayoría 
de las referencias dadas en la púg. 370 incluyen o se refieren al problema de torsión, 

¡Véase CG, B. Ling, Quart Applied Math, vol 5, pág. 1608, 1947. 

* Resultado obtenido por X. 1 Muschelitvili. Véase Ll, S, Sokolnikoft, AMarhematical 
Theory of Elasticity, capítulo +, 1946. 

' Un resumen con referencias de este y otros métodos aproximados es dado por T. J. 
Higgins, £ Applied Phys, vol. 14, pág. 469, 1943, 

* Este método fue propuesto por W. Ritz, quien lo usó en la resolución de problemas 
de flexión y de vibración de placas rectangulares. Véase $. reine anger. Math, vol, 135, 1908, 
y Aun. Physik, serie 4, vol, 28, pág. 737, 1909, 

* Haciendo 44 = 0 en el contomo las variaciones de $ no introducirán ninguna nueva 
fuerza sobre la superficie lateral de la barra. 
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Empleando un razonamiento análogo al usado para establecer la ecuación 
(91) se obtiene: 


7! E e) + (5%) | ez as 20 | | soáray 
SF UC) +69] or 


La verdadera expresión de la función de tensión Y es, por lo tanto, aquella 
que anula la variación de la integral 


o SSL) +G9] 00 ee o 


Llegamos a la misma conclusión empleando la analogía de la membrana y el 
principio de los trabajos virtuales ($ 48) 51 5 es la tracción uniforme aplicada a la 
membrana, el aumento de su energía potencial elástica, producido durante su defor- 
mación, se obtiene multiplicando 3 por el aumento de superficie que experimenta 
la membrana. De esta forma obtenemos 


55 ff) + (57) Jero 


donde e es la flecha de la membrana. Si consideramos ahora un desplazamiento 
virtual de la membrana a partir de su posición de equilibrio, el cambio de su energía 
de deformación, producido por este desplazamiento, debe ser igual al trabajo reali- 
zado por la carga uniforme q en la traslación virtual. Podemos entonces escribir: 


29 [8 > (G)] uo = fumas 


y la determinación de la superficie de deformación de la membrana se reduce a la 
obtención de la expresión de la función =, que haga minima la integral 


MI 


Sustituyendo 26% por 9/5 llegamos a la integral (165) anteriormente obtenida, 


o bier: 


En la resolución aproximada de los problemas de torsión remplaza- 
mos, como hemos visto, el cálculo varicional por una simple determina- 
ción del mínimo de una función. Tomemos como función de tensión la 
serie 


bd = Go + Mé + daba + uo: (a) 


en la que du, dí, $2, -.. son funciones que satisfacen la condición de 
contorno, es decir, se anulan en la periferia. Al elegir estas funciones, 
debemos guiarnos por la analogía con la membrana, dándoles la forma 
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adecuada a la representación de la función $. Las cantidades di, dí, de, «.. 
son factores numéricos, a determinar a partir de la condición de minimo 
de la integral (165). Sustituyendo la serie (a) en esta integral e integrando, 
obtenernos una función de segundo grado en an, 41, de, «.. cuya condición 
de minimo es 
T ra T 
“Y _a 00 -0 LA 


5] + e 3 ” 
Ccp Cm da 


(b) 


Obtenemos asi un sistema lineal de ecuaciones, a partir del cual pueden 
determinarse los coeficientes %, , da, --. Aumentando el número de tér- 
minos de la serie (a) aumenta la exactitud de la solución aproximada y 
utilizando una serie infinita llegariamos a la solución exacta del problema 
torsional ?. 

Tomamos como ejemplo, el caso de una sección transversal rectan- 
gular?* (fig. 159). El contorno viene dado por las ecuaciones x= +au, 
vy=>wÑbh y la función (4 — a) (y — BP) se anula en la periferia. La 
serie (a) puede ponerse en la forma 


$ = (2 ay — db Z Zan rey" (e) 


en la cual mu y a, por razones de simetria, deben ser pares, 
Supomiendo que tenernos una sección transversal cuadrada y limitando 
el desarrollo de la serie (c) al primer término, tomemos 


$ = aula? — a) (y? — a?) (dl) 


Sustituyendo esta expresión en (165), se deduce de la condición de mínimo 
que 
_ 5 
An 


La magnitud del momento, según (145), será 
M, = 2/6 de dy = “26 0* = 0,1388(20*G0 


valor que difiere de la solución exacta (162) en un 14 2. 

Para obtener una mayor aproximación, tomemos los tres primeros 
términos de la serie (c). Usando, entonces, la condición de simetría, 
obtenemos 


$ = (14 — añ) (y? — añjlas + al? + y?)] (e) 
que sustituida en (165) y usando las ecuaciones (6) nos da 
5.259 Gé | 53 35 G 


e LE MW" 2 a 
a M7 q E 


Las condiciones de convergencia de este método fueron estudiadas por Ritz, (oc. efi, 
Véase también E. Treffte, Handbuch der Phwsik, vol. 6, pág. 130, 1928, 

¿Véase 5, Timoshenko, Bull Just, Waws of Communication, San Petersburgo, 1913 v 
Proc. Londor Hat. Sec., sete 2, vol. 2 pág. 38%, 1921, 
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El momento de torsión, que se obtiene sustituyendo en (145), resulta 
M: = LEH +24: 26 = 0,1404G4(2a0)* 


valor que es tan sólo 0,15 %, menor que el correcto. 

Se comete un error mucho mayor en la determinación de la tensión 
máxima. Sustituyendo (e) en las expresiones (141) de las componentes 
de la tensión, nos encontramos con un error del orden del 4 *,, debiendo 
tomar más términos de la serie (c) para conseguir una mayor exactitud. 

Puede demostrarse mediante la analogía con la membrana que proce- 
diendo de la forma explicada anteriormente, se obtiene generalmente 
para el momento de torsión, valores menores que el exacto. Una mem- 
brana perfectamente flexible, uniformemente estirada en su contorno y 
umformemente cargada es un sistema con un número infinito de grados 
de libertad. El limitarnos en el cálculo a unos pocos términos de la serie 
(e), equivale a introducir en el sistema ciertos vinculos que lo reducen a 
otro con un número pequeño de grados de libertad. “Tales vinculos sola- 
mente pueden reducir la flexibilidad del sisterna y disminuir el volumen 
limitado por la membrana deformada. El momento de torsión, que se 
deduce de ese volumen, será pues, de ordinario, menor que el verdadero. 

Otro método para la determinación aproximada de la función ¿4 ha 
sido sugerido por E. Trefftz?, Con este método, el valor aproximado del 
momento es superior al verdadero. Usando entonces los métodos de Ritz 
y Trefftz juntos, pueden establecerse los límites de error de la solución 


aproximada, 
La aplicación del método de Ritz no entraña el empleo exclusivo de 
los polinomios (e), pudiendo usarse toda función dq, dí, de, --- para la 


serie (a), cuva forma sea adecuada para la representación de la función de 
tensión $. Tomando, por ejemplo, funciones trigonométricas y atendiendo 
a las condiciones de simetria (fig. 159), obtenemos 


Sl 


sigo 7 A ] 
$ = | Gun COS 7, — 608 7 4 


a=10... =1%4%% .. 


Sustituyendo en (165) v efectuando la integración, resulta 


- ab ! | E mo yl 
e) 


m=15... al... 


a as 


q mer_, 
— 260 2 Y mn ; 200n (—1) zo 


A A O E A 


E. Trefttz, Proc. Second. Intern. Congr. Applied, Mech,, Zirich, 1926, pág. 131. Vénse 
también MN, M. Basu, Phi Mar.,, vol. 10, pág. $36, 1930. 
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Las ecuaciones (6) se convierten en 


mah mo, y 16ab ii] 
IT a A E 
a +2) y E ) 
y de aqui 
¿DER 
a PA 


arimaimida? + 1) 
donde a = bla, Sustituyendo en (1), obtenemos la solución exacta del 


problema bajo la forma de una serie trigonométrica. Ll momento torsor 
será entonces 


Y 5 
M, =2 ] ¡ ó de dy 
—a —b 


m=113,..,. n=l 3... 


128G60b* 32ab 
a Y) 


rimn(mia? + n?) mar 


Observando que 


ul 


Mio Micar 


1 A O EE 
mi e niimia? + n — 96m  —+(mor/2)* 


vemos que la expresión anterior coincide con la (160) Considerando, 
ahora, el caso de un rectángulo alargado, con una dimensión b muy grande 
frente a la otra a (fig. 15%, podemos tomar como primera aproximación 


p = Gtla? — e?) (hi) 


que coincide con la solución estudiada en el $ 94. Con el fin de conseguir 
una mayor aproximación, a la par del cumplimiento de las condiciones 
de contorno en los lados cortos del rectángulo, podemos tomar 


$ ia” — AL er] (4) 


y elegir la cantidad $ de forma tal que la integral (165) tome el valor minimo. 
Resulta asi 


A causa del término exponencial encontrado entre corchetes en la ex- 
presión (6), la distribución de tensiones que se obtiene, coincide práctica- 
mente con la solución (4), en todos aquellos puntos suficientemente dis- 
tantes de los lados cortos del rectángulo. En la proximidad de estos lados, 
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la función de tensión (%) satisface la condición de contorno (144), Llevando 
(E) a la ecuación (145) del momento de torsión obtenemos 


L 


a b | 1 
M, =2 F ls $ de dy = ¿ G0(2a)*(2b) ( — 0,632 0) 


lo que coincide bastante satisfactoriamente con la ecuación (161), obtenida 
antes mediante el empleo de una serie. 

En todos aquellos casos en los que la sección transversal tenga por 
contorno un poligono convexo, puede usarse como función de tensión, 
con excelentes resultados, una expresión polinómica análoga a la (e). S1 


ar + by + € =0, ar by +e=0... 


son las ecuaciones de los lados del poligono, podemos tomar la función 
de tensión de la forma 


$ = (aj + by + cil (ar + bey + e) +++ (an + day + e EA mpt y” 


obteniéndose, por regla general, una exactitud satisfactoria con sólo con- 
siderar unos pocos términos del principio de la serie. 

El método elastoenergético es útil también cuando el contorno de la 
sección transversal (fig. 161) está dado por dos curvas! 


E «y (£) y y = —0b (5) 


y (3) = 40 = (0-11 — (ps 


donde 


Las condiciones de contorno serán cumplidas si tomamos para la 
función de tensión una expresión aproximada 


$ = Aly — ap y + ap) 


Sustituyéndola en la integral (165) obtenemos, según la ecuación d/dA=0, 


ax GO 
+ ala? E al + 001)/0* 
donde 
le Ya (dp / de)? di 
o: 


j va 


' Tales problemas fueron estudiados por L. $. Leibenson. Véase su libro Variational 
Methods for Solemne Problems of the Theory of Elasticity, Moscú, 1943, Véase también W..J. 
Duncan, Phil Mag., serie 7, vol. 25, pág, 634, 1938, 
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El momento deducido de la ecuación (145) es 


3 1 
M, = | yd 


3 
En el caso particular en el que m = 14, p=9=1, a = 4, tenemos 
v=-a wdxlb) = + ¿x1b [1 —(x/6)], obteniéndose 
3 
4 E Ma EE 
+55 +55 
13 b? 13 2 


A. Welgand” ha dado una solución aproximada, que ha comparado con 
los resultados obtenidos en ensayos experimentales, para secciones limi- 
tadas por una circunferencia y una cuerda. Los métodos numéricos son 
estudiados en el apéndice. 


98. Torsión de perfiles laminados. Las fórmulas obtenidas para 
barras de sección rectangular estrecha ($ 94), pueden ser utilizadas en el 
estudio de la torsión de secciones como las que presentan los aceros lami- 
nados, tales como perfiles en U, Le £, 51 la sección transversal es de espesor 


fat re) fe) 
Fic. 162 


constante, como en la figura 162a, el ángulo de torsión se obtiene con su- 
ficiente exactitud a partir de la ecuación (155), haciendo en ella 5 igual a la 
longitud desarrollada de la fibra media? de la sección, es decir, b = 2a — e. 
En el caso de una sección en El (fig. 1625), se obtiene con cierta aproxima- 
ción el ángulo de torsión considerando para las alas un espesor medio 
€, descomponiendo la sección transversal en tres rectángulos y sustitu- 
yendo en la ecuación (155) be* por bic + 2bad2, lo que significa que la 
rigidez torsional de la pieza es igual a la suma de las rigideces de los tres 
rectángulos”. 


' Lufihart-forsch, vol. 20, 1944, traducido al inglés como N-A.CA. Tecó Mem., 1182, 19435, 

2 Una fórmula más elaborada, que tiene en cuenta el aumento de rigidez resultante de la 
unión de los rectángulos, fue desarrollada por Ci. W. Traver y H. W, March, Natá. Advisory 
Comm. Acronaut. Rept., 334, 1930, 

2 La comparación de la rigidez a la torsión obtenida por este método con la dada por 
los ensayos experimentales, para distintos perfiles y diversas dimensiones ha sido realizada 
por A. Ebppl, Sitober. Baver. Akad. Wiss, pág. 295, Munich, 1971, Véase también Beuinge- 
mier, serte 5, vol 3, pág. 42, 1922. 
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Se tiene entonces 
o 3, : 
_ (bc? “+ 2h (a) 


Para calcular la tensión en los puntos del contorno, situados a consi- 
derable distancia de los vértices de la sección transversal, podemos usar 
una vez más la ecuación correspondiente a un rectángulo alargado y tomar 


Tr=cwú 
Según la ecuación (a) tendremos, entonces, para las alas del perfil 
SA 
bic1* + 2b707* (9) 


Las mismas ecuaciones aproximadas pueden ser usadas para una viga 
de sección l (fig. 162c). 

En los ángulos entrantes se produce una considerable concentración 
de tensiones cuva magnitud depende del radio de las curvas de transición. 


Fic. 163 


Un valor aproximado de las tensiones existentes en tales puntos, puede 
obtenerse mediante la analogía con la membrana, Consideremos una sec- 
ción transversal angular, de espesor constante € (fig. 163) y sea a el radio 
en la transición que corresponde al ángulo entrante. Suponiendo que la 
superficie de la membrana en la bisetriz 0ÓO,, es aproximadamente una 
superficie de revolución de eje perpendicular al plano de la figura en O 
y empleando coordenadas polares, la ecuación (151) de la superficie de- 
formada de la membrana se transforma en (véase el $ 25). 

de, 1d q 

di Prod" 3 (e) 
Recordando que la pendiente de la membrana de/dr nos da la tensión 
tangencial sin más que sustituir qí35 por 260, de la expresión (£) deduci- 
remos la siguiente ecuación para la tensión tangencial 


dr, 1 
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La ecuación correspondiente para los puntos de las alas del ángulo, si- 
tuados a considerable distancia de los mismos, donde la membrana tiene 
una superficie aproximadamente cilíndrica, será 


dr 
— = —260 e) 

de (e) 
en la cual 1 es la normal al contorno. Llamando 7, a la tensión en el borde, 
la ecuación (e) previamente obtenida para el caso de un rectángulo alar- 


gado, nos da 7, = Ge, que empleando la ecuación (d) nos lleva a 


dr 1. ” 
O A (a) 
de donde, integrando 
EN A T]F 
T=-= + y (A 


siendo 4 una constante de integración. Para la determinación de la misma, 

supongamos que la tensión tangencial se anula en el punto O,, distante 
¿j2 del contorno (fig. 163). Según (1) 
se tendrá 


Aa all (¿_y 
a + (0/2) e 


Sustituvendo en (f) y tomando r = a 
obtenemos 


Tmáx "71 ( +£) (g) 


Para a = ¿ e, como en la figura 163, 

tenemos Tmix = 1,57,. Si el radio de 

la transición es muy pequeño la tensión máxima resulta muy grande. 
Tomando por ejernplo a = 0,1c, se llega a Tmax = 3,571. 

Resultados más exactos y completos pueden ser obtenidos mediante 

cálculos numéricos basados en el método de las diferencias finitas (véase 

el apéndice). La figura 164 (línea 4) muestra la curva 7max/ri función 
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de ale, obtenida por este método" junto con la curva que representa a la 
ecuación (£) Vemos que esta fórmula sencilla da resultados aceptables 
para valores de afc inferiores a 0,3, 


99. Empleo de peliculas de jabón para resolver problemas 
de torsión. Hemos visto que la analogía con la membrana, es de gran 
utilidad por hacer visible la distribución de tensiones en la sección trans- 
versal de una barra sometida a torsión. Membranas constituidas por 
películas de jabón han sido empleadas con éxito para la medida directa 


* Debido a J. M. Huth, F. Applied Mechanics (Tranz. A.S.M.E.), vol, 17, pág. 398, 1950. 
La elevación de la curva real hacia la derecha se da en el coso límite en el que el radio de la 
transición aumenta considerablemente en relación al espesor del ala. 1. Lyse y B. G. Johnston 
han dado en Proc. AS.C.E, 1935, pág, 469, las referencias de los intentos anteriores de reso- 
lución del problema, incluyéndose las medidos con peliculas de jabán. 
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de las tensiones! *. Tales peliculas son formadas sobre agujeros de forma 
conveniente realizados en placas planas. Con el fin de hacer posible la 
determinación directa de las tensiones, se ha encontrado que es necesario 
que la misma placa tenga un orificio circular, representativo de una sección 
eircular la cual es utilizada con fines comparativos. Sometiendo a ambas 
películas a la misma presión, tendremos valores iguales del cociente g/5*, 
la que corresponde a los mismos valores de GÚ para las dos barras some- 
tidas a torsión. Determinando, en consecuencia, la pendiente de las dos 
peliculas, podremos comparar las tensiones producidas en la barra de 
sección dada con las existentes en el eje circular, supuesto que el ángulo 
de torsión 0 y la constante G tengan igual valor en los dos casos. La rela- 
ción correspondiente entre los momentos de torsión, se determina por la 
de los volúmenes encerrados entre cada pelicula y el plano de la placa. 

Las curvas de nivel de las superficies de las peliculas se obtienen 
mediante el aparato representado en la figura 165%. La placa de aluminio 
donde han sido practicados los agujeros, está sujeta entre las dos mitades 
de una caja de fundición de hierro 4. La parte inferior de la caja, que 
tiene la forma de una bandeja, es soportada por unos tornillos, Ll trazado 
de las curvas de nivel se efectúa mediante el tornillo B, el cual atraviesa 
una placa de vidrio de tamaño suficiente para cubrir la caja, cualquiera 
que sea la posición del tornillo. El extremo inferior del tornillo lleva una 
punta de acero duro cuya distancia a la placa de vidrio es regulada por el 
tornillo, Se aproxima la punta del tornillo a la película desplazando la 
placa de vidrio hasta que la distorsión de la imagen muestre que se ha 
establecido el contacto entre uno y otro. El trazado de las curvas, se hace 
sobre una hoja de papel que está adherida a una plancha E, la cual puede 
oirar alrededor de un eje horizontal hasta que la punta de acero registra- 
dora D produzca en ella una picadura. Después de haber puesto en con- 
tacto la punta C con la película en un número de puntos suficientes, se 
unen los puntos senalados sobre el papel, obteniéndose asi una curva de 
nivel. Ajustando el tornillo B en una nueva posición, podemos repetir 
esta operación tantas veces como curvas de nivel necesitemos. Una vez 
registradas todas las curvas, se obtiene por sumación el volumen y el 
momento de torsión correspondientes. Las pendientes y las tensiones 
correspondientes se obtienen midiendo la distancia entre curvas de nivel 
vecinas. Esta pendiente puede ser determinada por métodos ópticos con 
mucha mavor precisión proyectando un haz de luz sobre la pelicula y 
midiendo el ángulo del ravo reflejado. La normal a la pelicula será la 


' Yéanse los trabajos de Tavlor y Griffith, foc. ct. y el de Traver y March, foc. cit, 

¿ TJ. Higgins ha realizado un estudio de esta y otros analogías en Experimental Stress 
Analvsís, vol. 2, pag. 17, 1945. 

* Se supone que la tensión superficial es la misma en las dos peliculas. Los ensayos reali- 
zados mastraron que esto es aproximadamente clerto. 

léase el trabajo de Tavlor y Goffith, doc, ert, 
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bisetriz del ángulo comprendido entre los rayos incidentes y reflejado. 
Un instrumento especial, destinado a realizar esa medida, ha sido desarro- 
llado por Griffith y Tavlor. La figura 166 representa un ejemplo de curvas 
de nivel obtenidas para una viga en [ (larguero de madera de un ala de 
avión). El hecho de que las curvas estén muy próximas unas a otras en los 


mir 
5, lr ei 


Fic. 166 


ángulos entrantes y en la parte central de la cara superior, prueba que en 
estos puntos las tensiones son muw elevadas. Los extremos de las alas, 
por el contrario, están sometidos a tensiones mucho menores. La tensión 
máxima en la parte central del alma del perfil es prácticamente constante 
e igual a la que se produce en un rectángulo estrecho para el mismo ángulo 
de torsión. La aplicación del método de la pelicula de jabón a secciones 
tales como elipses y rectángulos, para las que las soluciones exactas son 
conocidas muestra que la tensión máxima y el momento, pueden ser deter- 
minados por ese método con una aproximación del 1 ú 2%. En los puntos 
de gran concentración de tensiones, como es el caso en las transiciones 
de radio muy pequeño, no es fácil conseguir una aproximación del orden 
indicado. 


100. Analogias hidrodinámicas. El problema de la torsión, pre- 
senta algunas analogías con el problema hidrodinámico del movimiento 
de un fluido en un tubo. Lord Kelvin? señaló que la función $, [ecuación 
(a), $ 90] que a veces es empleada en la resolución de los problemas de 
torsión, es idéntica a la función de corriente de cierto movimiento irrotacio- 
nal de un «fluido ideal* en un conducto cuya sección transversal es igual 
a la de la barra sometida a torsión. 

J. Boussinesq? ha señalado otra analogía. Ha demostrado que la ecua- 


1 Véanse los trabajos de €. E. Biezeno y ]. M. Rademaker, De Ingemenr, núm. 52, 1931; 
P, A. Cushman, Trans. ASME,, 1932 H. Quest, Íngeneio-Archre., vol. +, pag. 510, 1933 
v JH Muth, loc. cit. 

* Kelvin y Tuit, Natural Philosapiiy, 2.2 parte, pág. 242, 

27. Boussisnesq, F. math. pure et appl, serie 2, vol 16, 1871. 
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ción diferencial y la condición de contorno, que determinan la función 
de tensión $ [véanse las ecuaciones (142) y (144) del $ 90] son idénticas 
a las que determinan las velocidades del movimiento laminar de un fluido 
viscoso en un tubo, cuva sección transversal sea la de la barra sujeta a 
torsión!, 


Er. 167 


Greenhill señaló que la función de tensión $ es matemáticamente 
idéntica a la función de corriente, correspondiente al movimiento de un 
fluido ideal que circula con torbellino constante? a través de un tubo de 
sección transversal igual a la de la barra?. Sean u v uv las componentes de 
la velocidad del fluido en el punto 4 (fig. 167). En virtud de la condición 
de incompresibilidad del liquido ideal, tendremos 


du du 
dz dy = (a) 
La condición de torbellino constante es 
dv du 
a (5) 
Tomando 
_ dx _ de 
Y dy" mu dx (e) 


queda satisfecha la ecuación (a) y la (5) se convierte en 


de, de 
di Y dy 


= constante (a) 


expresión que coincide con la (142) correspondiente a la función de tensión 
para el caso de la torsión. 


La velocidad del liquido en la periferia tiene por dirección la de la 
tangente a ese contorno, de forma que la condición de borde del problema 


' Esta analogía fue utilizada por M. Boschoud, Compt. rend., vol 179, pág. 451, 1924, 
Véase también Bull. tech Suisse Rom. (Lausanne), noviembre, 1925, 
2 El torbellino o rotor tiene igual expresión que la rotación we: estudiada en la pág. 260, 
is que e y e sean las componentes de la velocidad del fluido. 
2 A G. Greenhill, “Hvdromechanicss, articulo de la Enciplopaedia Britannica, 112% edi- 
ción, 1910. 
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hidrodinámico, es la misma que la correspondiente (144) al problema de 
torsión. Se sigue de ello que la distribución de velocidades del problema 
hidrodinámico es matemáticamente idéntica a la distribución de tensiones 
de la barra sometida a torsión, pudiendo deducirse de ello algunas conclu- 
siones de importancia práctica. 


Frio. 16% 


Consideremos como primer ejemplo, el caso de un eje circular, que 
presenta un orificio también circular (fig. 168) sometido a torsión”. El 
efecto de este agujero en la distribución tensional, será semejante al que 
produce la introducción de un cilindro macizo, de igual diámetro que el 
orificio, dentro de la corriente liquida del modelo hidrodinámico. Ese 
cilindro alterará notablemente la velocidad del fluido en su vecindad im- 
mediata. Las velocidades en los puntos frontal y posterior del cilindro 
se anulan, mientras que en los puntos m y 1 se duplican. Un taladro de 
esta naturaleza duplica, por lo tanto, las tensiones tangenciales en la parte 
de eje en la que se encuentra situada, Una pequeña ranura semicircular 
realizada en la superficie del eje según la dirección longitudinal (fig. 168), 
produce el mismo efecto. La tensión tangencial en el fondo de la entalla- 
dura (punto mm) es aproximadamente el doble de la que se produce en los 
puntos de la superficie del eje alejados en la ranura, 

La misma analogía hidrodinámica explica la influencia en la distri- 
bución tensional de un pequeño orificio de sección eliptica o de una ranura 
de sección semielíptica. Si uno de los ejes principales, «a, del orificio 
elíptico tiene dirección radial y es b el otro eje principal, las tensiones en 
el borde del orificio, en los extremos del eje a, aumentan en la relación 
(1 + alb): 1. Vemos, pues, que la tensión máxima producida depende 
de la relación ab. Cuando el eje mayor de la elipse tiene dirección radial, 
el efecto del orificio sobre la tensión es mayor que cuando dicho eje tiene 
la dirección de la tangente a la circunferencia. Esto explica el notable 
debilitamiento producido por las fisuras radiales en la resistencia de un 
eje. Efectos análogos sobre la distribución tensional son producidos por 
una entalladura semielíptica practicada en la superficie de un eje, para- 
lelamente a las generatrices del mismo. 

De la analogía hidrodinámica se deduce, asimismo, que en los ángulos 
salientes de la sección transversal de una barra sometida a torsión, las 


Véase ]. Larmor, Phil Mag,, vol. 33, pág. 76, 1892, 


= 
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tensiones tangenciales se anulan mientras que en los ángulos entrantes 
toman valores teóricamente infinitos, lo que implica que el más pequeño 
momento de torsión produzca en tales puntos, bien una fisura, bien una 
deformación plástica. En el caso de una entalladura para chaveta de forma 
rectangular, se producirá, pues, en los ángulos entrantes, una notable ele- 
vación de las tensiones, la cual podrá ser atenuada redondeandolos ade- 
cuadamente”. 


101. Torsión de árboles huecos. En el estudio hasta aqui reali- 
zado, nos hemos limitado a árboles cuvas secciones transversales son 
recintos simplemente conexos. Consideremos ahora ejes huecos cuyas 
secciones rectas tengan dos o más contornos. El problema más sencillo 
de este tipo es el de un árbol hueco, cuyo contorno interior coincide con 
una de las curvas de tensión tangencial (véase el $ 93) del árbol macizo de 
contorno exterior igual al del eje hueco. 

Tomemos, por ejemplo, una sección transversal eliptica (fig. 149), 
La función de tensión para el árbol macizo es 


ap” q yo a 
po” Dar + Dd) (2 Ts 1) (a) 
La curva 
E e 
(ak]? lA (be)? =+1 (b) 


es una elipse semejante al contorno exterior de la sección transversal. A 
lo largo de esta elipse la función de tensión (a) se mantiene constante y 
en consecuencia para valores de K£, inferiores a la unidad, esta elipse es 
una linea de tensión tangencial del árbol macizo. La tensión tangencial en 
todos los puntos de la misma, tiene por dirección la de la tangente a la 
curva. Imaginemos ahora, una superficie cilindrica generada por esta 
linea de tensión que tenga su eje paralelo al del árbol. De la conclusión 
anterior, referente a la dirección de las tensiones tangenciales, se deduce 
que no actuará ninguna tensión sobre esta superficie cilindrica, Se puede 
pues imaginar suprimido el material limitado por esta superficie, sin 
que ello altere la distribución de tensiones en la parte exterior de la pieza, 
La función de tensión (a) será también, en consecuencia, la correspondiente 
al caso del árbol hueco, 

Para un determinado ángulo de torsión 6, las tensiones en el árbol 
hueco serán las mismas que en el árbol macizo. El momento, sin embargo, 


' La investigación de las tensiones en una entalla para chaveta ha sido realizada por el 
método de la película de jabón (véase el trabajo de A. A. Griffith y G. 1 Tavrlor, Tech. Rept. 
Comm. Aeroneaut, vol. 3, pág. 938, 1917-1918) y también por el método fotoclástico (véase el 
trabajo de Á. G. Solakian y G. B. Karelitz, Trans. Am. 500. Mech. Eng, Applicd Mechanics 
Division, 19311 
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se vera disminuido en la cantidad que, en el caso del arbol macizo, proviene 
de la parte de sección transversal correspondiente al hueco. La ecuación 
(148) muestra que esa cantidad guarda con el momento total la relación 
de £*: 1. Para el árbol hueco, por lo tanto, la ecuación (148) será rempla- 
zada por 
A M, a+/0 

Mia 


y la función de tensión (a) se convierte en 


AL, PP. y 
a (Er É-1) 
La fórmula que da la tensión máxima será 
2M, 1 


Fax = “3 
== al — El 


En la analogía con la membrana la porción central, correspondiente 
al hueco del arbol (fig. 16%), puede ser sustituida por una placa horizontal 
CD. Observamos que la presión, uniformemente distribuida sobre la 
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porción CFB de la membrana, es estáticamente equivalente a una presión 
de igual magnitud repartida sobre la placa CD y que las fuerzas de trac- 
ción $5, que actúan sobre la membrana a lo largo del borde de la placa, 
están en equilibrio con la carga uniforme que obra sobre esta última. 
Podremos, por lo tánto, emplear en este caso el procedimiento de la pe- 
licula de jabón, puesto que la sustitución de la porción CFD de la mem- 
brana por la placa UD no altera la configuración ni el estado de equilibrio 
de la porción restante de la membrana. 

Consideremos ahora el caso, más general, en el que el contorno del 
orificio no comeide con una de las curvas de tensión del árbol macizo. 
De acuerdo con la teoria general de la torsión (véase el $ 90) sabemos que 


pr 
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la función de tensión debe ser constante a lo largo de cada contorno; 
estas constantes, sin embargo, no pueden ser elegidas arbitrariamente. 
Al estudiar los problemas bidimensionales, referentes a contornos múlti- 
plemente conexos, vimos que era preciso recurrir a las expresiones de los 
desplazamientos y que las constantes de integración debian ser elegidas 
de manera tal que esas expresiones resulten de valor único, En el estudio 
de la torsión de árboles huecos es necesario proceder de una manera 
análoga, debiendo elegirse, como valores constantes de la función de tensión 
a lo largo de los contornos, aquellos que hagan que la expresión de los 
desplazamientos no tome más que un valor. De esta manera obtendremos 
un número de ecuaciones suficiente para determinar estas constantes, 
De las ecuaciones (5) y (4) del $ 90 tenemos 


El 1] 
Ti = ú (2 = 01) Tu = Q ES 3 0%) (e) 


Calculemos ahora la integral 


Sr ds (d) 


a lo largo de cada contorno. Descomponiendo la tensión total en sus com- 
ponentes y usando las expresiones (e) resulta 


d d 
. T ds f (+. == + Tya 2) de 


du di 
=0 | (a+ Lay) — 00 $ (ar — ay 


Dado que + es una función uniforme y que la integración se extiende 
sobre una curva cerrada, la primera integral deberá anularse. En conse- 
cuencia 


frde = 06] (2 dy — y dx) 


La integral del segundo miembro equivale al doble del área de la parte 
hueca. Entonces 


frida = 2G8A (e) 


Los valores constantes de la función de tensión a lo largo de los agujeros, 
deberán pues ser determinados, de manera tal que para cada uno de ellos 
quede satisfecha la ecuación (e). Esta ecuación es igualmente válida para 
toda curva cerrada, trazada sobre la sección transversal, como puede 
comprobarse volviendo a examinar la demostración. 

Ya hemos estudiado anteriormente el significado fisico de la ecuación 
(e) [véase la ecuación (152)]. Dicha ecuación indica que al aplicar la ana- 
logia con la membrana, el nivel de cada placa, la CD por ejemplo de la 
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figura 169, debe tomarse de manera tal que la carga vertical que actúa 
sobre la placa, sea igual y de sentido opuesto a la componente vertical 
de la resultante de las fuerzas de tracción que sobre la misma ejerce la 
membrana. Si los contornos de los agujeros coinciden con las lineas de 
tensión del correspondiente eje macizo, la condición precedente basta 
para asegurar el equilibrio de las placas. En el caso general esta condición 
sola no es suficiente y para que la placa esté en equilibrio en una posición 
horizontal, es necesario emplear mecanismos especiales de guia, lo que 
implica el que el método de la pelicula de jabón sea más complicado para 
los arboles huecos, 


Con el fin de vencer esta dificultad podemos adoptar la siguiente solución!. 
Se practica en la placa una abertura (fig. 165) que corresponda al contorno exterior 
del árbol. Lós contornos interiores, correspondientes a los orificios, van montados 
sobre tubos que pueden deslizarse verticalmente de forma que su altura pueda ser 
ajustada fácilmente. Fijando arbitrariamente estas alturas y estirando la pelicula 
sobre los contornos, obtenemos una superficie que satisface la ecuación (142) y las 
condiciones de borde (144), pero que, en general, no cumplirá las ecuaciones (e), 
no representando, por tanto, la distribución tensional existente en el árbol hueco. 
Repitiendo la operación, tantas veces como contornos existen ajustando las alturas 
de los contornos interiores de cada caso y efectuando las correspondientes medidas 
sobre la pelicula, se obtendrán suficientes datos para determinar los valores correc- 
tos de las alturas de los contornos interiores, pudiendo lograrse finalmente, la ten- 
sión adecuada en la pelicula de jabón, Esto puede ser demostrado de la siguiente 
forma: 51 1 es el número de contornos Y dí, fe, «., $. son las superficies de las 
peliculas obtenidas con los í ajustes diferentes de las alturas de los contornos, la 
función 

$ = má + Maha Y +7 do mui (0 


en la que ,, Ma, «, MM, son factores numéricos será igualmente una solución de la 
ecuación (142), supuesto que 


E e 


Observando ahora que la tensión tangencial es igual a la pendiente de la membrana 
y sustituvendo (f en la ecuación (e), obtenernos í ecuaciones de la forma 


1] CP dy = DA 
dn 


de las cuales los + factores 11;, Ma, ..., Mi; pueden ser determinados en función de f. 
La verdadera función de tensión, se obtiene, entonces, a partir de ($7. Este método 
fue aplicado por Griffith y Taylor a la determinación de las tensiones en un árbol 
hueco de sección circular con entalladura para una chaveta. Pudieron demostrar 
que alejando la entalladura del centro del árbol, la tensión tangencial disminuye 
y la resistencia de la pieza aumenta. 


LA. A. Griffih y G. L Tavlor, Tech. Rept. Natl Advisory Conan. Aeronant., vol. 3, pá- 
gina 938, 1917-1918, 

* Goftth y Taylor dedujeron, de sus experimentos, que para estudiar las tensiones en 
árboles huecas resulta más conveniente usar peliculas con presión cero (véase la pág. 310) 
que con presión constante. El desarrollo del cálculo de los cocficientes mr, Me... puede verse 
en su trabajo antes citado, 
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En el caso de un árbol con uno o varios agujeros, el momento de torsión 
es i¡pual al doble del volumen encerrado por la membrana y la placa rigida. 
Para ver que esto es así, calculemos el momento producido por las tensiones 
tangenciales que actúan sobre un anillo elemental, comprendido entre dos 
lineas de tensión, tal, por ejemplo, como el representado en la figura 160 
(la cual es supuesto, ahora, que representa un árbol hueco). Llamemos 4 
a la anchura variable del anillo y consideremos un elemento tal como el 
rayado en la figura, la fuerza tangencial que actúa sobre este elemento es 
igual a ró ds y su momento respecto a O rróds. El momento que actúa 
sobre el anillo elemental vendrá dado por 


dM, = frróds (e) 


donde la integración se extiende a toda la longitud del anillo. Llamando 4 
al área limitada por el anillo y observando que r es la pendiente y ró, en 


Fic. 170 


consecuencia, la diferencia Á de mivel entre las dos lineas de contorno 
adyacentes obtendremos de (c) 


dM, = 2hA (2) 


lo que nos dice que el momento correspondiente al anillo elemental es 
igual al doble del volumen rayado en la figura. El momento total, que se 
obtiene sumando todos estos volúmenes, será por lo mismo el doble del 
volumen limitado por AB, la membrana A€ y OB y la placa CD La con- 
clusión es idéntica para los casos en los que existen varios agujeros, 


102. Torsión de tubos de pared delgada. Se puede obtener fácil- 
mente una solución aproximada del problema de la torsión de tubos de 
pared delgada, empleando el método de la analogia con la membrana. 
Sean AB y CD (fig. 170) los niveles de los contornos exterior e interior 
y AC y DE los perfiles de la membrana extendida entre dichos contornos, 
Por tratarse de una pared delgada podemos despreciar la variación de 
pendiente de la membrana y admitir que 40€ y BD son lineas rectas, 
lo que equivale a suponer que las tensiones tangenciales se distribuyen uni- 
formemente a través del espesor de la pared. Llamando kh a la diferencia 
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de nivel de los dos contornos y % al espesor variable de la pared, la tensión 
en cualquier punto, dada según sabemos por la pendiente de la membrana, 
será 


LA (a) 


Su valor es inversamente proporcional al espesor de la pared, siendo por 
lo tanto mayor cuanto más delgado sea el tubo. Con el fin de relacionar la 


tensión con el momento M, apliquemos de nuevo la analogía con la mem- 
brana y calculemos el momento en función del volumen 4C'DB, Tenemos: 


M. = 24h = 24ór (6) 


donde 4 representa la media de las áreas encerradas por los contornos 
interior y exterior de la sección transversal del tubo, La expresión (6) 
nos da una fórmula sencilla para el cálculo de la tensión tangencial: 


Mo: 


n= (166) 


Para determinar el ángulo especifico de torsión ( se aplica la ecuación 
(152), la cual nos da 


M, da 
Tds = SA ] eN = 2694 (c) 
de donde! 
_ M, ds 
E ii 
51 el espesor del tubo es constante 0 lo es también y (167) nos da 
Mois 
ds 44 NÓ (168) 


Y Las ecuaciones (166) y (167) fueron obtenidas por R. Bredt, F.AL, val. 40, pág. 3815, 
1896. 
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donde s es la longitud de la curva media de la sección anular del tubo. 

Si el tubo tiene angulos entrantes como es el caso de la figura 171, 
pueden producirse en ellos considerables concentraciones de tensión. 
La tensión máxima es superior a la dada por la ecuación (166) y su valor 
depende del radio a de la curva de transición (fig. 1716). Para calcular 
su valor haremos uso de la analogía con la membrana, tal como hicimos 
en el $98 al estudiar los ángulos entrantes de los perfiles de hierro laminado. 
Como ecuación de la membrana en el ángulo entrante podremos tomar la - 


e, 1d __q 
dr Tráar 8 
Sustituvendo q/5 por 20 y teniendo en cuenta que r = — dejdr (fig. 170), 
obtenemos: 
dr o, 1 


Suponiendo que el espesor del tubo ó sea constante y llamando 7, a la 
tensión, calculada con la ecuación (166), existente en los puntos alejados 
del ángulo, tendremos según la ecuación (e) 


909 78 
ca == 


y sustituvendo en (d) 


A te) 


E 
EL 0 


Admitiendo ahora que los ángulos salientes de la sección transversal 
se redondean siguiendo una curva de transición de radio q, como se indica 
en la figura, la constante de integración € podrá ser determinada mediante 
la ecuación: 


eS r dr = 10 (9) 


deducida de la analogía hidrodinámica ($ 1001); esto equivale a decir que 
sicun fluido ideal circula por un conducto, cuya sección es igual a la del 
tubo, la cantidad de líquido que atraviesa cada sección deberá ser cons- 
tante. Llevando el valor de 7, dado por (f) a la ecuación (2), resulta 

1 — (3/144)(2a + 8) 


C = Tod og, (1 sE la) 
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v la ecuación ($) toma la forma: 


_ rel — (s/14)(2a + 8) , roer 
7 log. (1 + 5ó/a) a (h) 


Para tubos de pared delgada las relaciones s(2a + ÓNA y sr[A serán 
pequeñas y (4%) nos queda: 


eme 2/08 (1 +4) (2) 


Haciendo r = e obtenemos la tensión en el ángulo entrante, la cual 
es representada en función de afó en la figura 172. La otra curval (4 en 
la figura) ha sido obtenida mediante el método de las diferencias finitas, 
sin haber sido empleada la hipó- 
tesis de que la membrana tenga la 
forma de una superficie de revolu- 
ción en los ángulos. Ella confirma 
la exactitud de la ecuación (1) para 
las curvas de transición de radio a 
pequeño, tal, por ejemplo, que 
aíó sea inferior a 1/4. Para valores 


3,5 


3,0 


25 
Erre 
Eo 
20 


1.0 


Fi. 172 Fi. 173 


de a mayores los resultados dados por la ecuación (71) son demasiado altos. 

Consideremos ahora el caso de una pieza tubular cuya sección trans- 
versal tenga más de dos contornos. “Tomando, por ejemplo, el caso mos- 
trado en la figura 173 y suponiendo que el espesor de la pared sea muy 
pequeño, las tensiones tangenciales que actúan sobre cada porción de 
pared, deducidas de la analogía de la membrana, serán: 


1 5 
fro . 
n=, (k) 
Ra _ ho 7161 — Tabs 
Ta == E>--—————_ € => =-_——————KÁ 


Ús 53 


1Huth, loe. efe 
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donde A, y hs son los niveles de los contornos interiores CD y EF". 
El momento torsor determinado a partir del volumen ACODEFB es: 


WM, = 2 Arha + Acha) = 2416171 + 2420777 (E) 


donde 4, y 4. representan las áreas encerradas por las lineas marcadas 
a trazos en la figura. 

Otras ecuaciones para resolver el problema se obtienen aplicando 
la ecuación (152) a las curvas cerradas señaladas a trazos en la figura. Su- 
poniendo que los espesores 6, d2, 64, sean constantes Y llamando 3,, Sa, S, 
a la longitud de las curvas mencionadas, resulta, de la figura 173. 


7181 + Tag 2GBA 
Tao — Tp = 2G0As 


Utilizando las ecuaciones (0), (1) y la última de las (£) obtenemos las ten- 
siones T,, Te, Ta, €Xpresadas en función del momento: 


(m) 


M¿[óas9 Ay A das A -+ Az)] 


dd ida E AJA 0) 
ads Mi [618 Az + dis A; + An] (o) 
2610282415 + batas At Y 15 As + An) 
a a  — Mis — A) (p) 
IA AE E ES 
En el caso de una sección simétrica, 5, = Sa, Ó, = dy, Ay = As y 7, = 0, 


En este caso el momento es absorbido por la pared exterior del tubo en 
tanto que el nervio interior queda exento de toda tensión”, 

El ángulo especifico de torsión correspondiente a cualquier sección, 
tal por ejemplo como la mostrada en la figura 173, se obtiene sustituyendo 
los valores de las tensiones en una de las ecuaciones (1). De esta manera 0 
podrá ser obtenido en función del momento torsor M.. 


103, Torsión de una barra en la que se impide el alabeo de una de las 
secciones transversales. En el estudio hasta aquí realizado de los problemas 
de torsión, se ha supuesto siempre, que el momento torsor es aplicado mediante 
tensiones tangenciales distribuidas sobre los extrernos de la barra de una manera 
definida, la correspondiente a la solución de la ecuación (142) que satisfaga la con- 
dición de contorno (144). Si la distribución de tensiones en esos extremos es otra, 
el estado tensional resultante presenta irregularidades locales y las soluciones dadas 
por (142) y (144) son aplicables con exactitud satisfactoria solamente en las regiones 
alejadas de esos extremos”. 


' Se supone que las placas son guiadas de forma tal que permanecen horizontales (véase 
la pág. 335). 

* Las pequeñas tensiones correspondientes a la variación de la pendiente de la mem- 
brana a través del espesor del alma, son despreciadas en esta derivación. 

2 Las irregularidades locales en los extremos de un cilindro circular han sido estudiadas 
por F, Purser, Proc, Roy. Irish. Aced., Dublin, vol. 26, serie A, pág. 54, 1906. Véase también 
K. Wol£, Sttaber. Akñad. W;iss, Wier,, vol, 125, pág. 1149, 1916, v A. Timpe, Mark. Annalen, 
vol 71, pág. +80, 1912 
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Una particularidad análoga, se produce cuando en una barra sometida a torsión, 
se impide por algún medio el alabeo de una sección transversal. Problemas de este 
tipo se presentan a veces en ingeniería!, Un ejemplo sencillo es el mostrado en la 
figura 174, Por razones de simetría puede admitirse que la sección media permanece 
plana durante la torsión y, en consecuencia, que la distribución tensional existente 
en los puntos próximos a esta sección transversal, es distinta de la obtenida anterior- 
mente para barras rectangulares ($ 95). Para estudiar estas tensiones consideremos 
primero el caso de un rectángulo? estrecho cuva dimensión € supondremos grande 
frente a la 6. Si las secciones transversales son libres de alabearse, las tensiones, 
según el $ 94, serán: 


Ta E —20 61, Tya = A] (a) 


y los desplazamientos correspondientes, con arreglo a las ecuaciones (a), (5) y (1) 
del $ 90, 
u = —(yz, Y = Óx, wo. —ótry (b) 


Para impedir el alabeo de las secciones 
transversales, caracterizado por el despla- 
zamiento te, será necesario aplicar ten- 
siones tangenciales o, sobre estas seccio- 
nes. Una solución aproximada, se obtiene 
suponiendo que e, es proporcional a + y 
que disminuye al aumentar la distancia = 
a la sección media, Tales hipótesis quedan 
satisfechas haciendo 


7 = —mEte "tzy (c) 


donde mm es un coeficiente a determinar. 
A causa del factor e ** la tensión e, dis- 
minuye al crecer s, haciéndose desprecia- 
ble a una cierta distancia, la cual depende 
del valor de ». 

Las restantes componentes de la ten- 
sión deben ser elegidas ahora de forma tal Fic. 174 
que las ecuaciones de equilibrio (127) y las 
condiciones de contorno sean satisfechas. 

Es fácil ver que tales requisitos son cumplidos haciendo: 


d, == «ey = () 

Ta == —¡Embor ral — 22)(1 — y?) ) 
Ta = FEmiteatal — ly — AF6y (a) 
Ty = HEnvara(b — yz 


Para valores grandes de £ esta distribución tensional se aproxima a la (a), corres- 
pondiente a la torsión simple. La componente 7,, se anula en los bordes x = +4 
ey = +6; y las Tres Y Tye para x *= da, y = +b, respectivamente. Las condiciones 
de contorno son, pues, satisfechas y la superficie lateral está libre de fuerzas. 

Para determinar el coeficiente + consideremos la energia elástica de la barra 


' La torsión de vigas en 1 ha sido estudiada por 5. Timoshenko, £. Math. Phyzék, vol, 58, 
pág. 361, 1910. Véase también €. Weber, £, angeto. Math. Mech,, vol. 6, púc. 85, 1926. 
* Véase 5. Timoshenko, Proc. London. Math. S0c., serie 2, vol. 20, pág. 389, 1921. 
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y busquemos qué valor de um la hace minima. Empleando la ecuación (84) (4 47), 
tenernos: 


Y y dE [me A EN us 002 | de dy de 


Sustituyendo en esta expresión los valores dados por (d) y temendo en cuenta que 
para una barra larga podemos poner 
; 
Í me da = l 
o m 
llegarnos a: 


Y = ¿Ewao [am + (149) [ Se abit + (at + dm + malo 


La condición de minimo nos da la siguiente ecuación para determinar dt: 
(14 abimi + ¿0? + 50m] = 3 


la cual, para el caso de un rectángulo estrecho, se reduce aproximadamente a: 


El 
“= a+ e 


Sustituvendo este valor de ru en (e) y (2), obtenemos la distribución tensional corres- 
pondiente al caso en que la sección media de la barra permanece plana. 

Para calcular el ángulo de torsión y, igualamos la energía potencial (e) al trabajo 
realizado por el momento M.. 


Me _ y 


de donde se deduce: 


GaAf, A 
e (a) 


Comparando este resultado con la ecuación (155), se deduce que impidiendo el 
alabeo de la sección 5e€ aumenta la rigidez a la torsión de la barra. El efecto de la 
irregularidad local de la distribución de tensiones sobre el valor de y, equivale 
al influjo de disminuir en: 

w5(l + ») 

6 
la longitud [ de la pieza. Tomando y = 0,30, esa reducción es 0,425 a. Vemos, pues, 
que el efecto de impedir el alabeo de la sección media sobre el ángulo de torsión, 
es pequeño si la dimensión a es pequeña comparada con l, 

La torsión de una barra de sección elíptica puede ser estudiada de forma aná- 
loga!. Mayor importancia tiene el efecto de fijar una sección en el caso de la torsión 
de una barra de sección 1. El ángulo de torsión, en este caso, puede obtenerse por un 
método aproximado considerando la flexión de las alas, producida por la torsión *, 


3 


104. Torsión de árboles circulares de diámetro variable, Con- 
sideremos ahora, el caso de un árbol de la forma de un sólido de revolu- 
ción sometido a torsión por la acción de pares de fuerzas, aplicadas a sus 


' A. Ebppl, Sazsber. Bayer, Añad, Wiíss., Math.-Phvs. Klasse, Munich, 1920, página 261. 
* Vésse 5. Timoshenko, 4. Math, Pkvsik, vol. 58, página 361, 1910: 0 Strengrh of Materials, 
vol. 2, pig. 287, 1941. 
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extremos (fig. 175). Podemos tomar como eje s el eje de la pieza y usar 
las coordenadas polares r y $ para definir la posición de un elemento del 
plano de la sección. Las notaciones entonces empleadas, para las com- 
ponentes de la tensión serán €, 05, o Tra Trim 702 Las componentes de 


los desplazamientos de dirección radial y tangencial serán designados 
uv voy la componente de dirección , +0. Empleando las fórmulas obtenidas 
anteriormente para los problemas bidimensionales ($ 28), encontramos 
las siguientes expresiones para las componentes de la deformación: 


du ' 

Es E — y Es = u + pel Es = du 
dr F r dé dz 160 
du , dr y _ 04, 00 e MO 


aa y Vat 17 


Escribiendo las ecuaciones de equilibrio de un elemento (fig. 175), de 
igual manera que lo hicimos para el caso bidimensional ($ 25) y supo- 
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niendo que las fuerzas másicas $on nulas, obtenemos las ecuaciones dife- 
renciales de equilibrio siguientes): 


de, lLOreg , Otra y Ur 09 _ 

a dl rd de e 
OT l dra, de, Tr de er 
+ atar sd 
dr, 1 dos Ora, 2Tr0 E 
us dr 


Pará aplicar estas ecuaciones al problema de la torsión, utilizamos el 
método semiinverso (véase la pág. 295) y suponemos que y ze son nulos 
(esto significa que durante la torsión las partículas se mueven según la 
dirección tangencial). Esta hipótesis, difiere de la correspondiente al caso 
de la torsión de un eje circular de sección constante, en que en el caso actual 
los desplazamientos tangenciales no son proporcionales a la distancia al 
eje (esto implica el que los radios de una sección se curven durante la 
torsión). Como veremos en las páginas siguientes la solución basada en 
esa. hipótesis satisface todas las ecuaciones de la elasticidad representando, 
por lo tanto, la verdadera solución del problema. 

Sustituyendo 1 = ze = 0 en (169) y teniendo en cuenta que por razones 
de simetría el desplazamiento v no depende de f, se obtiene: 


du Y de 
4 == 56=E= Ye =0, E Ye = (a) 


Resulta pues, que sólo las componentes Try y Tp, son distintas de cero, 
Las dos primeras ecuaciones (170) son satisfechas idénticamente y la 
tercera da: 


Úrso , Ort , 278 
E ss 


E (b) 


Esta ecuación puede escribirse de la forma: 

O, a 

ir = (rre) =0 

2 tra) + E (rra) (o) 
expresión que es satisfecha por una función €, de + y de z tal que: 


E rm-=2* (a) 


par ¡== —=1 TTM == 

> dz 
Para satisfacer las condiciones de compatibilidad, es preciso tener en 
cuenta el hecho de que 7,4 y 76, son funciones del desplazamiento v. Las 


ecuaciones (a) y (4) nos dan: 


' Estas ecuaciones fueron obtenidas por Lamé y Chapeyron; véase Crelle's $, vol. 7, 1831. 
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E de YY _ 0 fu _ 10% 
ta = Or 0 (5 >) or (o de 


le) 
E _p e 1) 1d 
Te = Gya = E dE Gr _ (> = 


De estas ecuaciones, se deduce que: 


0(10% If, 
a A (EE mi el 


o lo que es lo mismo: 


Po 3d, 0 
er (9) 


Consideremos ahora, las condiciones de contorno correspondientes 
a la función 4. Puesto que sobre la superficie lateral de la barra no actúa 
ninguna fuerza, podemos concluir que en todo punto 4 de la periferia de 
una sección que pase por el eje (fig. 175), la tensión tangencial total debe 
tener la dirección de la tangente al contorno, siendo cero su proyección 
sobre la normal al mismo N. En consecuencia: 


Tr8 a Tú A = [) 
ds ds 
siendo ds un elemento del contorno. Sustituyendo en esta expresión los 
valores (d) resulta: 
db dz 
de ds 


0er 9 0) 

dr de 
de donde se deduce que dada una sección axial del árbol, la función $ se 
mantiene constante a lo largo de su contorno. 

La ecuación (2) junto con la condición de contorno (A) determinan 
completamente la función de tensión $, la cual permite obtener las ten- 
siones que satisfacen a las ecuaciones de equilibrio, las ecuaciones de com- 
patibilidad y la condición de borde sobre la superficie lateral del eje. 

La magnitud del par, se obtiene considerando una sección transversal 
y calculando el momento producido por las tensiones tangenciales rs,. Re- 
sulta entonces: 

q 


$ 
0 


a a] dó SS 
M. = 2rrira, dr = 2er — dr = ¿e (4) 
1 o 0r 


1 Esta solución general se debe a J. M. Michell, Proc. London Matk. Sec., vol. 31, pág. 141, 
1890, Véase tuombién A. Fóppl, Sitsber. Bayer. Akad. Wis., Munich, vol. 33, págs. 249 y 504, 
1905 y el libro Kerdspannungsiehre, de H. Nember, donde se encuentran las soluciones corres- 
pondientes al hiperboloide de revolución y a la cavidad de forma de elipsoide de revolución. 
TT. Púschl, £. angew. Math. Mech,, vol. 2, pág. 137, 1922 y FP. ]. Higgins, Experimental Sitrees 
Analysis, vol. 3, núm. 1, pág. 94, 1945 dan una reseña de la bibliografía sobre el tema. 
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donde a es el radio exterior de la sección. Vemos que el momento puede 
ser determinado fácilmente si se conoce el valor de la función en el centro 
ven el contorno de la sección transversal. 

En el estudio de los desplazamientos producidos por la torsión del 
arbol, emplearemos la notación y = u/r para designar el ángulo de rota- 
ción del anillo elemental de radio r perteneciente a una sección transversal 
cualquiera. Un anillo tal puede ser considerado como la sección de uno 
de los numerosos tubos de pared delgada, en que puede ser descompuesto 
el eje. El ángulo de torsión de esos tubos será pues y. Dado que los radios 
de la sección transversal $e curvan, ese ángulo, y, variará con + y los ángulos 
de torsión de los tubos elementales no son iguales para una misma sección 
transversal de la pieza. Las ecuaciones (c) toman ahora la forma: 


dy db 
As bal a 
a Or de 
Oi db 
Ml IA a 
a 
de donde 
2 (90) 0 (30% 
Dl de a 
o bien: 
: 2 
la CA GUA (1) 


del * par! ga 


Una de las soluciones de esta ecuación nos da el ángulo de torsión 
en función de r y z. 51 en esa solución hacemos 


pp = constante (1) 


obtenemos una superficie, lugar geométrico de los puntos de igual ángulo 
de torsión. En la figura 175, 44, representa la curva de intersección de 
esa superficie con la sección axial del árbol. Por razones de simetria, se 
deduce que la superficie dada por la ecuación (m) es de 
revolución, siendo 44, el meridiano de la misma que pasa 
por 4. Durante la torsión, estas superficies giran alrededor 
del eje s sin sufrir ninguna deformación, exactamente como 
les ocurre a las secciones transversales de los ejes cilindricos 
de sección circular. La deformación total en un punto cual - 
quiera del meridiano 44,, será, pues, una deformación tan- 
cencial en el plano normal al mismo y la tensión tangencial 
correspondiente, en la sección axial de la pieza, será per- 
pendicular a dicho meridiano. En la periferia esta tensión es 
tangente al borde de la pieza, siendo, por tanto, los meridia- 
nos, normales al contorno de la sección axial. 51 pasamos de 
Flu. 176 una superficie y = cte., a otra adyacente, la variación de y 
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a lo largo del contorno de la sección axial será dyjds y, de igual manera 
que para el caso de un árbol cilindrico de sección circular (5 87), tendremos: 


T= ar Y (n) 


donde: 


dz 
y. mS + Te 5 


es la tensión tangencial resultante en la periferia. El valor de esa tensión 
tangencial puede ser obtenido fácilmente si determinamos experimental- 
mente dyujdy. 
Consideremos el caso particular de un árbol troncocónico” (fig. 176). 
En este caso la relación: 
Fa 


es constante e igual a cos « en el contorno de la sección axial, y cualquier 
función de esa relación cumplirá la condición (4) de contorno. Con el fin 
de satisfacer también la ecuación (2), tomamos: 


e AS 


donde e es una constante. Derivando resulta: 


l de erz 
O E (p) 


En cuanto a la constante € se obtiene de la ecuación (6%). Sustituvendo (o) 
en esta ecuación tenemos: 


M, 


E A—__———— 
24 — 0o0s a ++4008* a) 


El ángulo de torsión se deduce de las ecuaciones (e), las cuales dan la 
expresión de +, que satisface la ecuación (0) y la condición de contorno, 


¿ 


Y =P (9) 


Como puede verse las superficies de igual ángulo de torsión son esferas 
con centro en el origen O. 


1 Experimentos de este tipo fueron realizados por R. Sonntag, 4. angew. Math. Mech., vo- 
lumen Y, pág. 1, 1929 
* Véase Fóppl, loc. crf, 
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Los casos de ejes en forma de elipsoides, hiperboloides o paraboloides 
de revolución pueden ser tratados de manera análoga!. 

Los problemas que se presentan en la práctica son, por lo general, 
más complicados pues el diámetro del eje suele cambiar bruscamente 
como se muestra en la figura 177a. El estudio de estos problemas ha sido 
iniciado por Á. Foppl. €. Runge propuso un método numérico de reso- 
lución de los mismos?*, con el que pudo comprobarse que en puntos tales 
como mo se produce una notable concentración de tensiones y que en 
los ejes con dos diámetros diferentes, d y D (fig. 1774), el valor de la ten- 
sión máxima depende de las relaciones entre el radio a de la curva de tran- 
sición y el diámetro d y de la d/D. 


Fi. 177 


En el caso de una entalladura de radio muy pequeño, a (fig. 1775), 
la tensión máxima en el fondo de la muesca es doble de la que se produce 
en la superficie del eje cilíndrico carente de muescas. 

Para el estudio de la concentración de tensiones en las zonas de tran- 
sición entre distintas secciones y en entalladuras, tiene gran utilidad la 
analogía eléctrica?. La ecuación general del flujo de corriente eléctrica en 
una placa homogénea de espesor variable es: 


O(,MUN af, a 

NE pi ly ed MEA 

0) 0) o 
en la que h es el espesor variable de la placa y y la función potencial. 


' Véanse los trabajos de E. Melan, Tech. Blátter, Praga, 1920 A. N. Dinnik, Bull. Don 
Polvteck. Inst. Novotcherkask, 1912; W, Arndt, Die Torsion von Weller mit achsensymnmetrischen 
Bohrugen und Hohiráumen, Dissertation, Góttingen, 1926; A. Timpe, Math. Annalen, 1911, 
pie. 480 Higgins, loc. er£., de la bibliografía sobre el terna. 

“Wer E. A. Willers, £. Math. Physik, vol 55, pág. 225, 1907, Otro método aproximado 
fue desarrollado por L. Fúppl, Sttzber. Bayer. Añad. Wis., Munich, vol. 51, pág. 61, 1921, 
v por R, Sonntag, £. anger. Math. Mech,, vol. 9, pág. 1, 1929. i 

* Ver el trabajo de L. S. Jacobsen, Trans, A.S.MLE., vol. 47, pág. 619, 1925, y la revi- 
sión bibliográfica de T. J. Higgins, loc. cert. Las discrepanciós entre los resultados dados por 
este y otros métodos son estudiados en este último trabajo. A. Weigand, Luftfahri-Forsch., 
vol. 20, pág. 217, 1943 (traducido en N,4,C.A, Tech. Mem., 1179, setiembre, 1947), realiza 
otras comparaciones y da los resultados de ciertas medidas con bandas extensométricas que 
extienden la figura 179 hasta 2a/d = 0,05. 
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Supongamos que la placa tenga el mismo contorno que la sección 
axial del eje (fig. 178), que los ejes x e y coimcidan con los + y r y que el 
espesor de la placa sea proporcional al cubo de r (4 = ar”), La ecuación 
(r) se convierte entonces en: 


HB, O 
qn Pron Pana 


que coincide con la ecuación (1). Se deduce entonces, que las lineas equi- 
potenciales de la placa vienen determinadas por la misma ecuación que 
las líneas de igual ángulo de torsión en el caso de un árbol de diámetro 
variable. 


ad) (b) 


Fi. 178 


Suponiendo que entre los extremos de la placa correspondientes a los 
del eje, se establece una cierta diferencia de potencial, de modo que la 
corriente circule a lo largo del eje =, las lineas equipotenciales serán nor- 
males a los bordes laterales de la placa dándose, por lo tanto, las mismas 
condiciones de contorno que en el caso de las líneas de ángulo de torsión 
constante. Si las ecuaciones diferenciales y las condiciones de contorno 
son las mismas, las dos haces de lineas serán idénticas por lo que estudiando 
la distribución de potencial, obtendremos información útil para el cono- 
cimiento de la repartición de tensiones en el árbol sometido a torsión. 

La tensión máxima se da en la superficie del árbol y su valor se de- 
duce de (1). De esta ecuación, aplicando la analogía eléctrica, resulta que 
la tensión es proporcional a la variación de la caida de potencial a lo largo 
del borde de la placa. 

Sobre un modelo de acero de 24 pulgadas de largo, 6 de ancho en su 
extremidad mayor y 1 de espesor máximo (fig. 178) han sido realizadas 
medidas. La caida de potencial a lo largo del borde mapq del modelo, 
ha sido determinada mediante un galvanómetro muy sensible cuyos ter- 
minales estaban conectados a dos agujas muy agudas, fijadas a un bloque 
y distantes 2 mm entre si. Al tocar la placa con las agujas, la caida de 
tensión existente entre los puntos de las mismas erá indicada por el galva- 
nómetro. Moviendo las agujas a lo largo del borde de transición se pudo 
localizar y medir el gradiente máximo de voltaje. La relación de este 
máximo al gradiente correspondiente a un punto alejado, como el m por 
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ejemplo (fig. 1454) permite evaluar el coeficiente de concentración de 
tensión £ ide la ecuación: 


165, 


Tm = k 3 


Los resultados de los ensavos citados para un caso particular están re- 
a p p 
presentados en la figura 175c, en la que la caida de potencial medida en 


0 004 0058 0,12 06 0% 0,24 
ed 


Fic. 179 


cada punto viene indicada por la longitud de la normal al borde, trazada 
en ese punto. El coeficiente de concentración correspondiente es 1,54, 
Los valores de este coeficiente obtenidos para otras proporciones de ár- 
boles son mostrados en la figura 179, en la cual las abscisas representan 
2ajd y las ordenadas el factor É para cada una de los valores de la relación 
Did (véase la fig. 177). Mediante estas curvas puede determinarse por 
interpolación, con suficiente exactitud, el coeficiente de concentración 
correspondiente a cualquier caso particular. 


' Las pequeñas variaciones del radio £ [ecuación (1] pueden ser despreciadas en este caso. 
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Problemas 


1. Demostrar, a partir de las condiciones de equilibrio de la barra completa, 
que cuando todas las componentes de la tensión, excepto 7, Ty. Se anulan, las fuer- 
zas aplicadas sólo pueden consistir en pares de torsión [ver las ecuaciones (£) del $ 90]. 

2. Demostrar que 4 = A(r" — a) es la solución del problema del árbol cilin- 
drico, macizo o hueco. Determinar A en función de (6, Mediante las ecuaciones (141) 
y (146) calcular la tensión tangencial máxima y la rigidez a la torsión en función de M, 
para el árbol macizo y verificar que estos resultados concuerdan con los dados en 
los libros de resistencia de materiales. 

3. Demostrar que aplicando la misma torsión, la sección eliptica sufre una 
tensión tangencial mayor que la correspondiente a la sección circular inscrita (de 
radio igual al eje menor b de la elipse). ¿Cuál de las dos secciones da el momento 
mayor para igual tensión máxima? 


r 


| 1) j 
Fi, 180 Fi. 131 


4. Calcular, usando la ecuación (4) del $ 92 y la (145), la rigidez a la torsión del 
triángulo equilátero y comprobar la concordancia con la ecuación (1) del $ 92. 

5. Obtener la expresión de T,, a lo largo de la línea media 4x de la figura 153, 
usando la función de tensión (mí) del $ 92 expresada en coordenadas rectangulares. 
Verificar que el valor máximo a lo largo de esa línea es el dado por la ecuación (p). 

6. Evaluar la rigidez torsional de la sección representada en la figura 153. 
¿Difiere apreciablemente de la correspondiente a la sección circular completa cuando 
la muesca es pequeña? 

7. Demostrar que la función de tensión « correspondiente a la membrana 


parabólica del 5 d+ es 
= — li e 
$ = —48 € ) 


Demostrar que para una sección delgada tal como la mostrada en la figura 180, 
se puede obtener una solución aproximada suponiendo que para cualquier valor 
de y, la membrana tiene la forma parabólica correspondiente a la anchura de la 
pieza para ese valor de y. Probar que para una sección triangular de altura 65€ tiene 
aproximadamente. 


M. = iy0obcs 
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2. Usando el método indicado en el problema anterior, obtener una expresión 
aproximada para la rigidez torsional de la sección delgada simétrica limitada por 
las dos parábolas de la figura 181, para la cual la anchura e, a la distancia y del centro, 
wene dada por: 


9. Demostrar que el método indicado en el problema 7 da para una sección 
eliptica alargada la función de tensión aproximada: 


E E 
pp a (E a 1) 


siendo la elipse la de la figura 149 con 6ía pequeño. Demostrar que la solución 
exacta indicada en el $ 94 tiende a la dada aqui cuando bla es pequeño. 
Deducir las fórmulas aproximadas 
2M 
M. = rabWGa, Tmia = 2G6b y 
para la sección elíptica delgada y compararla con las fórmulas correspondientes 
relativas a la sección rectangular estrecha de longitud 2 y anchura 24, 


10. Aplicar el método indicado al final del $ 97, para obtener un valor aproxi- 
mado de la rigidez a la torsión de la sección considerada en el problema 8. 


11. La función de tensión $, correspondiente a una sección que contiene un 
agujero, se anula en el contorno exterior y toma el valor $, constante, en el con- 
torno del orificio. Adoptando el método de cálculo que permite llegar a la ecuación 145 
(pág. 299), demostrar que el momento total viene dado por el doble del volumen 
limitado por la superficie $ aumentado en el doble del volumen cerrado por un 
techo plano de altura $, que cubre el agujero (véase la pág. 336). 


12. Un tubo cerrado de pared delgada de espesor % tiene un perímetro 1. Prac- 
ticando un corte longitudinal en él se obtiene un tubo abierto, Demostrar que si 
la tensión tangencial máxima es la misma en uno y otro caso se cumple 


Mo abierto A de Babierto — 24 
Muicccmado 6d" Beerrado d5 


y que la relación entre las rigideces torsionales es P0/124*, siendo A el área del 
sagujeros, Evaluar estas relaciones para el caso de un tubo de radio 25,4 mm y de 
espesor de pared 2,54 mm. 

13. Un tubo de pared delgada, de espesor constante ó, tiene la sección mos- 
trada en la figura 182, Demostrar que cuando es sornetido a torsión no actúa tensión 
alguna sobre el nervio central. 
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Establecer las fórmulas que dan: a) la tensión tangencial en los puntos de las 
paredes laterales alejadas de las aristas; 6) la torsión unitaria € en función del momento. 


14. Obtener las expresiones que dan la tensión tangencial en un tubo de espesor 
constante % y sección la mostrada en la figura 183. 


15. En el estudio de secciones cerradas de pared delgada se ha supuesto que la 
tensión tangencial es constante a través del espesor de la pared, lo que corresponde 
a una membrana de pendiente constante a través de este espesor. Demostrar que 
esto no puede ser rigurosamente exacto para una porción recta de pared (fig. 171 e, 
por ejemplo) y que en general el término correctivo a añadir a esta tensión tangencial 
es la tensión correspondiente al tubo vabiertos por cortes longitudinales (véase el 
problema 12). 


16. La teoría expuesta en el $ 104 comprende corno caso particular el de un 
eje de sección circular uniforme. ¿Cuáles son las funciones $ y y correspondientes 7 
Demostrar que estas funciones dan la relación correcta entre el momento y la torsión 
unitaria. 


17. Demostrar que: 
$ = % + a donde —R=(r +2 


no satisface la ecuación (e) del $ 104 más que si A = —1/3 [véase la ecuación (0)]. 


1] 
Sá 
E 
Fic. 184 Et. 185 Fi. 186 


18. En un punto cualquiera de una sección axial de un eje de diámetro variable, 
elegimos arbitrariamente dos elementos di y de (perpendiculares entre si) tales 
corno se indican en la figura 184. La tensión tangencial es expresada por sus compo- 
nentes T. Y 1. según esas direcciones. Demostrar que: 


1d 10%. 


SE pe ADE 
rán S rgs 


de eb 
Te => Ti = Gr — Ta = Gr — 
E z dy E ón 
vw deducir la condición de contorno satisfecha por +. 
Demostrar, sin cálculos, que la función dada por la ecuación (q) del $ 104 venifica 
esta condición para el caso de un contorno en forma de tronco de cono, cualesquiera 


que sea el ángulo del mismo, 


19, Comprobar que la ecuación (q) del $ 104 da correctamente la función que 
corresponde a la $ de la ecuación (0). 
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20. Si modificamos la teoría del $ 104, eliminando la condición de contorno 
$ = cte., la tensión será producida por los momentos aplicados en los extremos 
de una parte y por ciertos sanillos de tensión tangencialo de otra. Considerando un 
eje de sección circular uniforme, estudiar el problema resuelto por $ = Czr!, 


y 


donde € es una constante, para 0 < z <= L 


2L Demostrar que la rotación relativa de los extremos del eje troncocónico 
de la figura 185, producida por el momento JM, viene dada por: 


y af 1 
a A 


Si a y b aumentan (b— a = Í y « disminuye, el resultado anterior deberá tender 
al valor de la rotación relativa de los extremos de un eje de sección uniforme de 
longitud [y radio ae producida por el momento M.,. Demuéstrese que es asi en efecto, 

22. Usando las funciones dadas por las ecuaciones (0) y (q) del $ 104, expresar 
en función de M, la rotación relativa de los extremos del árbol troncocónico hueco de 
la figura 186. Los extrenos son superficies esféricas de centro Ú y radio a y bh, 


o 


Flexión de piezas prismátic as. a 


105. Flexión de una pieza en voladizo. Hemos visto al estudiar 
la flexión simple ($ 88) que si una pieza prismática es sometida en uno 
de sus planos principales, a la acción de dos pares iguales y opuestos apli- 
cados en $us extremos, la flexión de la misma se produce en ese mismo 
plano y de las seis componentes de la tensión sólo la tensión mormal, 
paralela al eje de la pieza, es distinta de cero siendo proporcional a la 
distancia al eje neutro. La solución exacta coincide, pues, en este caso, 
con la que da la teoría elemental de la flexión. Vimos también al tratar el 
caso de una pieza en voladizo de sección rectangular estrecha, flectada 


| ¿ > 
he 
*% ía) 


(5) 
Fic. 187 


bajo la acción de una fuerza aplicada en su extremo ($ 20), que además 
de las tensiones normales, proporcionales en cada sección transversal al 
momento flector, se producen tensiones tangenciales que son propor- 
cionales a la fuerza cortante. 

Consideremos ahora, el caso más general de la flexión de una ménsula 
(de sección transversal constante, de forma cualquiera) por la acción de 
una fuerza P aplicada en el extremo, paralelamente a uno de los ejes prin- 
cipales de la sección transversal! (fig. 187) “Tomemos como centro de 


' Este problema fue resuelto por Saint-Venant, f. mathémat, (Liouville), serie 2, vol. 1, 1856. 


356 TEORIA DE LA ELASTICIDAL 


coordenadas, el baricentro de la sección fija, de forma que el eje s coincida 
con la fibra central de la pieza y los ejes x e y con los ejes principales de 
dicha sección. Para resolver el problema, aplicamos el método seminverso 
Saint-Venant y establecemos, en principio, ciertas hipótesis referentes 
a las tensiones. 

Suponemos que las tensiones normales que actúan sobre una sección 
transversal, situada a la distancia = de la sección fija se distribuyen sli- 
guiendo la misma ley que en el caso de la flexión simple: 


7, = PQ a 2 (a 


Suponemos asimismo, que existen tensiones tangenciales que actúan 
sobre las mismas secciones transversales, las cuales se resuelven en sus 
componentes Ta: Y Ty. Y que las tres componentes restantes de la tensión 
Ur, Uy, Toy, SON cero. Demostraremos ahora que usando estas hipótesis 
llegamos a una solución que satisface todas las ecuaciones de la elasticidad 
y que, por lo tanto, constituye la solución exacta del problema. 

Partiendo de estas hipótesis y despreciando las fuerzas másicas, las 
ecuaciones diferenciales de equilibrio (127) quedan asi: 


He OT | 
A 0) 
He | Oy _ Pr 

day CT (e) 


La ecuación (6) nos dice que las tensiones tangenciales no dependen de =, 
siendo iguales para todas las secciones transversales de la barra. 

Aplicando ahora las condiciones de contorno (128) a la superficie 
lateral de la pieza, que está libre de fuerzas exteriores, encontramos que las 
dos primeras ecuaciones son satisfechas idénticamente y que la tercera 
nos da: 


Tel + 7ym = 0 
De la figura 1875, resulta: 
es na HN 7 a de 
E = cos (Na) = a9 m = cos (Ny) = 


donde ds es un elemento del borde de la sección transversal. La condición 
de contorno será entonces: 


dy de 
Tas — — Tu — = ll d 
> de * de (2) 
Pasando a las ecuaciones de compatibilidad (130), vemos que las tres 
primeras de ellas, que contienen componentes normales de la tensión, y 


FLEXIÓN DE PIEZAS PRISMATICAS 57 


la última en la que aparece T,,, resultan idénticamente satisfechas. El 
sistema (130) se reduce entonces a las dos ecuaciones: 


P 


pr = O, Vins == — Ta E y) (e) 


La resolución del problema de la flexión de una ménsula prismática, de 
cualquier sección transversal, se reduce por lo tanto a la obtención de las 
expresiones de 77. Y 7y. en función de x e y que satisfagan las ecuaciones 
de equilibrio (e), la condición de contorno (4) y las ecuaciones de compati- 
bilidad (e). 


106. Función de tensión. Al estudiar los problemas de flexión, 
usaremos de nuevo la función de tensión ¿H(x, 4). Es fácil ver que las ecua- 
ciones diferenciales de equilibrio (6) y (e) del párrafo anterior quedan cum- 
plidas tomando: 


Ss de _ Py? q de 
Tas = dy =T + fin, Ty E — E (171) 


donde Y es la función de tensión de x e y y (1) es función de y solamente, 
que será determinada más tarde con arreglo a las condiciones de contorno. 

Sustituyendo (171) en las ecuaciones de compatibilidad (e) del párrafo 
anterior, obtenemos: 


af, 
2 (29428) =0 


E o A A 
dy dz * dy? l+vI dy 


De estas ecuaciones se deduce que: 


-L +0 (a) 


donde e es una constante de integración cuyo significado físico es muy 
sencillo. Consideremos la rotación de un elemento superficial de una 
sección transversal de las piezas en voladizo. Está rotación viene expresada 
por la ecuación (véase el $ 75), 


y su variación según la dirección $ podrá escribirse de la siguiente forma: 


A Es 2%) (a 2) a [du , du _ dre _ dy 


d2Xox 9y)  axNóz * oy) ayXNoz ' ds de dy 
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Aplicando la ley de Hooke y usando las expresiones (171) de las com- 
ponentes de la tensión, obtenemos: 


0 Lfór dr 1/8 0%, df 
úz (202) ¿(as Es) - EE Fm ETE +) 


Sustituyendo en la ecuación (a) se tiene: 


65 (a) ¡Yo (b) 
Siel eje x es un eje de simetria de la sección transversal, la flexión provocada 
por una fuerza P, dirigida según este eje, produce una repartición simé- 
trica de rotaciones «ww, de la sección transversal (correspondiente a una 
curvatura antielástica) de valor medio nulo para el conjunto de la sección. 
El valor medio de 0,0 será también cero lo que exige que e sea nula 
en la ecuación (65). S1 la sección transversal no es simétrica podemos de- 
fini la flexión sin torsión por la condición de que el valor medio de ¿0,/0x 
sea nulo lo que exige naturalmente que también lo sea e. La ecuación (6) 
muestra entonces que Ccw,/0 se anula en los elementos que contienen al 
baricentro de las secciones transversales. Esto equivale a decir que los 
elementos situados a lo largo del eje sufren una rotación relativa (unos 
respecto a otros) nula, por lo que si uno de tales elementos es mantenido 
fijo la rotación de los otros respecto al eje será cero. Haciendo cero a c la 
ecuación (a) toma la forma: 


a A (172) 


Sustituvendo (172) en la condición de contorno (d) del párrafo an- 
terior, obtenemos: 


de dy 


dp dr _ 0 _|Pr 
dy de 


E - 10) | sy (173) 


ecuación que nos permite calcular los valores de la función $ a lo largo 
del contorno de la sección transversal, una vez escogida la función f(y). 
La ecuación (172) junto con la condición de contorno (173) determina 
la función de tensión e, 

En los problemas que serán estudiados a continuación tomaremos 
la función f(y) de manera tal que el segundo miembro de la ecuación (173) 
se anule*, con lo que la función $ será constante a lo largo del contorno. 
Haciendo igual a cero esa constante, el problema de la flexión se reduce 
a la resolución de la ecuación diferencial (172) con la condición de con- 


25 N. Goodier, £ Aerorant. Se, val 11, pág. 273, 1944, Una definición diferente fue 
propuesta por E. Trefftz. Z. anverc. Math. Mech., vol. 15, pág. 220, 1935, 
iVéase S. Timoshenko, Bull. Inst Engineers of Wayvs af Communications, San Perera» 


burgo, 1931. Véase también Proc. London. Math. £o0c., serie 2, vol 20, pág. 398, 1922, 
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torno $ = 0, Este problema es análogo al de la deformación de una mem- 
brana uniformemente estirada cuyo borde tiene un contorno igual al de la 
sección transversal de la barra sometida a flexión y que está sujeta a una 
carga continua dada por el segundo miembro de la ecuación (172). En lo 
que sigue daremos algunas aplicaciones de esta analogía de la membrana. 


107. Sección transversal circular. Sea: 
Pq yo (a) 


la ecuación del contorno de la sección transversal. El segundo miembro de 
la condición de limite o contorno EN se anula si tomamos: 


1 = E (r-4) (») 


Llevando este valor a (172) la función de tensión «4 vendrá determinada 
por la ecuación 
Pg 0% _142Py E 
de ay" Tv 1 d 
y la condición $ = O en el contorno. De esta manera la función está dada 
por las deformaciones de una membrana de contorno circular, de radio r, 
uniformemente tensada y sometida a una carga transversal de intensidad 
proporcional a: 
1 + 2v Py 
l+wr ll 


La ecuación (ec) y la condición de contorno quedan satisfechas tomando: 
$ = míx + y* — ri)y (a) 


donde + es un factor constante. Esta función se anula en el contorno (a) 
y cumplirá la ecuación (0) si hacemos: 


as (1 +2»P 
8(1 + y! 
La ecuación (d) toma entonces la forma: 
1+2 z | 
$= aye + y? — ry (e) 


y las componentes de la tensión que se obtienen aplicando las ecuaciones 
(171) serán: 


E le , 1-2 >) 
“ELENA. 3 pr 
(1 + 21) Pxy 

¿1 Em] 


(174) 


Ts = 2. 
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La tensión tangencial vertical 7,, es una función par de x e y, la compo- 
nente horizontal r,. una función impar de las mismas variables. La dis- 
tribución tensional (174) dará, por tanto, una resultante cuya linea de 
acción coincide con el diámetro vertical de la sección transversal. 

En el diámetro horizontal de la sección recta « = 0 y según (174) 


tendremos 
. (+ 2MP 2, 1-2 , mn 
o A: En 
La máxima tensión tangencial se presenta en el centro (y = 0) donde: 
sole (3 + 21)Pr? 
ca EAT sd 


La tensión tangencial en los extremos del diámetro horizontal (y = +r) 
vale: 


_ (14+2"Pr? 
(ra)peir = 1 ANT (A) 
Como se ve la magnitud de la tensión tangencial depende del valor del 
coeficiente de Poisson. Haciendo vr = 0,3, (2) y (4) resultan 


o P . 
id = 138 q resumir = 197 (k) 


siendo A el área de la sección transversal de la pieza. La teoria elemental 
de la flexión de vigas basada en la suposición de que la tensión tangencial 
Ty, $e distribuye uniformemente a lo largo del diametro horizontal de la 
sección recta, nos da: 


siendo un 4%, el error de esta solución elemental. 


108. Sección transversal elíptica. El método que acabamos de 
emplear en el párrafo anterior puede ser usado también en el caso de sec- 
ción transversal elíptica. Sea: 

qe y" 
qa Fa 1 =0 (a) 
la ecuación del perimetro de la sección. El segundo miembro de la ecua- 
ción (173) se anulará si hacemos: 
a? 


10 -- (uv -.) (%) 
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Sustituyendo esta expresión en (172) poa 


Fo, de Els y Es) 
il : e 
dx? + e ay TI A+ 1+w 1 te) 
ecuación, que junto con la condición 4 = 0 en el perimetro, determina 
la función de tensión $. La condición de contorno y la ecuación (e) que- , 
dan satisfechas tomando: 


_ (¿nar Pl 
2196201 
Cuando a = bh esta solución coincide con la dada anteriormente para la 
sección circular. 
Sustituvendo (6) y (d) en las ecuaciones (171) obtendremos las com- 
ponentes de la tensión: 


_ 214 a+ 7 [e , (1 — 2v)a? | 
E E E ES (175) 

2 (1 + va + vb? Py 
.. A+ TT 


o 
*+py a )y (d) 


En el eje horizontal de la sección eliptica (x = 0) y resulta: 


2(1 + va? +01 q [e (1 — 2v)a* 
MES OEA 
Tre = Ú 
La tensión máxima, que se presenta en el centro (y = 0), viene dada por 


la ecuación: 
O EEN 

PS da? + $ 
Si b es pequeño comparado con a podemos despreciar los términos con- 
teniendo bla?, en cuyo caso resulta: 
ne: 
3 3A 
que coincide con la solución dada por la teoria elemental de la flexión. 
Si 5 es muy grande en relación con a tendremos: 


pa E 
4 qu . IEA 


Er) tor . 


La tensión en los extremos del diámetro horizontal (y = +6) será en este 
caso: 
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La distribución de tensiones a lo largo del diámetro horizontal dista mucho, 
en este caso, de ser uniforme y depende del coeficiente de Poisson ». 
Haciendo r = 0,30 obtenemos 


e 
(Faz) mix = 1,5 A' (72) 00, yoh EE 0.925 


La tensión máxima asi calculada es aproximadamente un 14 % mayor de 
la obtenida aplicando la fórmula elemental. 


100, Sección transversal Rape La ecuación del contorno 
del rectángulo de la figura 183 es 


(1 = añ (y? — b% =0 (a) 


sustituyendo f(y) en la ecuación (173) por la constante Pa?r/2f, la expre- 
sión Px 121 — Pea?[2f se anula a lo largo de los lados x = +a del rec- 


Fig. 15% 


tángulo. La derivada d1/ds se anula, por otra parte, a lo largo de los lados 
verticales y = +6. De todo ello resulta que el segundo miernbro de la 
ecuación (173) se hace cero en el contorno, pudiendo ser en él, por tanto, 
¿+= La ecuación diferencial (172) se convierte en: 


da? dy l+p]f 


2 2 
4,0» Py 6) 


ecuación que junto con la condición de contorno determina completa- 
mente la función de tensión. Muestro problema queda reducido a deter- 
minar las deformaciones que produce en una membrana rectangular uni- 
formemente estirada una carga continua cuya intensidad es proporcional a: 


A 
l+vlf 
La curva map de la figura 188 representa la intersección de la membrana 
con el plano yz. 
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Según las ecuaciones (171) las tensiones tangenciales pueden descom- 
ponerse en los dos sistemas siguientes: 


(1) Ta = af (a? — a), Via 0 
) 
"== de MO fui o de (e 
(2) Tes dy Tra == dx 


El primer sistema representa la distribución parabólica de tensiones dada, 
por la teoria elemental. El segundo, que depende de la función 4, repre- 
senta las correcciones a aplicar a la solución elemental. La magnitud de 
tales correcciones viene dada por las pendientes de la membrana. Por ra- 
zones de simetria C9/0x = O a lo largo del eje y y las correcciones a la 
teoria elemental serán tensiones tangenciales verticales dadas por la pen- 
diente C4/0y. Conforme a la figura 188, 1,,” es positiva en los puntos m 
Y p y negativa en 2. La tensión 7,., en consecuencia, no es uniforme a lo 
largo del eje horizontal de simetría (uniformidad ésta a la que llega la 
teoria elemental) presentando máximos en los extremos m y p y un mini- 
mo en el centro r. 

De las condiciones de carga de la membrana resulta que 4 es función 
par de x e impar de y. Este requisito, así como la condición de contorno, 
quedan cumplidos si damos a la función de tensión e la forma de serle 
de Fourier 

Ho poa 
Pp = » Ám411 605 Ln + e (d) 


m=)0 m=1 


Sustituyendo en (6) y aplicando el método usual para calcular los coefi- 
cientes de las series de Fourier, llegamos a las ecuaciones: 


: z 2 
aa [(2 3) +) 
P ú bh o 1) 
AS > FS f ucos En je MZ sem PEE q dy 
A ee y P 8b(— 11 
E o A TE E Al 
ai(2m + ln (a) + (5) | 


Sustituyendo en (4) obtenemos: 


meo po, min] (2m + rx. ny 
3 » P8p E 
n 1 AS e Í qe a . , E be * 
er (2m + ln | en + 1) 107 + mn 
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Con esta función de tensión las componentes de la tensión tangencial 
pueden ser determinadas mediante las ecuaciones (e). 

Deduzcamos ahora qué correcciones hay que añadir a las tensiones, 
que para el eje y, da la teoría elemental, Considerando para ello la defor- 
mación de la membrana (fig, 188), podemos ver que las correcciones alcan- 
zan los valores máximos a lo largo de este eje y que, por tanto, la máxima 


tensión aparece en el punto medio de los lados y = +6, Calculando la 
derivada C4d/0dy y haciendo x = Ú tenemos: 
AAA (Jet cos $ 
Cra Jano > yy Aa OA 
' dy as 
má brad (2m + 1) | em +1) 1 +u | 


De aquí deducimos las siguientes fórmulas, aplicables en el centro de la 
sección transversal (y = 0) y en el punto medio de los lados verticales 
del rectángulo. 


(alamo, 9 = Y e (per 
(2m + | (2m + a q ¡ 
(Ta amo, y dé 
A P8b* E | 
pre ¡Mr (2m + 1) qa 


n=1l 


La suma de estas series se simplifica grandemente usando las cono- 
cidas fórmulas: 


Le 
ni Bb 
m= 1 
a O 
y? 12 
q] 
ll kr 
- Qm + DCm +1 +1] 32 Hkr/2y 


* Esta fórmula puede deducirse de la siguiente manera: Usando la serie trigomométrica (4) 
(pag. 184) para el caso de un tirante cargado por una fuerza transversal Py una tracción axial $, 
obrenemos que 

q z 
¡sen PES sen 
2Pp ¿ ¿ 
Y = Er ans + E) 
me] 
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Se tendrá entonces 


a es BAN RA ESA 
dd A IF +24 e aña Ai ch AmO 


za b 
E (176) 
nn ue 1 3P b? 2 de . 1 
(Tes Jano, 9d = TERA Bom ni ch als 
se b 


en donde 4 = 4ab, es el área de la sección transversal, Estas series con- 
vergen rápidamente y no es difícil calcular las correcciones 7.” para cual- 
quier valor de la relación a/b. Estas correcciones deben ser añadidas al 


a: a HR BN 
gen bo 2 4 
«=0, y=0 Exacto A 0,940 0,856 0,805 
Aproximado 1,98 0,936 0,856 0,526 
¿== él eS 1,033 1126 | 130 | 1588 


Aproximado 1,040 1,143 1,426 1,934 


valor 3P/24 dado por la fórmula elemental. En la primera línea de la 
tabla adjunta se dan los factores por lo que hay que multiplicar el valor 
aproximado 3P/24 de la tensión tangencial para obtener los valores exactos. 


donde: 
Es 
Elr* 
y e es la distancia de la fuerza P al apoyo izquierdo (fig. 112). Haciendo ahora e = 0 y Pe = M, 


llegamos a la siguiente curva de deflexión producida por el par M aplicado en el extremo 
izquierdo: 


kt = 


a nrz 
_2MP >) OE 
Y = Era 4 p mín? +53) 
A= 


om (-1)" 
a e FDEn 415 + HA (a) 


v la flecha en el centro será: 


La misma flecha obtenida por Minis de la ecuación diferencial de la curva de deflexión es: 


as (1 - senil 3) (o) 


La fórmula anterior se sigue de la comparación de (a) y (5). 
Los datos de la tabla difieren algo de los datos por Sunt-Venant, La comprobación 
de los resultados de Saint-Venant demostró la existencia de un error en sus cálculos. 
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En estos cálculos se ha tomado el valor 1/4 para el coeficiente Poisson +. 
Como se ve la teoría elemental da valores muy exactos para estas tensiones 
cuando ab = 2. Para una sección cuadrada el error que se introduce al 
considerar la tensión máxima dada por la fórmula elemental, es de un 10 %. 

Usando la analogía con la membrana pueden deducirse fórmulas aproxi- 
madas para el cálculo de estas tensiones tangenciales, fórmulas éstas de 
eran utilidad. $1 a es grande comparado con 6 (fig. 188) podremos suponer 
que a suficiente distancia de los lados cortos del rectángulo la superficie 
de la membrana es prácticamente cilindrica. La ecuación (5) entonces 
se convierte en 


de p Pp 


dy 1I+wlTI 
v de ello resulta: 


re 
$ = ea q — by) (e) 


Sustituyendo en (€) tenemos para las tensiones a lo largo del eje y. 


Se observará que para un rectángulo estrecho la corrección de la fórmula 
elemental dada por el segundo término del corchete es siempre pequeña. 

S1 bes grande frente a a la deformación de la membrana en los puntos 
alejados de los lados cortos del rectángulo, puede ser considerada función 
lineal de y, de donde según la ecuación (6) tenemos: 


A y EEN 
e 14+4+!] 
P 
ra (9) 


Sustituyendo en (e), las componentes de la tensión tangencial son: 


1 a Pp P 
. == + "E E y! Ds 
Tos 1 + y Ad (a de 1; Tus 2 1 + y T cy 
En el baricentro de la sección recta (4 = y = 0), 
1. Pe 


=0 


o 


que comparada con la solución elemental da una tensión reducida en 
11(1 + y). 


Para satisfacer la condición de contorno en los lados cortos del rec- 
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tángulo tomaremos como función de tensión la siguiente expresión en 
lugar de la (e): 


2 PR E 
$ 31% anll —e ] (h) 


en la que m1 debe ser determinada con arreglo a la condición de minima 
energía (véase el $ 97) De esta manera obtenemos: 


1 


E 10 


Con este valor de m y empleando la ecuación (4) podemos calcular con 
suficiente exactitud la tensión tangencial máxima, la cual se presenta en 
el centro de los lados menores del rectángulo. 

Si ambos lados del rectángulo son del mismo orden de magnitud, 
podemos obtener una solución aproximada de forma polinómica para la 
distribución tensional, dando a la función de tensión la forma: 


$ == (1? — aflíy? — my + ny?) (1%) 


Calculando los coeficientes m y n mediante la condición de minima 
energia obtenemos! 


ps E o ME 
0 1+1815/f1 30 a a? 1 0! 
EE O 


HS 1 En ES 1 Na? 1 da? 


Las tensiones tangenciales calculadas con la fórmula (R) son: 


, | 
(rodomo, pal — = + ma*p? 


3 
A A 


(0 


Los valores aproximados de la tensión tangencial dados en la segunda linea 
de la tabla de la página 365 han sido calculados usando estas fórmulas, 
Como puede verse las fórmulas aproximadas (0) dan una exactitud satis- 
factoria para este orden de valores de la relación «a/b. 

Si la anchura del rectángulo es grande comparada con su altura la 
tensión máxima es muy superior al valor 3P/24, dado por la teoría ele- 
mental. Por otra parte si bía es mayor de 15 la tensión máxima deja de 


'Wéase Tonoshenko, loc. cr 
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ser la componente T,, en los puntos medios de los lados verticales (x = Ú, 
y=-—=b), siéndolo la componente horizontal 7, en los puntos x=a, y= +1, 
pertenecientes a los bordes superior e inferior y próximos a los vértices. 
Los valores de estas tensiones son dados en la tabla? siguiente: Los valores 
de 1) aparecen en la forma (b — 928 en la última columna, siendo b— y 
la distancia entre el vértice y el punto donde se da la tensión máxima. 


b (Tzr)anó. yb (Tus) rm. yt h-— *v 
E PZA | aPrzA Za 


Ñ 0,000 
2 1,39(4) 0,31(6) 0,31(4) 
4 1,988 0,968 0,522 
6 2,582 1,605 0,649 
8 3,176 2,452 0,739 
10 3770 | 3,226 0,810 
15 5,255 | 5,202 0,939 
20 6,74 | 7,200 | 1,030 
25 8,225 9,233 | 1,102 
50 | 15,650 19,466 | 1,322 


110. Resultados complementarios. Consideremos el caso de una sección 


transversal limitada por las dos rectas verticales y= +a (fig. 189) y las dos hipérbolas * 
(1 + v]a? — ey? = 0 (a) 
Es fácil demostrar que esta ecuación anula el segundo 
EL miembro de la (173) si tomamos 
y _ rl p A as 
ps Jn = 37 ES E) 
a: sustituyendo en (172) resulta: 
L 
a! ai 
Fic. 189 a SY E 0 


ecuación que junto con la condición de contorno (173) queda satisfecha haciendo 
4 =0. Las componentes de la tensión tangencial deducidas, según (171), serán 
Entonces: 


0: 0 aus. * 4 al 
e. ml dd na +15) 


Tys =Ú 


La tensión tangencial es, pues, vertical en todo punto de la sección transversal 
y su valor máximo que se da en el punto medio de los lados verticales es: 


Pal 
fala = 27 


E. Reiesner y GB. Thomas, FX Math. Phrvz,, vol. 25, piz. 241, 1946, 
2 Este problema fue estudiado por F. Grashof, Elastizitút und Festiekert, pág. 246, 1873. 
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El problema puede también resolverse fácilmente si el contorno de la sección 
transversal viene dado por la ecuación: 


ft a>:>-4 (b) 


Para y = 1/4 ese contorno tiene la forma mostrada en la figura 1%. 


Haciendo: i 
— Par wz 
1) ==37 [1 - (=3) ] 


el primer miembro de la condición de contorno (173) se 
anula, lo que significa que e debe ser constante a lo largo 
del perimetro. La ecuación (172) toma entonces la forma: 


1 LA 
po e P _» Py de Pat (+ y y 
EE ay 1+>5 1 A 2bl> b 
Esta ecuación y la condición de contorno quedan satisfechas 
tomando: 
1 
Patr y Fl A 
eralr(a-1) ++ (+8) ] 
Fria. 190 
que llevada a las ecuaciones (171) nos da: 
P P 
a E ET (a 


Podemos llegar al mismo resultado de distinta forma. Al estudiar las tensiones que 
se producen en una viga rectangular, cuya anchura es grande comparada con su 
altura, empleamos como solución aproximada para la función de tensión [ecuación (2), 
5 109] la expresión: 
» Py 
a —— — (id — qi 

+ l+».2 é nd 
de la cual pueden deducirse las fórmulas (e) de las componentes de la tensión. Po- 
demos obtener ahora la ecuación del contorno partiendo de la condición de que la 
dirección de la tensión tangencial coincida con la de la tangente a la periferia. Te- 
nernos entonces; 


de YY 
Tos Tus 


Sustituyendo (ec) e integrando obtenernos la siguiente ecuación para el contomo: 
y = bat — x1)” 


El método de la energia (5 10% permite obtener en muchos otros casos solu- 
ciones aproximadas. Consideremos, por ejemplo, la sección recta mostrada en la 
figura 191. Los lados verticales del contorno vienen dados por la ecuación y = +6 
vw los otros dos son arcos de la circunferencia. 


y "ri =4 (a) 
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El segundo miembro de la ecuación (173) se anula para: 
P 
fin = af ir? — y”) 
Una expresión aproximada para la función de tensión será entonces: 


6 (y — VA + — (Ay + By +) 


en la cual los coeficientes 4, B, ..., han de ser calculados con arreglo a la condición 
de minima energia. 


Fia. 19 


Las soluciones correspondientes a secciones transversales de otras muchas formas 
han sido obtenidas empleando coordenadas curvilíneas y funciones de variable com- 
pleja. Entre los casos estudiados se encuentran los de secciones limitadas por dos 
circulos, concéntrico! o no?, un circulo con ranuras radiales”, una cardiode', un 
limacon*, un limacon elíptico?, dos elipses homofocales* y una elipse y una hipér- 
bola homofocales”", triángulos y poligonos” incluyendo un rectángulo con ranuras” 
y un sector de un anillo circular!'. : 


111. Secciones transversales mo simétricas. Empecemos considerando 
el caso de un triángulo isósceles (fig. 192). La ecuación de su contorno es: 


ly — adlx + (La + y) tg a] lx — (2a + y) tg a] = 0. 


El segundo miembro de la ecuación (173) se anula si tomamos: 
P 
Fi) = a + y) ta? a 


ll Vése A. E, H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, 4% edición, pág. 335, y L 5. 
Sokolnikoff, Mathematical Theory of Elasticity, pág. 253. 

2: BR. Seth, Proc. Indian Acad. Sel, vol 4, sec. A, pág. 531, 1936 y vol. 5, pág. 23, 1937. 

2 W., ML Shepherd, Proc. Roy. Soc. London, serie A, vol. 138, pág. 607, 1932; L. A. 
Wigglesworth, Proc. ¿Londoni Math. Soc., serie 2, vol, 47, pág. 20, 194), y Proc. Rov. Soc. 
¡London!, serie A, vol. 170, pág. 365, 1939, 

'UW. M. Shepherd, Proc. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 154, pág. 500, 1936. 

* D. L, Hol y D, H. Rock, £. anger. Math, Mech., vol. 19, pág. 141, 193%. 

1 A, C, Stevenson, Proc. London Math. S0€., s$erie 2, vol. 45, pág. 126, 1939. 

A, EH. Love, Mathematical Theory af Elasticity, 42 edición, pág. 330, 

*B. G. Galerkimm, Bull fust. Engineers of Ways of Comunication. San Petersburgo, 
vol. 96, 1927. Véase también S. Ghosh, Bull Calcutto Math. Soc,, vol. 27, pág. 7, 1935. 

* BR. Seth, Phil. Mag,, vol. 22, pág. 582, 1936 y vol, 23, pág. 745, 1937. 

YD, F. Gunder, Physics, vol 6, pag. 38, 1935, 

"UM. Seegar y K. Pearson, Proc. Roy. 306, (London), serie A, vol. 96, pág. 211, 1920. 
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y la (172), que determina la función de tensión $ resulta: 


14 ,0%__ 7 Pr Pros. : 
dni Paga” Y st ge (a) 


El método energético permite obtener una solución aproximada. En el caso particu- 
lar en que: 


tb) 


se llega a la solución exacta de la ecuación (a), tomando para la función de tensión 
la expresión: 


e=q[e-¿0+0|u-0 


Las componentes de la tensión obtenidas aplicando las ecuaciones (171) son; 


Tas Sto — (2a + y) =? PE [—2* + a(2a + y)] 
(e) 
mm 2 a 


A. lo largo del eje yx = 0) la tensión tangencial resultante es vertical y viene dada 
por la función lineal. 


2 AP 


[Tae] suo e NEON (2a + y) 


El valor máximo de la misma, que se presenta en el punto 
medio del lado vertical de la sección, es: 


2 43P 
Tu === (d) 


Calculando el momento producido por las tensiones tangenciales (c) respecto al 
eje y vemos, que en este cazo, la fuerza tangencial resultante pasa por el baricentro € 
de la sección recta. 

Consideremos ahora el caso más general de una sección transversal con un eje 
horizontal de simetría (fig. 193), cuyas porciones superior e inferior tengan el con- 
torno dado por: 


2 p(y) para z>0 
x= —+(y) para =<0D 


La función: 


ls + ¿lle — 00) = 22 — [E(y)1 


se anula entonces, y en las expresiones (171) de las componentes de la tensión po- 
demos poner: 


10 =p 
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La función de tensión, en consecuencia, tendrá que satisfacer la ecuación diferencial: 


0%, ,0%_ » Py_P de 
e ar TO 


Y ser constante en el contorno. Nuestro problema se reduce a la obtención de las 
deformaciones de una membrana, uniformemente estirada y sometida a una carga 
cuya intensidad viene dada por el segundo miembro de la ecuación anterior, Por lo 
general, como va hemos visto para el caso de la sección rectangular estrecha, este 
último problema puede ser resuelto con suficiente exactitud aplicando el método 
de la energia. 

El caso representado en la figura 194 puede ser tratado 
de forma similar. Supongamos, por ejemplo, que la sección 
transversal sea un segmento parabólico y que la ecuación de 

y la parábola sea: 


AE 


Tomando: 


e 1) = 37" A +a) 
Fi. 14 
el primer factor, del segundo miembro de la ecuación (173) se anulará en la porción 
parabólica del contorno. A lo largo de la porción recta se anula el factor dv/ds. 
Obtenemos, pues, una vez más, que la función de tensión es constante a lo largo 
del contorno y que el problema puede ser tratado por el método de la energia. 


112. Centro de flexión o centro de cortadura. Ál estudiar el 
problema de la flexión de una pieza en voladizo, hemos tomado como eje x 
la linea que pasa por los baricentros de las secciones de la barra y como 
ejes x e y los ejes principales de la sección fija de la pieza. Hemos supuesto 
asimismo que la fuerza P es paralela al eje x y que la distancia de su linea 
de acción al baricentro es tal que no se produce torsión. Esta distancia, de 
importancia para los cálculos prácticos, se obtiene fácilmente si se conocen 
las tensiones representadas por las ecuaciones (171). Evaluemos, en efecto, 
el momento respecto al baricentro producido por las tensiones tangencia- 
les T,7. Y Ty. Este momento será evidentemente: 


M, = ff (ray — Ty) de dy (a) 


Observando que las tensiones repartidas sobre la sección terminal de la 
barra son estáticamente equivalentes a la fuerza P se deduce que la dis- 
tancia d de la fuerza P al baricentro, es: 


- 144 
a (>) 


siendo /M, positivo si la distancia d es tomada en el sentido positivo del 
eje y. En el estudio precedente hemos supuesto que la fuerza aplicada era 
paralela al eje x, 
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Cuando la fuerza £ es paralela al eje y, en lugar de al eje x, podemos 
establecer, de manera análoga, la posición de la linea de acción de P para 
la cual no se dé ninguna rotación de los elementos de las secciones tranms- 
versales que contienen a los baricentros. La intersección de estas dos lineas 
de acción de las fuerzas de flexión, determina un punto que es de interés 
considerar, 51 en ese punto se aplica una fuerza perpendicular al eje de 
la viga podremos descomponerla según sus componentes paralelas a los 
ejes x e y y basándonos en el estudio anterior llegamos a la conclusión 
de que los elementos situados en el centro de gravedad de las secciones 
no sufrirán ninguna rotación. Este punto recibe el nombre de centro de 
flexión o centro de cortadura. 


Fic. 195 


: Si la sección transversal de la viga tiene dos ejes de simetría, se ve 

fácilmente que el centro de flexión coincidirá con el baricentro de dicha 
sección. 51 solamente existe un eje de simetría se deduce que por razones 
de simetria, el centro de flexión estará en dicho eje. Tomándolo como 
eje y podremos calcular mediante la ecuación (5), la posición del centro 
de flexión. 

Consideremos, por ejemplo, la sección semicircular! representada en 
la figura 195. Las tensiones tangenciales pueden obtenerse empleando la 
solución correspondiente al caso de vigas de sección circular (véase la ecua- 
ción 174, pág. 359), en el que las tensiones actúan sobre la sección diametral 
vertical xs con cero. Podemos, pues, imaginar a la viga circular dividida 
por el plano x= en dos mitades que representan dos vigas semicirculares 
flectadas por la fuerza P/2, Las tensiones vienen dadas por la ecuación (174), 
Sustituyendo en (a), integrando y dividiendo MM, por P/2 obtenemos para 
la distancia de flexión al punto O el valor: 


' Véase S. Timoshenko, Bull. Inst. Engineers of Ways of Communications, San Petersburgo, 
1913. Parece ser que es en este articulo donde se ha estudiado por primera vez el desplaza- 
miento de la fuerza de flexión del baricentro de la sección recta. 
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el cual define la posición de la fuerza para la que el elemento de sección 
recta que contiene al punto O, centro del circulo, no gira. Simultáneamente 
el elemento que contiene al baricentro de la sección semicircular girará la 
cantidad [véase la ecuación (5), pág. 358] 


_ MP2) 
E 


donde 0,424r es la distancia del origen Ó al baricentro del semicirculo. 
Para eliminar esta rotación es preciso aplicar un par, en la forma que se 
indica en la figura 195. El valor de ese par se obtiene haciendo uso de la 
tabla de la página 317, la cual da para una sección semicircular el siguiente 
ángulo de torsión 


- 0,424] 


M. 


ES 0,2066 ri 


La condición de rotación nula de los elementos situados en los baricentros 
de las secciones rectas se traduce entonces por: 


Mál—2) _*PlU-D 
0,2960 Er “044 


w 


»P - 0,296r* - 0,424 
2(1 +" 


Se obtendra este par desplazando la fuerza de flexión P]2 hacia el eje de 
las = la distancia: 


M, = 


me 2M, 81 - 0,296 : 0 4247 
A - 2(1 + we 


d 


Esta cantidad restada del valor e, previamente obtenido, nos da la distan- 
cia del centro de flexión al centro O del circulo. Suponiendo que + = 0,3, 
se tiene: 


e — ó = 0,5487 — 0,0371 = 0,511] 
En secciones tales como la de la figura 193, las componentes de la 
tensión tangencial son: 


e a A - 
=p — (y), RS 


Resulta entonces: 


i "UN 
a, | [(Ly+Lojaray - ff vara (o 
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Integrando por partes y observando que «Y se anula en el contorno 


x= =(y), obtenemos: 
—2 f ] $ dx dy 


PI Gor + sbx)ezo 


Sl? — YU] dx = 4H) — 20) = — HP y) 
[Md — Y Hylly de dy = —3[yerly) dy 
= [Ja da dy = 5/4) dy 


Sustituvendo en (€) y dividiendo por F resulta 


PLA Af] Sut*(y) dy] 
d= | $ 2 dy + gy) dy 


Conociendo yw() y determinando $ mediante la analogía de la mem- 
brana, podremos calcular! siempre, con suficiente exactitud, la posición del 
centro de flexión para estas secciones transversales. 

La cuestión del centro de flexión es de particular importancia en los 
casos de secciones abiertas de pared delgada. Su posición puede ser deter- 
minada fácilmente, con suficiente aproximación, suponiendo que las ten- 
siones tangenciales se distribuyen uniformemente a través del espesor de 
la pared y que son paralelas a la superficie media de la pared”. 


La posición del centro de flexión depende únicamente de la forma geométrica 
de la sección. La situación del centro de torsión, por el contrario (véase la pág. 308) 
depende de la forma en que es sujetada la barra. Eligiendo convenientemente la 
fotma de sujeción podemos hacer coincidir el eje de centros de torsión con el de 
centros de flexión. Puede demostrarse que esto ocurre cuando la sujeción de la 
pieza es tal que la integral [fuédedy extendida a la sección recta es un minimo* 
siendo 10 el desplazamiento de alabeo de torsión (indeterminado en una función lineal 
de 1 e y mientras no se aplique esta condición). En la práctica, la fijación perturbará 
la repartición de tensiones en la vecindad del extremo fijo, cosa ésta que ocurre, 
por ejemplo, cuando se impiden por completo los desplazamientos de la sección 
extrema. En este caso, si consideramos a la fuerza de flexión como localizada en el 
centro de flexión y produciendo una rotación nula, el teorema de reciprocidad (véase 
la pág. 274) muestra que la aplicación de un par producirá un desplazamiento nulo 
de ese centro. Esto indica que el centro de torsión coincide con el centro de flexión ' 
Este argumento no tiene más que un carácter aproximado puesto que la existencia 
del centro de torsión depende de la ausencia de deformación de las secciones rectas en 
au plano, condición ésta que no es cumplida en la zona perturbada próxima al ex- 
trerno fijo. 


l Ejemplos de cálculos de este tipo pueden verse en la obra de L. S, Leibenson, Varja- 
tional Methods for Solving Problems of the Theory af Elasticity, Moscú, 1943. 

* Pueden encontrarse referencias en S. Timoshenko Strength of Materials, 2,2 edición, 
vol. 2, pág. 53. 

¿R. Eappus, Z. anger. Math, Mech., vol. 19, pág. 347, 1939. A. Weinstein, Quart. Applied 
Matk., vol 5, pág. 74, 1947, 

¡Véase R, Y, Southwell, Introduction to the Theory of Elasticity, pag. 29% W. J. Duncan, 
D. L. Ellis y €, Seruton, Phil. Mag., vol. 16, pig. 201, 1933. 
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113. Resolución de los problemas de flexión por el método 
de la pelicula de jabón. La solución exacta de los problemas de 
torsión no se conoce más que para unos pocos casos en los que la sección 
recta es de forma sencilla. Es por ello muy importante, de cara a las apli- 
caciones prácticas, disponer de métodos de resolución para cualquier tipo 
de sección recta. Unos de ellos son los métodos numéricos basados en las 
ecuaciones en diferencias finitas, que son explicados en el apéndice, y otro 
el método experimental de la película de jabón *, análogo al empleado para 
la resolución de los problemas de torsión (véase la pág. 327). Para deducir 
las fórmulas correspondientes a este método emplearemos las ecuaciones 
(1710), (172) y (173) (véase el $ 106). Tomando: 

an Py? 
IWS 


la ecuación de la función de tensión (1/2), es: 


A (a) 


que es la misma que la correspondiente a una membrana uniformemente 
estirada y sin carga (véase la pág. 308). La condición de contorno (173) 
se transforma en: 


09 _[Pt_ o Parla l 
a a a a (b) 
Integrando a lo largo del contorno s, se obtiene la expresión:- 
7 P | dy e y Py 
$ = 7 per MF") ne 3f + constante (e) 


que permite obtener el valor de e para todo punto del contorno. La inte- 
gral [((4/2dy, cuando es tomada a lo largo del contorno, se anula ya que 
representa el momento de la sección transversal respecto al eje y, el cual 
pasa por el baricentro de la misma. La función $ calculada mediante la 
expresión (c) está representada a lo largo del contorno por una curva 
cerrada. 

Supongamos ahora que la película de jabón es estirada de tal forma 
que su borde coincide con dicha curva. La superficie de la película satis- 
face entonces la ecuación (a) y la condición de contorno (ec) y sus ordenadas 
representarán la función «$, en todo punto de la sección transversal, a la 
escala empleada para representar 4 a lo largo del contorno (ecuación (e)]. 

* La fotografía 1964 ilustra uno de los métodos empleados para cons- 


' Este método fue señalado por primera vez por Vening Meinesz, De Ingeníeur, pág. 108, 
Holanda, 1911. Independientemente fue desarrollado por Á. A. Griítith y G. 1 Taylor, Tech. 
Rept. Natl. Advisory Comm. Aeronant., vol. 3, pág. 950, 1917-1918, de donde se han tomado 
los resultados que aquí damos. 
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teuir el contorno de lá pelicula de jabón. En una lámina de celuloide se 
practica un agujero de forma tal que después de deformada aquélla, la 
proyección del borde del orificio sobre un plano horizontal, tiene igual 


Fra. 19h 


Fria. 11466 


forma que el contorno de la sección recta de la viga. La lámina viene fijada 
por unas clavijas verticales y su posición se ajusta con tuertas y arandelas 
hasta que las ordenadas de los puntos del borde del agujero representan, 
a cierta escala, los valores de 4 dados por la expresión (€). La fotografía 
19656 ilustra otro método para materializar el contorno que hace uso de 
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delgadas láminas de latón recocido!. Las pequeñas correcciones de las 
ordenadas en los distintos puntos del orificio se obtienen deformándolo 
ligeramente, 

La analogía entre las ecuaciones de la película de jabón y del problema 
de la flexión se mantiene rigurosamente, solamente si las deformaciones de 
la membrana son infinitamente pequeñas. Al realizar el ensayo es conve- 
niente que el orden de magnitud de las ordenadas de la película no sea 
superior a un décimo de la máxima dimensión horizontal. En caso nece- 
sario el intervalo de variación de la función a lo largo del contorno puede 
reducirse introduciendo una nueva función d,, en lugar de 4, ligada a 
ella por la relación: 


dá = $, + ax + by (a) 


donde a y bh son constantes arbitrarias. Puede observarse que la función $, 
satisface también la ecuación de la membrana (4). Los valores a lo largo 
del contorno de $,, deducidos de (ec) y (4) son: 


3 E 
e =2 ] OE TEE 22 — ax — by + constante 
La reducción del intervalo de variación de q, a lo largo del contorno, 
se obtiene por lo general ajustando de forma adecuada las constantes a y 6. 

Determinada la función 4, mediante el método de la película de jabón, 
obtenemos la función $ a partir de la ecuación (d). Una vez conocida la 
función de tensión. 4 las componentes de la tensión se obtienen aplicando 
las ecuaciones (171) que ahora toman la forma: 


de Pr,  v Py 


Ar FAT A 
de ) 
Ty — 


Las componentes de la tensión pueden ser calculadas ahora fácilmente 
en cada uno de los puntos de la sección transversal siempre que se conozcan 
los valores de las derivadas 0 4/0x y 0 4/0 en ese punto. Estas derivadas 
vienen dadas por las pendientes de la película de jabón según las direc- 
ciones x e y. Para determinar tales pendientes procedemos, como en el 
caso de los problemas de torsión, trazando en primer lugar las curvas de 
nivel de la superficie de la película. Una vez trazadas esas curvas, las pen- 
dientes se obtienen dibujando rectas paralelas a los ejes coordenados y 
construyendo las curvas que representan las secciones correspondientes 
de la película de jabón. Las pendientes así obtenidas son introducidas en 
las expresiones (e) de las componentes de la tensión tangencial. La exac- 
titud de este procedimiento, puede ser comprobada calculando la resul- 


Véase el trabajo de P. A. Cushman, Trans A.S.ME., 1932, 
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tante de todas las tensiones tangenciales distribuidas en la sección trans- 
versal. Esta resultante deberá ser igual a la fuerza P que actúa sobre el 
extremo de la ménsula, 


¡A 


CT A 
E it 
yn da y Po 


ELEFELEE 


Los experimentos realizados muestran que el método de la película de 
jabón permite determinar las tensiones con suficiente exactitud. Las figu- 
ras 197 muestran los resultados obtenidos para una sección en 1*, observán- 
dose en las mismas que las hipótesis de la teoría elemental, según las cuales 
el alma de una viga en 1 absorbe la mayor parte de la fuerza tangencial, 
y las tensiones tangenciales son constantes a través del ancho del alma, 
son completamente confirmadas. La máxima tensión tangencial en el plano 
neutro, concuerda muy bien con la calculada aplicando la teoría elemental. 
La componente 7,. es prácticamente nula en el alma, alcanzando el valor 
máximo en el ángulo entrante. Ese valor depende del radio de la curva 
de transición de dicho ángulo. Para las proporciones tomadas en este 
ejemplo, lega a ser tan sólo la mitad del valor máximo de +,. en el plano 
neutro. En las figuras han sido trazadas las curvas de igual tensión tan- 
gencial y se indica el valor de la relación entre estas componentes y la 
tensión tangencial media P/A. La concentración de tensiones en el ángulo 
entrante ha sido estudiada para el caso de una viga en T. El radio de la 
curva de transición fue aumentando gradualmente y las curvas de nivel 
fueron trazadas en cada caso. De esta forma se observó que la tensión 
máxima en el ángulo se hace igual a la tensión máxima del alma cuando 
el radio de la curva de transición es aproximadamente 1/16 del espesor 
del alma. 


' Por la simetría del problema basta con considerar una cuarta parte de la sección, 
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114. Desplazamientos. Una vez conocidas las componentes de 
la tensión, los desplazamientos tu, €, te, pueden ser calculados de igual 
forma que en el caso de la flexión simple (véase el $ 88). Consideremos 
la curva de deflexión de la pieza en voladizo. Las curvaturas de esta linea 
en los planos x5 e yz están dadas con suficiente exactitud por los valores de 
las derivadas ud y Fold para x= = 0, Estas cantidades pueden 
ser calculadas mediante las ecuaciones: 


de, | (a) 


Como puede verse, la fibra axial de la ménsula se deforma en el plano xx, 
que es el plano en el que actúan las fuerzas, y la curvatura en cualquier 
punto es proporcional al momento flector en ese punto tal como se supone 
en la teoria elemental de la flexión. Integrando la primera de las ecuacio- 
nes (4) resulta: : 

Ple" Pz 


3 
CS ar (9) 
donde e y d son constantes de integración que deben ser determinadas 
con arreglo a las condiciones del extremo fijo de la pieza. Si la extremidad 
de la fibra axial está empotrada, u y dulde serán nulas para 2 =0 y las 
constantes € y € de la ecuación (b) serán entonces cero. 

Las secciones transversales de la viga no permanecen planas sino que 
se alabean como consecuencia de la acción de las tensiones tangenciales, 
El ángulo formado por la curva de deflexión y un elemento de la superficie 
de la sección alabeada es: 


[Tar] tl El] 


q 


bal 


y puede calcularse, si se conocen las tensiones tangenciales en el baricentro. 


115, Otros estudios sobre la flexión. En los párrafos precedentes 
hemos estudiado el problema de la flexión de una pieza en voladizo, carga- 
da en su extremo libre por una fuerza transversal. Las soluciones obtenidas 
son las exactas, sI las fuerzas exteriores se distribuyen sobre las secciones 
rectas extremas de la misma manera que las tensiones 0,, Ts, Ty., Obteni- 
das en la solución. De no cumplirse esa exigencia, la distribución tensional 
presentará irregularidades locales en las proximidades de los extremos de 
la viga, pero según el principio de Saint-Venant a suficiente distancia 
de los extremos, a distancias superiores a las dimensiones de la sección 
transversal, nuestras soluciones son suficientemente exactas. Usando el 
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mismo principio, podemos extender la aplicación de las ecuaciones ante- 
riores a otros casos de carga y a otras condiciones de apoyo de vigas. 
Podemos admitir con suficiente exactitud que las tensiones en cualquier 
sección transversal de la viga, distante de los puntos de aplicación de las 
cargas, depende solamente de la magnitud del momento flector y de la 
fuerza cortante en esa sección y que pueden ser calculadas superponiendo 
las soluciones antes obtenidas para la viga en voladizo. 

Si las fuerzas exteriores tienen direcciones distintas de las de los ejes 
principales de la sección recta de la viga, aquellas podrán ser siempre des- 
compuestas según las direcciones principales, siendo posible estudiar la 
flexión separadamente, en cada uno de los dos planos principales. Las ten- 
siones y desplazamientos totales se obtendrán entonces, usando el prin- 
cipio de superposición. 

Cerca de los puntos de aplicación de las fuerzas exteriores, se dan 
irregularidades en la distribución tensional que ya han sido estudiadas para 
el caso de una sección rectangular estrecha (véase el $ 36). Un estudio 
análogo para secciones transversales de otras formas, muestra que estas 
irregularidades tienen carácter local”. 

El problema de la flexión producida por cargas repartidas ha sido tam- 
bién resuelto para ciertos casos”, 5e ha demostrado que en tales casos 
el eje de la pieza sufre, por lo general, un alargamiento o un acortamiento 
como en el caso de piezas de sección rectangular estrecha (véase el $ 21) 
va estudiado. La curvatura de la fibra axial en estos casos deja de ser 
proporcional al momento flector, pero las correcciones a aplicar son lo 
suficientemente pequeñas como para poder ser despreciadas en los casos 
prácticos. En el caso, por ejemplo, de una viga circular flectada por su 
propio peso*, la curvatura del extremo fijo viene dada por la ecuación: 


1_M K 14 12449 a 

+ El Gl+»mn E 

en la que a es el radio de la sección transversal y f la longitud de la pieza. 
El segundo término del corchete representa la corrección de la curvatura 
que nace de la repetición de la carga. Su valor, pequeño, es del orden 
de a*/P, Esta misma conclusión se aplica también a vigas, con otras for- 
mas de sección, flectadas por su propio peso?, 


Véase L. Pochhammer, Untersuchungen diber das Gleichgewnicht des elastichen Stabez, 
Kiel, 1879. Véase también el trabajo de J. Dougall, Trans. Roy. 50c. (Edinburgh, vol 49, 
pág. 895, 1914, 

2]. H. Michell, Quearz, 7. Matk., vol. 32, 1901; véase también K. Pearson, ibid., vol. 24, 
1989 y K. Pearson y L. N, G. Filon, ¿6f., vol, 31, 1900, 

* Este problerna es estudiado por A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, +3 
edición, pág. 362, 1927. 

'El caso de una ménsula de sección transversal eliptica ha sido estudiado por J. M. Klit- 
chiett, Buil. Polvtech. Inst, San Petersburgo, pág. 441, 1915, 


ES 


Distribución tenstonal simétrica 
respecto al eje 
en un sólido de revolución 


116. Ecuaciones generales. Muchos problemas de importancia 
práctica se refieren a cuerpos de revolución, que son deformados simétri- 
camente respecto al eje. Los ejemplos más sencillos son los del cilindro 
circular sometido a una presión interior y exterior uniformes y el del 
disco circular giratorio (véase los $% 26 y 30) Para resolver problemas 
de este tipo suele ser conveniente utilizar coordenadas cilindricas [véanse 
las ecuaciones (170), pág. 344]. Siendo la deformación simétrica respecto 
al eje =, $e deduce que las componentes de la tensión serán independientes 
del angulo (0, anulándose, pues, todas las derivadas respecto a esta variable, 
Las componentes de la tensión tangencial 1,4 y 1p. se.anulan igualmente 
a causa de la simetría del problema. Las ecuaciones (170) se reducen 
entonces a: 


e ss 
OT». de, Tr (177) 
iS 


Las componentes de la deformación, para el caso de deformación simé- 
trica respecto al eje, serán, según (169): 
de u _ o du du 


E En == t nr 


PE Merit Ya == 178] 
A A dz” des de ( 0 


Una vez más, resulta ventajoso introducir una función de tensión $. Como 
puede verificarse por sustitución, las ecuaciones (177) quedan satisfechas 
s1 tomamos como componentes de la tensión las: 
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5 = 


Ca ar ii 
zz r dr 


Fa = n 


ty - olo-ar—H 
dr 


ds 


pr 


supuesto que la función de tensión «, satisfaga a la ecuación: 
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(170) 


A ED 


dr” 2 dr dr * dr 02 
El simbolo | * indica la operación 


| e qe 
trata ta 


que corresponde al operador de Laplace 


(a) 


en coordenadas cartesianas [véase la ecuación (d), pág. 82). Es de advertir 
que la función 4 no depende de 0, de forma que el tercer término de (a) 


resultará mulo cuando la operación es aplicada a d. 


Pasernos ahora las ecuaciones de compatibilidad (130) (véase la pa- 
gma 267) a coordenadas cilindricas. Llamando ( al ángulo formado por r 


w el eje x tendremos [ecuación (13)]: 
Ga = 9,00s* É + gasen? 8 
dy = orsenl d+ 00058? O 


donde no intervienen e, ni T,,. 
Por lo tanto: 


3 y 5) (e, cost 8 + egsen! Y) 


pi 


d* A e d SÓ 
= (E nm. a TY z) (o, cos? 6 + egsen? 8) 


2 
e mi CcOs 26(5, — aa) 


(b) 
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Usando el simbolo € para la suma de las tres componentes normales de 
la tensión y aplicando la ecuación (6) de la página $2, resulta, que para 
una distribución simétrica de tensión: 

de 06 00 sen” $ 


— = — B 
dx? dy? 008? Ae F 


(el) 


Sustituyendo (ce) y (4) en la primera de las ecuaciones (130), obtenemos: 


* ,13 e 7 ñ le 
— FP +35 jo. — (0 — 54) cos? 
(5 Pao A ST 


z 1 a, qe o l IE . 
+ (S + — + a) de + 7 la. 5) + a 2 sen? A = 0) 


Aari” r FE pr dr 


ecuación que es válida para cualquier valor de €, por lo que: 


O ya 2 RES 
(E+12+ Eo Ao Dt 


dr? r de ge 


168 '] 2 Ls 
(E+12+3 5) a+ a de + pr dro 

5e llega al mismo resultado considerando la segunda de las ecuaciones (130), 
de manera que las ecuaciones (e) sustituirán a las dos primeras de (130) para 
el caso de una deformación simétrica. La tercera ecuación (130) conserva 
la misma forma en coordenadas cilindricas, 

Consideremos ahora las tres ecuaciones restantes del sistema (130), que 
contienen las componentes de la tensión tangencial. En el caso de defor- 
mación simétrica, sólo r,, es distinta de cero y las componentes Ty: Y Ty, 
que actúan sobre un plano perpendicular al eje <, se obtienen descom- 
poniendo 7,, según sus dos componentes paralelas a los ejes x e y: 


Toa = Tr 208 l, Ty = Tr BEN 
Tenemos, además: 
o o as 
5 
de de de dr de 


Vira = VA r,, 00s 6) = (vs. - a) cos Ú 


sustituyendo en la quinta ecuación del grupo (130), resulta: 


. l ] da 
Tra pl Tre 1 + 1 ++4dró =0 (1 
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y considerando la cuarta ecuación del grupo citado se llega al mismo resul- 
tado. En lo que se refiere a la última ecuación de (130), puede ser expre- 
sada en coordenadas cilíndricas, sustituyendo: 


Tay = Ho, — e) sen20 


De esta forma, obtenemos: 


' l sendó f a? la 

1 +02] 5 (0, = 00) send0 | Y == —-=)0=0 

, a | 2 lar ya 
ecuación, que resulta inmediatamente, si se resta una de las ecuaciones (e) 
de la otra. Las ecuaciones de compatibilidad (130) para el caso de una 
deformación simétrica respecto a un eje, expresadas en coordenadas cilín- 
dricas, serán, pues: 


2 1 de 
Vir. pi (e, a do) + LEA = 
2 1 100 
Vo +Z (o 0) + 0 | 
1 20 (9) 
Mid remesa 
1 1 de 
pa e PA E 
rr A 0 


Puede demostrarse que todas estas ecuaciones son satisfechas por las 
tensiones (179), cuando la función de tensión satisface la ecuación (180). 


O F 


Fic. 148 


Vemos pues, que el estudio de los problemas referentes a distribuciones 
tensionales simétricas respecto al eje, se reduce en cada caso particular 
a la obtención de la solución de la ecuación (180), que satisfaga las con- 
diciones de contorno del problema. 


! Este método, mediante el cual se expresan todas las componentes de la tensión en función 
de única función de tensión que satisface la ecuación (150), es explicado con detalle por A. E, H. 
Love, Mathematical Tleoryv of Elasticrtr, 44 edición, pág. 274, 1927, Ctro método para tratar 
el problema, mediante una función de tensión, ha sido dado por J. H. Michell, Proc. London 
Math, Soe., vol 31, pág. 144, 190%. La relación que existe entre la función de tensión de los 
problemas bidimenstonales y la estudiada en este capitulo ha sido considerada por E, Weber, 
Z. angezs. Math. Mech., vol, 5, 1925, 
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En algunos casos resulta útil expresar la ecuación (180) en coordena- 
das polares R y y (fig. 198), en lugar de las coordenadas cilindricas r y z 
Esta transformación puede realizarse fácilmente empleando las fórmulas 
del 5 25, las cuales nos dan: 

d* d* d* 14d I e? 

aC P RARE 
la 1 fa cos y 4Y_ 1 tay a 
a MAR o 2) = EMT 


Sustituyendo en la ecuación (180), se obtiene: 


gq” 24 1 ás A di 
(atraer ny +) GR Ro 
UN 
+ q cr + +53) -0 (181) 


En los párrafos siguientes, haremos uso de esta ecuación con el fin de 
estudiar diversos problemas particulares con simetria axial, 

Podemos resolver estos problemas de otra forma considerando expli- 
citamente los desplazamientos. Las ecuaciones (178) permiten expresar las 
componentes de la tensión en función de los desplazamientos u y +. Susti- 
tuyendo estas funciones en (177), obtenemos dos ecuaciones en derivadas 
parciales de segundo orden que contienen a u y vw. El problema se reduce, 
entonces, a la resolución de esas dos ecuaciones. 


117. Soluciones polinómicas. Consideremos las soluciones de la 
ecuación (181), que al mismo tiempo lo son de la ecuación: 


2 04 1 de ld a 


E A | 
area ay 70 (182) 


Una solución particular de esta última ecuación puede tomar la forma: 
Pn = Y, (a) 


en la que Y, es función del ángulo y solamente. Sustituyendo (a) en la 
ecuación (182), obtenemos la siguiente ecuación diferencial ordinaria: 


$ y (sen y Y - dd .=) + nía + Dv, (b) 


ecuación que puede simplificarse introduciendo una nueva variable 
x = cos y. Entonces: 
a, e, A dr, 


—" = — — sen ye, En 3 de sen? y E TES 
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Sustituyendo en (6) resulta: 


A E V 
boa E 6 on E 0 (183) 
da” dx 
ecuación que resolveremos por medio de una serie!. Suponiendo que: 
A ds e (e) 


y sustituvendo en (183), tendremos: 
nía + Día + aq + ar + ++) = mima + laz" 
— m4 (m4 > Day” + mola + lares — mem pa Daz"? 


+--- (a) 


Para que esta ecuación sea satisfecha por cualquier valor de x, deben darse 
las siguientes relaciones entre los exponentes NI, Ma, Ma, o... 


Ma = My — 2, Ma = Ma —= 2, 


relaciones, de las que se sigue, que la serie (e) viene ordenada según las 
potencias decrecientes de z. El valor de +, será ahora determinado igualan- 
do los coeficientes de x"" en (4). Tenemos entonces: 


nín + 1) — mí(my + 1) = (n — mj(m +2 +1) =0 
que nos da para 7, las dos soluciones: 
m=-n  m=—(n+1) (e) 
Para la primera de ellas, se tendrá: 
m1 = N, ms. ==" — 2, ma = 1. — d, A 


Los coeficientes de, da, ..., que figuran en (d), se obtienen igualando a 
cero los coeficientes de cada una de las potencias de x. Tomando, por 
ejemplo, los términos que contienen 4% >, encontramos para el 
cálculo del coeficiente € la ecuación: 
nín + Da, = (mi — 2r + 2) (m1 — 2r + 3)a, 
— (m, — 2r + 4)(m1 — 2r + 3)a,_1 


que sustituyendo mm, por 4 nos da: 


(n — 2r + £j(n — 2r +8) 


Po TM EN 


La serie (c) tomará, ahora, la forma: 


nin —= 1) qn 

2(2n — 1 
nin — 1ín — Dn 8 us... | 

+ 3 7H2n — DUn—-3) * : 0 


Y, = 4 [2 > 


' Conocida como ecuación de Legendre. Un estudio detallado «de lio misma puede verse 
en 4. E. Forsyth, 4 Treatíse on Differential Equations, pá. 155, 1905, 
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expresión que constituye una solución de la ecuación (183). Sustituyendo 
esta solución en (a) y recordando que: 


= 008 y, Ex =z, R=wr+e8 


se tendrá para 7 igual a 0, 1, 2, 3,..., las siguientes soluciones polimómicas 
particulares de la ecuación (182): 


do a Ao 

$: = Ayz 

da = Age? — 4(r? + 2?)] 

di = Ade? — Her? + 23)] (184) 
de Ale — fl +0) + de +03 


bs = Asla* — AA 42) + delo 427 


Estos polinomios en los que As, As, ..., son constantes arbitrarias, son 
también soluciones de la ecuación (181). De estas soluciones podemos 
obtener otras nuevas, de la ecuación (181), que no lo son de la (182). 
Si R"Y, es una solución de la ecuación (182), puede demostrarse que 
R* + “Y. lo es de la (181). Efectuando la operación indicada entre parén- 
tesis en (181), se tendrá: 


g* 2 0 +2 
(rra teS ca ira) dá 
= 2(2n + 3)R"%. (4) 


Si, como indica la ecuación (181), repetimos la misma operación, obten- 
dremos cero va que (e) es solución de (182). En consecuencia, R” * *P,, 
es una solución de la ecuación (181). Puede verse, también, que multi- 
plicando las soluciones (184) por Ri = FF + 2, obtenemos las siguientes 
soluciones nuevas: 


= Bar? +2) 
de = Balri +25) 
di = Bl — rr + 2% (185) 


da = Bi(22i — 3r92) (1? 4 22) 


118, Flexión de una placa circular, Entre los diversos proble- 
mas de interés práctico que pueden ser resueltos mediante las soluciones 
anteriormente expresadas, se encuentran algunos casos de placas circula- 
res, flectadas por cargas simétricamente aplicadas (fig. 199). “Tomando, 
por ejemplo, los polinomios de tercer grado de (184) y (185), obtenemos 
la función de tensión 


óé = a2 — 302) + balriz 4 2%) (a) 
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Sustituvendo en las ecuaciones (179), resulta: 


6a3 + (10v — 2)ba, so = as + (l0r —= 2)b, 
—120:1 + (14 — 10v)bs, Tra = 0 


Tr 
LA 


(186) 


expresiones que muestran que las componentes de la tensión son constantes 
en la placa. Ajustando convenientemente las constantes as y 63, obtendre- 
mos las tensiones en una placa, cuando se nos da alguno de los valores 
constantes de 0, Y 0. 

Tomemos ahora los polinomios de cuarto grado de (184) y (185), los 
cuales nos dan la función de tensión: 


$ = au(Brt — 24ri2? + 3) + di(22t + rigl — pi) (5) 
Sustituyendo en (179), obtendremos: 


o, = Puy + 4bi(14v — 1)z 
e, = —19%02 + 4b,(16 — ldv)z (187) 
Tr = Bajr — 2b4(16 — 1l4dv)r 


Pórarido: 


9644 — 2b4(16 — 14v) =0 


se tendrá: 
A O, Fr — 28(1 + vibyz (e) 


Sizes la distancia contada desde el plano medio de la placa, la solución (c) 
representa un estado de flexión simple de la misma, causado por la acción 
de pares uniformemente distribuidos en su contorno, 

Para obtener la solución correspondiente al caso de la placa uniforme- 
mente cargada, tomemos como función de tensión un polinomio de sexto 
grado. Procediendo en la forma indicada en el párrafo precedente, obte- 
nemos: 


$ = fas(1626 — 12021? + 0022pt — Br) 
+ de[Bet — 16ztr2 — Zeit + 36) 
que sustituyendo en (179) nos da: 
e, = ag 3202? — 72012) + be[64(2 + 110)20 + (504 — 48 - 227)r22] 


e, = di —640: + D60r?2) 4 b4¡[—960 + 382 + 22(2 — v)]e? 
+ [384 — 48 - 223(2 — »)]r?z1 


as(960rz? — 2404) 
+ bi(—672 + 48 - 22v)2% + (432 — 12: 22»)r"] 


Tre 


Á estas tensiones deberemos añadir las: 


o. = Dbas, Os = —192a4., Tra == Gar 
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obtenidas haciendo b, = 0 en (187), así como una tracción uniforme de 
dirección =, a, = bh, que puede obtenerse de las fórmulas (186). Llegamos 
de esta forma a unas expresiones de las componentes de la tensión, que 
contienen cuatro constantes di, 4 4, ), que pueden ser evaluadas, de 
forma tal, que queden satisfechas las condiciones de contorno en las caras 
superior e inferior de la placa (fig. 199) Estas condiciones son: 


r, =0 para 23m 

== —( para => —€ 

Tra = Ú para 2=0€ (dl) 
Ta =U para  —¿=m —¿ 


donde q representa la intensidad de la carga uniforme y 2e es. el espesor 
de la placa. Sustituvendo las expresiones de las componentes de la ten- 
sión en estas ecuaciones, determinamos las cuatro constantes Ga by, 04 b. 
Usando los valores obtenidos, llegamos a las siguientes expresiones para 
las componentes de la tensión, que satisfacen las condiciones (d): 


Ta "ga le — 7) 


Se verá que las tensiones 0, y T,,, se distribuyen de forma exactamente 
igual que en el caso de una viga rectangular estrecha uniformemente 
cargada ($ 21). Las tensiones radiales o,, vienen representadas por una 
función impar de z y originan en el contorno de la placa momentos unifor- 
memente distribuidos. Para obtener la solución en el caso de una placa 
simplemente apovada (fig. 199), superponemos la tensión de flexión sim- 
ple (c) y determinamos la constante b6,, de forma tal que en el contorno 
(r = a): 


fe. ed: =0U0 


La expresión final de «,, resulta: 


— [24+r2 3 bre 32H 2 A | 
| SC AE? a aj 4 


que para el centro de la placa nos da el valor: 


¿a+ re i2>+vz 3(3 +0 0% 
O 


DISTRIBUCIÓN TEMSTOMAL SIMETRICA 391 


La teoria elemental de la flexión de placas, basada en la suposición 
de que los elementos lineales de la placa perpendiculares al plano medio 
(2 = M, se conservan rectos y normales a la superficie deformada de dicha 
placal, da el siguiente valor para la tensión radial en el centro: 


303 + v/) alz e 
q == AD (9) 


Comparando este resultado con ($), vernos que los términos adicionales 
de la solución exacta, son pequeños si el espesor de la placa, 2e es pequeño 
comparado con el radio a, 

Es de advertir que la superposición de una flexión simple eliminará 
los momentos flectores aplicados en el contorno de la placa, pero no las 
tensiones radiales en ese mismo contorno cuyo valor es: 


e 2 rad 2327) .zx e 
(oro = 0 8 Epia) Ch) 


E 


La resultante de estas tensiones por unidad de longitud de la periferia 
Y su momento son, sin embargo, cero. Basándonos, pues, en el principio 
de Saint-Venant, podremos decir que la supresión de estas tensiones no 
altera la distribución tensional en los puntos distantes del borde. 

Tomando polinomios de orden superior al sexto para la función de 
tensión, podemos estudiar la flexión de placas circulares provocada por 
cargas distribuidas de manera no uniforme. 51 en lugar de la solución (f) 
de la página 387, tomásemos la otra solución de la ecuación (182), podria- 
mos obtener también las soluciones correspondientes a una placa circular 
con un agujero en el centro?, Todas estas soluciones son satisfactorias, 
solamente si las flechas que alcanza la placa son pequeñas comparadas 
con su espesor. Para mayores deformaciones, deberá tenerse en cuenta 
la extensión que sufre el plano medio de la placa?. 


119, Caso del disco giratorio considerado como problema tridimen- 
sional. En nuestro estudio anterior, ($ 30), hemos supuesto que las tensiones 
no variaban a través del espesor del disco. Consideremos ahora, el mismo problema, 
suponiendo solamente que la distribución tensional es simétrica respecto al eje de 
rotación. Las ecuaciones diferenciales de equilibrio se obtienen añadiendo, en las 
ecuaciones (177), la fuerza centrifuga. 


' Esta hipótesis es análoga a la de conservación de las secciones transversales planas de 
la teoría de la flexión de vigas. La teoria exacta de la flexión de placas fue desarrollada por 
J. M. Michell, Proc. London Math. S00., vol 31, 1900 y A. E. H. Love, Mathematical Theory 
of Elesticitr, +2 edición, pág. +65, 19:27, 

2 A, Korobor, Bull Polviech. fut Kiev, 1913, ha estudiado algunas soluciones del caso 
de placa circular cargada uniformemente. Soluciones semejantes han sido obtenidas inde- 
pendientemente por A. Timpe, . empero. Meth. Mech,, vol, 4, 1924, 

¿Váse Relvm y Tuit, Natural Philosopha, vol. 2, púe. 171, 1903, 
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Entonces 
O 
quo) 


dr Be yt 


dónde e €s la densidad Y «u la velocidad angular del disco. 

Las ecuaciones de compatibilidad, deben ser cambiadas también. En lugar del 
sistema (130), tendremos tres ecuaciones del tipo (f) (véase la pág. 267) y tres del 
tipo (2). Sustituyendo en estas ecuaciones las componentes de la fuerza másica 


X = paulx, F om putir, £=0 (a) 
obtenemos, que las últimas tres ecuaciones que contienen las componentes tangen- 


ciales de la tensión, son las mismas que las del sisterna (130) y que las tres primeras 
se convierten en [véase las ecuaciones (e), $ 116] 


1 de Zo? 
 — = = E 
dd Ale ee) E e » dy l = » 
2 1 8 _ Zo? 
vrs +2 o, — Ja 
1 66 pa 
Via, a 
pe 1+ 102 l—.u. 


Comenzamos con una solución particular de las ecuaciones (18%), que satisface las 
condiciones de compatibilidad y le superponemnos soluciones de la forma polinómi- 
ca (184) y (185), cuyos coeficientes determinamos de manera que queden satisfechas 
las condiciones de contorno del problema. Como solución particular, tomamos las 
EXpresiones 


rr = Bri + Da, nr, = Ár, ra = Cr 4 Da, tra = 0 (el 


que como se ve satisfacen a la segunda de las ecuaciones de equilibrio, cumpliendo 
asimismo las condiciones de compatibilidad que contienen las componentes de la 
tensión tangencial [véanse las ecuaciones (f) v (2), $ 116]. Falta ahora determinar 
las constantes 4, B, €, D, de forma tal que satisfagan las restantes cuatro ecuacios 
nes, es decir, la primera de las (189) y las (5), Sustituyvendo (e) en estas ecuaciones, 
obtenernos 


1(1 +3») ] (1 + 2w 1 + 3) 
el mu put(l + 3) = — pr Ea E — P 
hu ¿ a 3” a si Gel — y 

La solución particular resulta entonces: 

=P Pa pil + 291 40), 

a Gel — y) 
y 0 PEA 8 
Ey (190) 
e = — PH 2, 
—beí1 — y] 
Tra == 1] 


Esta solución, puede ser utilizada al estudiar las tensiones existentes en cualquier 
cuerpo que gira alrededor de su eje de revolución. 
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En el cazo de un disco circular, de espesor constante, añadimos a la solución (190) 

la distribución de tensiones, correspondientes a una función de tensión que tenga 
la forma de un polinomio de quinto grado [véanse las ecuaciones (184) y (185))]. 


$ = 0482? — 4Oris? + l5ria) + bi(20? — ri? — Br) (d) 


De las ecuaciones (179) deducimos 


9, = —as(180r? — 2402) + Do[(36 — S4o)r2 + (1 + 18)623 
7, = —as( —240r2 + 4802%) + Bi[(06 — 108rja* + (—102 + B4a)r3] 
09 = as —60r + 2402) «+ beliO + 1080)2* + (12 — 64012] 

tra dBllergrz — bi(96 — 108»)r2z 


Añadiendo estas tensiones a las (190) y determinando las constantes a, y b,, bajo 
la condición de que las tensiones resultantes 7,, y 0, desaparezcan, encontramos: 


A EL 3+»+ 
dr = pue | ¿ 2 s* AE | 


Ñ (1+3_.,. $147 nm 
se —pul [2 r +5 *| 


Para eliminar la compresión radial resultante que actúa a lo largo del contorno, 


es decir, para que 
Do 
El E, d=) = [) 
=f Faz 


añadimos a (f) una tracción radial, uniforme, de magnitud 


«Il ++.)e 


a 
"s (3 + ea? + pue? 1-23 


Las tensiones finales, por tanto, serán 


dy = pi? E - (ar — 73 + 5 y les —3s | 

Doa DE a (191) 
AE 3 0 a — E SES les - 3) | 

lr i= (, Tra = 


Si se compara esta última con la solución (55), vemos que en la solución actual 
existen términos adicionales que contienen al factor! (4 — 32%), Las tensiones co- 
rrespondientes son pequeñas para el caso de un disco delgado y su resultante es 
cero en su espesor. Si la superficie cilindrica limitante de la rodaja estuviese libre 
de fuerzas exteriores, la solución (191) representa el estado de tensión en las partes 
del disco distantes de su borde. 

La distribución tensional en un disco giratorio que tenga la forma de un elip- 
solde de revolución achatado, ha sido estudiada por €. Chree”. 


? Estos términos son de igual naturaleza que los en * encontrados en el 684. Las ecuacio- 
nes (191) representan un estado tensional pleno, puesto que 7. y T1,. se anulan. La fuerza má- 
sica (a fuerza centrifuga aqui), no incluida en el $ £4, no altera las conclusiones generales, 
siempre que sea independiente de z. 

* C. Chree, Proc. Roy. Soc. (London), vol. 58, pág, 30, 1895, 
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120. Sólido, de extensión indefinida cargado en uno de sus 
puntos. Al estudiar este problema, usamos de nuevo la ecuación (182) 
de la página 386. Tomando m = —(n + 1) [véase la ecuación (e), pá- 
gina 387], obtenemos la segunda integral de la ecuación (183) bajo forma 
de la serie 


Umar 


Haciendo » igual a —1, —2, —3, ..., resulta de esta última, las siguientes 
soluciones particulares de ae ecuación (182) 


+ 1)(r +23) plata 
0 + $) 
(n + 1) + 2)(n + 3)(n +4) 


2-¿- (2n + 3)(2n + 5) 


E E 1 


4 = Ajri +25 
ds = Agrlr +20 (192) 
de = Adler? + 2) — $e + 2) 


a A 


que también son soluciones de la ecuación (181). Multiplicando las expre- 
siones (192) por rfi + (véase la pág. 388), obtenernos otra serie de solu- 
ciones de la ecuación (181), a saber, 


$1 = Br(r* + 2%)! 
de = Balri + 7 (193) 


tl 


Cada una de las soluciones (192) y (193) y cualquier combinación lineal 
de ellas, puede ser tomada como función de tensión, obteniéndose la solu- 
ción de diversos problemas, mediante una elección conveniente de las 
constantes 4,, As, ..., Bi, By, ... 


Para el caso de una fuerza concentrada, tomamos la primera de las 
soluciones (193) y suponemos que la función de tensión es 


$ = Br +25 


donde B es una constante a determinar. Sustituyendo en (17%), deduci- 
mos las correspondientes componentes de la tensión 


e, = BIO — 202 +22) — 3ria(r? + 22)72] 

B(1 — 2utzír? + 2d (194) 
—B[(1 — 221? + 2 4 35 + 287] 

Te = —B[O — 29rir? + 237 + Sr + 23] 


a 
=> 
Il 


A 
'' 


Todas estas tensiones tienden a infinito cuando nos acercamos al origen 
de coordenadas, donde la fuerza concentrada está aplicada. Pará evitar la 
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necesidad de considerar tensiones infinitas, suponemos que el origen es 
el centro de una pequeña cavidad esférica (fig. 200) y consideramos, que 
la superficie de esa cavidad está sometida a fuerzas calculadas con arreglo 
a las ecuaciones (194). Puede demostrarse, que la resultante de estas fuerzas 


Fi. 200 


representa una fuerza aplicada en el origen con la dirección del eje de 
las z. De la condición de equilibrio de un elemento anular adyacente a la 
cavidad (fig. 200), se deduce que la componente de las fuerzas superfi- 
ciales según la dirección s es 


Z= —(1,,seny +0, cos y) 
Usando las ecuaciones (194) y las fórmulas 
send = 7(1 4 237, cos y = 2(1 4 273 
obtenemos que 
Z = B[(1 — 2 (1? + 27 + 32? + 22) 


La resultante de estas fuerzas, aplicadas sobre la superficie de la cavidad, es 


9 ES a O 


siendo nula la resultante de las fuerzas superficiales según la dirección 
radial, como se deduce por razones de simetría. Si P es el valor de la fuerza 
aplicada, tendremos 


P = EBx(1 — y) 


Sustituvendo 


A: (195) 
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en las ecuaciones (194), obtenemos las tensiones producidas por una fuer- 
za P aplicada en el origen según la dirección 5 ?. Esta solución es la análoga 
tridimensional del problerna bidimensional estudiado en el 5 38. 
Sustituvendo = = U en las ecuaciones (194), deducimos que no existen 
tensiones normales que actúen sobre el plano coordenado = = Ú. Las ten- 
siones tangenciales én el mismo plano son 
_B(l—2 _ P(1 — 2») 


ús E ET 


La) 


Estas tensiones son inversamente proporcionales al cuadrado de la dis- 
tancia r desde el punto en cuestión al de aplicación de la carga. 


121. Recipiente esférico sometido a una presión uniforme 
interior o exterior. Partiendo de la solución del párrato precedente y 
por superposición, podemos obtener nuevas soluciones de interés práctico, 
Comencemos con el caso de dos fuerzas iguales y opuestas, que actúan 
sobre un cuerpo elástico de extensión indefinida en puntos separados entre 
si la distancia pequeña d (fig. 201). Las tensiones producidas por la fuer- 
za P, aplicada en el origen O, vienen determinadas por las ecuaciones (194) 


fic. 201 


y (195) del párrafo precedente. Asimismo, haciendo uso de las mismas 
ecuaciones, podemos calcular las tensiones producidas por la fuerza P, 
que actúa en O,. Recordando que la segunda fuerza es de dirección opuesta 
a la primera y considerando a la distancia € como infinitamente pequeña, 
los términos fr, 3) delas expresiones (194), deberán ser remplazados por 


' La solución de este problema fue dada por Lord Kelvin, Cambridge and Dublin Math. 57 
1848 Véase también Mathematical and Physical Papers, vol. 1, pie. 37. De esta solución $e 
deduce que los desplazamientos correspondientes a las tensiones (194) son uniformes, lo 
que prueba que (194) es la solución correcta del problema (véase $ 82). 
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[f + (0fi0z1d]. Superponiendo las tensiones producidas por las dos fuer- 
zas y representando mediante el simbolo 4 el producto Bd, resulta 


Il 


5, =-—A > [(1 — 2ujz(r? + 22) — Br?e(r2 + 22)1] 


a ! 
di = =A— [Cl == 2r)jz(y* + 27)=8] 
. (196) 


A > [(1 — 2uJa(r? + 22)4 + 321? + 22)2) 


Ez 


Tre = AÁ z [1 — 2ur(r? + 287 + 3r2*(r? + 227] 
Consideremos (fig, 201) las componentes de la tensión 0r Y Try, QUe 
actúan en un punto MM de una superficie de área elemental normal al 
radio OM, cuya longitud designaremos por R. De la condición de equi- 
librio de un pequeño elemento triangular, tal como el indicado en la figura, 
obtenemos! 


da =00/ sen! y +0 008 y + 27,, seny cos y 


Tay = lo, — 0.) seny cos y — ro (sen? y — cos? pb) (a) 
Usando (196) y tomando 
y z 
a AR as af n= 
seny = rr” + 2%) pp cos y = z(r* + 23) R 
obtenemos 
e P HO — 
ma = — A |- sen” y + A cos? | 
2(1 + mA (b) 
TH. = — ES «TES sen cos y 


La distribución de estas tensiones es simétrica respecto al eje s y respecto 
al plano coordenado perpendicular a z, 

Imaginemos ahora, que además del sistema de dos fuerzas P que actúan 
en la dirección del eje s, tenemos, en el origen, un sistema idéntico a lo 
largo del eje r y otro según el eje perpendicular al plano rz. En virtud 
de la simetria señalada, obtendremos una distribución de tensiones simé- 
trica respecto al origen, que para el caso de una esfera con centro en ese 
punto, dará una distribución de tensiones que consiste simplemente en 
una tensión normal uniforme que actúa sobre la superficie de esa esfera. 
La magnitud de esta tensión puede ser calculada mediante la primera de 
las ecuaciones (5). Considerando la tensión que actúa en los puntos del 


1 Las componentes de la tensión 5, que actúan sobre los lados del elemento en las seccio- 
nes mernidianas del cuerpo, dan como resultante un infinmitésimo de orden mayor, que puede 
ser despreciado al deducir las ecuaciones de equilibrio. 
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circulo contenido en el plano rs, la primera de las ecuaciones (5) nos da 
la parte de tensión originada por la fuerza doble a lo largo del eje =. Inter- 
cambiando sen y y cos y, obtenemos la tensión normal que produce la 
doble fuerza que actúa a lo largo del eje r. La tensión normal, producida 
por la doble fuerza perpendicular al plano rz, se obtiene haciendo y = 1/2 
en la misma ecuación. Combinando la acción de las tres fuerzas dobles 
perpendiculares, se obtiene la siguiente tensión normal que actúa sobre 
la superficie de la esfera, 


= y) A 
a = — A (e) 


La combinación de las tres dobles fuerzas perpendiculares, determina lo 
que se llama centro de compresión y la ecuación (e) nos dice, que la compre- 
sión correspondiente según la dirección radial depende solamente de la 
distancia al centro de compresión y que es inversamente proporcional al 
cubo de esta distancia. 


Fic. 202 


Esta solución, puede ser empleada para el cálculo de las tensiones en un 
recipiente esférico sometido a la acción de una presión uniforme interior 
o exterior. Sean a y bh los radios interior y exterior de la esfera (fig. 202) 
vb; Y b, las presiones uniformes interior y exterior, Añadiendo a la ten- 
sión (e) un estado equitensional de tracción o compresión, podemos tomar 
la expresión general de la tensión normal radial en la forma, 


a=5 + D (d) 


donde € y D son constantes cuyo valor se calcula con arreglo a las condi- 

ciones en la superficie interior y exterior del recipiente, las cuales son 
€ C 

3 +D=—p, pa BS» 


aqi 
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Tendremos entonces 
(p; — pojadbi 


C=. B— y 
bd — pal 
e (197) 
_ PAE? —a , pa?(b? — ER”) 
0R = Rad — b3) Ear — b% 


Las presiones p, y p, producen también en la esfera tensiones normales « 
de dirección tangencial, cuya magnitud determinamos a partir de la con- 
dición de equilibrio de un elemento de esfera, limitado por dos superficies 
esféricas concéntricas de radios £ y KR + dR y por un cono circular de 
angulo sólido muy pequeño dy (fig. 202) La ecuación de equilibrio es 


E ar(ay) = ara)? + 0x7 Rp)" 
de donde 
ve = E + 5h (e) 


Usando la expresión (197) de u;, resulta 


pb2R" + a) + a) _ par(2R3 + D3) 
Rar — 10 7 2Rar— (198) 


Si p, = Ú, se tendrá 
A 


5 pa 


Como puede verse en este caso, la tensión de dirección tangencial máxima 
se da en la superficie interior, donde 


p;2a? + DI 


(emi = E 3 


Todos estos resultados son debidos a Lameé!. 


122. Tensiones locales alrededor de una cavidad esférica. Conside- 
remos ahora, como segundo ejemplo, la distribución tensional existente en torno 
a una pequeña cavidad esférica que se encuentra en una barra sometida a una trac- 
ción uniforme de valor Y (fig. 203). En el caso de una barra maciza sometida 4 


il Lamé, Lepons sur la thdorie... de Velasticitó, Paria, 1852. 

* La solución de este problerna ha sido dada por R. Y. Southwell, Phil Mag., 1926; 
véase también J. N. Goodier, Trans. 4.S5.ME., vol 55, pág. 39, 1933, La cavidad elipsoidal 
es considerada por E. Sternberg y M. Sadowskv, F. Apphiecd Mechanics (Trans. A.5.ME.., 
vol. 16, pág. 149 194%, 
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tracción, las componentes normal y tangencial de la tensión que actúa sobre una 
superficie esférica son 


Te = E cos” po, Tip = —L 8en y C05 y 


Para obtener la solución correspondiente al caso de una pequeña cavidad esférica, 
de radio e, debemos superponer a la tracción simple un sistema tensional cuyas 
componentes sobre la superficie esférica sean iguales y opuestas a las dadas por las 
ecuaciones (a) y que en el infinito se anulen. 


E 


Fc. 203 


Tomando del párrafo anterior las tensiones (6), producidas por una doble fuerza 
de dirección e y las tensiones (e), causadas por un centro de compresión, las ten- 
siones correspondientes que actúan sobre la superficie esférica de radio a podrán 
escribirse como sigue: 


ALE md 


2(1 A y — 
e =— O E - 008? v) Ep qa senpeosy  (b) 
e =Z> ray =0 o 


donde 4 y E son constantes a determinar. Puede verse, que las tensiones (a) que 
origina la tracción no pueden ser anuladas combinando las (5) y (e), siendo necesario 


un sistema adicional de tensiones. 
Tomando de las soluciones (192) una función de tensión 


5 = Cora + e 
las correspondientes componentes de la tensión, según (179) serán 


e = a (1 — 5 cos? y — ósen? y + Bbsen? y 008 $) 


Ni = so (3 — 30 0082 y + 35 cos* y) 
| (a) 
ra 73 (1 = 5 cos? $) 


Ta = 3 seny cos y + Tsen y cos! y) 
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Usando ahora las ecuaciones (a) del párrafo anterior, las componentes de la tensión 
que actúan sobre una superficie esférica de radio e son 


ao Le (—1 +3 0081 4), Ta” = e sen cos y (e) 


Combinando los sistemas tensionales (6), (e) y (e), resulta 


PE 
E a coro + E 0 4 
a u E Ñ m 
ra = PAE sn y 008 y EE sony cos y 


Añadiendo estas tensiones a las (0), la superficie esférica de la cavidad quedará 
libre de fuerzas sí se cumplen las condiciones 


ALFA B_120 y 


a a? a? 
—H5 — r) 2 see = —$ (e 
_ Mia DA, _AC_g 
Id 
de las que se deduce 
A 58 B a 5(1 — 5), £ SS Bl. Ch) 


a — AT=558 al 75 


La tensión total que actúa en cualquier punto se obtiene ahora superponiendo a la 
tracción simple S las tensiones dadas por las ecuaciones (4), las (196), debidas a 
la doble fuerza y las que originan el centro de presión que vienen expresadas por las 
ecuaciones (e) y (e) del párrafo precedente, 

Consideremos, por ejemplo, las tensiones que actúan sobre el plano <= 0, 
De las condiciones de simetría, se deduce que sobre este plano no actúan tensiones 
tangenciales y a partir de las ecuaciones (8), haciendo y = 212 y KR = r, resulta 


¿E 9515 
e e 
Para 2 = 0, las ecuaciones (196) dan 


o A(1 e 2») 5(1 5 2135 13 
A TI (0) 


De la ecuación (e) del párrafo anterior, tenemos 


3__$0-5e 
ay 27 bn) 7 


so = (er. ES 


(mm, 
La tensión total sobre el plano z = 0, es 


d = e 07 A] ob 


A A A s|1+ Fa — im 7 + ¿75m ”| (n) 
En r=a tendremos 
[Jm == 5 Y = 5 (0) 


TD —TEDHIA DE LA ELASTICIDAD 


402 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


que haciendo + = 0,3 nos da 
(Mamá = $18 


La tensión máxima resulta ser, por tanto, el doble de la tracción uniforme $ aplicada 
a la barra. Este aumento de la tensión está muy localizado y cuando y aumenta, 
la tensión (11) se aproxima rápidamente al valor 5, "Tomando, por ejemplo, + = la, 
r= (0,3, resulta e, = 1,0548. 
De igual forma, para los puntos del plano = = 0, resulta 
3 A(i—2») B 

Elio A 
Sustituyendo los valores dados por la ecuación (4 y haciendo 7 = «a, obtenemos 
la tensión de tracción que actúa a lo largo del ecuador de la cavidad (yw = (2), 
la cual es 


158 — 3 


217 — 5w) si 


(er a Emb, rada EE 


En el polo de la cavidad (y =06 y = 2), tenemos 


_UL—INA _1C_ B 3 +15» 


FE ad A RM — by) 5 


Ep E Ta 

lo que indica que la tracción longitudinal, 5, produce una compresión en ese punto. 

Si se combina una tracción $ según una dirección, con una compresión $ en la 

dirección perpendicular, podemos obtener la distribución tensional existente alre- 

dedor de una cavidad esférica para el caso en el que la solicitación aplicada es la 

de esfuerzo cortante!. Podemos demostrar de esta forma, que la máxima tensión 
tangencial vale 


md (p) 


Los resultados a los que hemos llegado, pueden tener interés práctico al estudiar 
la influencia que sobre la tensión límite de fatiga de probetas sometidas a la acción 
de tensiones ciclicas, tienen las pequeñas cavidades”. 


123, Fuerza sobre el contorno de un cuerpo semiindefinido. 
Imaginemos que el plano  = Ú, constituye el contorno de un sólido semi- 
indefinido y que una fuerza P actúa sobre este plano a lo largo del eje y 
(fig. 204%. Como se ha visto en el $ 120, la distribución de tensiones 
dada por las ecuaciones (194) y (195), puede ser producida en un cuerpo 
semindefinido por la acción de una fuerza concentrada en el origen y de 
fuerzas tangenciales sobre el contorno plano = = Ú, de valor 


_ B(1 —2») 


F 


(a) 


l Este problema fue estudiado por J. Larmor, Phil. Mag., sene 5, vol. 33, 1892, Véase 
también A. E. H. Love, Mathematical Theory af Elasticity, 44 edición, pág. 252, 1927, 

2 Tales cavidades se presentan, por ejemplo, en una soldadura, mostrando los ensavos de 
fatiga, que las fisuras se inician por lo general, en esas cavidades. 

¿ La solución de este problema se debe a J. Boussinesq, véase Application des potentiels..., 
Paris, 1885. La solución para el caso en que la fuerza actúa en un punto interior del cuerpo 
semiindefinido, fue obtenida por R. D. Mindlin, Physics, vol. 7, pág. 195, 1936, 
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Para eliminar estas fuerzas y obtener la solución del problema representado 
en la figura 204, utilizamos la distribución tensional que corresponde al 
centro de compresión (véase pág. 399). En coordenadas polares, esta dis- 
tribución de tensiones es la 
A E dor R e i A 

A eZ > 2 E 
donde 4 es una constante. En coordenadas cilíndricas (fig. 204), las expre- 
siones de las componentes de la tensión son las siguientes: 


7 = 05005 y + 0,008 y = Aly? — del) (y? + gr)! 
0, = 07 COS Y + o¿sen? y = Az — ri) (ri + 25 + (199) 
Hoz — 0) sen 24 = FArz(ri + 2273 


e - > = - A(r +29 


ze 
m 
L 


Supongamos ahora que los centros de presión se encuentran distribuidos 
uniformemente a lo largo del eje z, desde = = 0 hasta = = —%. Usando 
entonces el principio de superposición, las componentes de la tensión 
producidas en un sólido de extensión indefinida, serán, según las ecua- 
ciones (199), 


| f (1 —= ¿er? + 237 de 


Ss - E E = (1? $ 22971 — 2(r2 + eya! 


á4 |7* r” 
0, = Á / (+ - Lv) (+ 23H de = ? z(r? 4 23y1 (2005 
a 4 / ralr? + 273 de = = r(r? q ¿7 


g 5 A|1 á : 
n= — A Jl 7 + 2 de == — E E = = (ri + ey] 


Considerando el plano  = O, encontramos que la tensión normal en el 
mismo es nula y que la tensión tangencial vale 


_1A 
(rr ¿=0 "ES (b) 


Vemos ahora que combinando las soluciones (194) y (200) podemos, ajus- 
tando convenientemente las constantes 4 y B, obtener una distribución 
de tensiones tal que el plano + = 0 quede libre de tensiones y que una 
fuerza concentrada P actúe en el origen. Las expresiones (e) y (6) indican 
que las fuerzas tangenciales sobre el contorno plano, son eliminadas si 


-B(1-2)+5=0 
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de donde 
A =2B(1 — 2) 
Sustituyendo en las expresiones (200) y sumando esta última con las (194), 
obtenemos 
a = B la => 4 (ra + a — Bra + 2) 
da = —3B2(r + ¿3973 
dy = B(l1 — 2v) | E S (1? + 237 + 2(1 + ey! 
Ta = —3Br2(r? + 22) 


(e) 


Esta distribución tensional satisface las condiciones de contorno puesto 
¿que 0. = 7, =0 para  = 0, Queda aún por determinar, el valor de la 


Fic, 2H 


constante B que haga que las fuerzas distribuidas en la superficie de un 
hemisferio, cuyo centro sea el origen, sean estáticamente equivalentes a la 
fuerza P que actúa a lo largo del eje s. Considerando el equilibrio de un 
elemento tal como el mostrado en la figura 200, la componente en la direc- 
ción = de las fuerzas que actúan sobre la superficie del hemisferio es 


| 
Z = —(riseny +0, cos $) = 3B20(r2 + 22)2 


Para determinar 2 obtenemos la ecuación 
P = 2r 1 Zrir? + ei dy = 6rB E cos? y sen y dy = 2B 


de donde 
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Sustituyendo finalmente (c), obtenernos las siguientes expresiones para 
las componentes de la tensión producida por una fuerza P, que actúa 
normalmente sobre el plano limitante del sólido semiindetinido 


g, = Sa la — 2v) E > = a 2 — Bray 4 y 
n= AAA 
E a (201) 
Ea y a Es 
o4 == — 2r) (A+ he A ] 
MS S yat(y? — cl 


Esta solución es la análoga tridimensional de la correspondiente a la placa 
semiindefinida (véase el $ 33), 

5i consideramos el área elemental ma perpendicular al eje x (fig. 204), 
la relación entre las componentes normal y tangencial correspondientes 
a ese elemento, según las ecuaciones (201), será 


z : 
A (e) 


relación que nos dice que la tensión resultante pasa por el origen O, 
La magnitud de esa resultante es 

—_ up pa _3P cos y (202) 
: lr (ri +2! Ze (ri 4 22) ¡ 
Vemos, pues, que la tensión es inversamente proporcional al cuadrado de 
la distancia del punto en cuestión al de aplicación de la carga P. Imapgi- 
nemos una superficie esférica de diámetro d, tangente al plano « =Ú 
en el origen O. Para todo punto de esta superficie 


+2 =d' 00s* y le) 


de donde sustituyendo en (202), llegamos a la conclusión de que para 
todo punto de la esfera, la tensión total que actúa sobre los planos horizon- 
tales es constante e igual a 3P/2odP. 

Consideremos ahora los desplazamientos que la carga P provoca en 
el sólido semundefinido. Según las ecuaciones (178) para las componen- 
tes de la tensión 


u= er = 5 loo — p(e, + 0,)] 
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Sustituyvendo los valores de las componentes de la tensión, dadas por las 
ecuaciones (201), resultará 


(1-21 +29P 


A rEr 


| — 2» 


[so + e re + ya! (203) 


Las ecuaciones (178) permiten determinar los desplazamientos verticales ze 


di 1 

de E A 7 2 Pc, + eg)] 
dm. _ du _2(1+ vr. _ 0u 
5 = Wrz dz E dE 


Sustituyendo en las expresiones de las componentes de la tensión y del 
desplazamiento u los valores encontrados, obtenemos 


_ = E [511 + pirizlyo —- e == [3 Es (1 Ez 21)]2(+? + 2) 
A A E 


de donde, integrando, se tiene 
10 = ¿ELA ad A 2 — A (204) 


Para el plano límite (z = 0) los desplazamientos son 


| — 20(1 +... FU . 
(Weno == EZRA, (Was = (205) 


lo que nos dice que el producto zer es constante en el contorno. Por tanto, 
los radios que parten del origen y se encuentran en el contorno plano del 
cuerpo se transforman, a consecuencia de la deformación, en hipérbolas de 
asintotas Cr y Oz. En el origen los desplazamientos y las tensiones alcanzan 
un valor infinito, Para salvar las dificultades de aplicación, de las ecua- 
ciones halladas, podemos imaginar que el material próximo al origen es 
separado en un pequeño hemisferio, y que la fuerza concentrada P es sus- 
tituida por las fuerzas estáticamente equivalentes que se distribuyen sobre 
esa superficie, 


124. Sólido semiindefinido sometido a la acción de una carga 
distribuida sobre una zona de su plano limitante. Una vez obte- 
nida la solución correspondiente al caso de una fuerza concentrada que 
actúa sobre el contorno de un sólido semindefinido, podemos obtener, 
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por superposición, los desplazamientos y tensiones provocados por una 
carga distribuida. Consideremos el ejemplo sencillo de una carga distribui- 
da sobre un circulo de radio a (fig. 205) y estudiemnos el desplazamiento 
según la dirección de la carga de un punto M4M de la superficie del cuerpo, 


distante r del centro del circulo. Considerando el pequeño elemento de 
superficie cargada que se muestra rayado en la figura, limitado por dos 
radios que forman el ángulo dy y dos arcos de circunferencia de radios s 
y 5 + de, todos ellos con centro en M, la carga que actúa sobre este ele- 
mento es qs dyds y el desplazamiento correspondiente en MM, según (205), es 


(1 — q : sd da  (1-— E 
TE 5 a TE de de 


La flecha total se obtiene entonces por integración doble 


0 tl 


Integrando respecto a s$ y teniendo en cuenta que la cuerda mue tiene una 
longitud igual a 244? — Yi sen? y, resulta 


w= 0 fo a — yiseni y dy (a) 


donde y, es el valor máximo de y, es decir, el ángulo comprendido entre r 
y la tangente a la circunferencia. El cálculo de la integral (a), se simplifica 
introduciendo la variable angular 0 en lugar de la variable y. A la vista 
de la figura, se deduce que 


asen 0 =P sen y 
de donde 


a cos 9do o cos é de 
T GO8 y 


dy = 


—==5>= 
ra fl — Sen 0 
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sustituyendo en la ecuación (8) y recordando que Ú varía de O a 2/2, 
cuando y lo hace de U a y,, obtenemos 


ES 4(1 — + Ike a? cos? 6 d6 
L 


A A 
TE y ra 1 — (a2/)jsen! 6 TE 
EA e Ñ 
Ara tl 
0 e 1] Jo ay 1 — (al/r2) sen? 0 


Las integrales de esta ecuación reciben el nombre de integrales elibticas 
v el valor de las mismas para cualquier valor de a/r, puede ser encontrado 
en tablas!, 


Fi. 2306 


Para obtener la flecha en el contorno del circulo cargado, ponemos 
r = aq en la ecuación (206), obteniendo 


(10) ra — 4 (207) 


S1 el punto M se encuentra dentro de la superficie cargada, (fig. 206 a), 
podemos considerar de nuevo la flecha provocada por el elemento ravado 
sobre el que actúa la carga qs ds dy, La flecha total será, entonces, 


La longitud de la cuerda tr es 2a cos Ú y y varía desde 0 a 3112, de 
forma que 


'Viase por ejemplo, E, Jahnke y E. Emde, Funkiiorentafeín, Berlín, 190% a Peirce, Short 
Table of Integrals, 1910. 
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que teniendo en cuenta la igualdad a sen (6 = rsen y, nos da 


7 +1 dos poa A 39 da 2 
w e J qj1 sen y dy (208) 


La flecha puede, pues, calcularse para cualquier valor de la relación r/a, 
usando tablas de integrales elipticas. La flecha máxima se presenta, por 
supuesto, en el centro del circulo y su valor obtenido haciendo r = 
en (208), es 


A 


(209) 
Comparando este resultado con el correspondiente al contorno del círculo, 
vemos que la flecha de los puntos de ese contorno es 2/7 veces la flecha 
máxima!. Es interesante advertir que para una intensidad dada de la 
carga q, la flecha máxima no es constante sino que aumenta en propor- 
ción con el radio del circulo cargado. 

Podemos igualmente, aplicando el principio de superposición, calcular 
las tensiones. Consideremos, por ejemplo, las tensiones en un punto del 
eje s (fig. 2066). La tensión 4, producida en tal punto por una carga dis- 
tribuida sobre una corona circular de radio r y anchura dr, se obtiene 
sustituvendo en la segunda de las ecuaciones (201) 27 drq, en lugar de P. 
La tensión e; producida por la carga uniforme distribuida sobre la super- 
ficie del circulo de radio e, será entonces 


E 


E | 
d, = — J/ 3qr dra? 4 ¿A = qe ((1 + 2233 
0 


óú 


O, 
co 1+ a] 0 


Esta tensión es igual a —q en la superficie del cuerpo y disminuve gradual- 
mente cuando aumenta la distancia =. Para calcular las tensiones 0, y 0, 
en el mismo punto, consideremos los dos elementos | y 2 de la superficie 
cargada (fig. 2066), a los que corresponde una carga qr d 4 dr. Las ten- 
siones producidas por estas dos cargas elementales en un punto del eje x 
serán, con arreglo a la primera y tercera de las ecuaciones (201), 


' La solución de este problema fue obtenida por Boussinesq, loc. ct. Wéase también H. 
Lamb, Proc. London Math. 300, vol. 34, pue. 276, 1942; E. Terozawa, 7. Coll. Sen. Uno. 
Tokyve, vol. 37, 1916; F. Schleicher, Boutngentenr, vol, 7, 1926, y Boningensewur, vol. 14, páe. 242, 
1933, El estudio completo de este problema, así como el caso en que la carga es distribuida 
sobre un rectángulo, se encuentra en el trabajo de A. E. H. Love, Trans. Roy. Soc. (London), 
serie Á, vol 228, 1929, Las propiedades especiales de la deformación y la tensión en el caso 
general son señaladas por S. Way, yA Applied Mechanio CPrans. A.S.M.E.), vol. 7, páz. A-147, 
194), 
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de," = pena la — 2v) Z SE S (ri $ 2397 ] — arar +.) 


(e) 
sis nz dd | - - A 5 Cd a e ay! 


Las tensiones normales producidas en los mismos planos por las cargas 
elementales que corresponden a los puntos 3 y 4, son 


_ar de dr 


T 


aid (1 — 27) E LAA lr + ey 


(d) 
doy" = rar la — 2») E q ÓN ER eya! — Bray + 2] 


Sumando (e) y (4), obtenemos las tensiones producidas por las cuatro 
cargas elementales indicadas en la figura, las cuales son 


A 
: fe) 
A 


Para ontener las tensiones que la carga total uniformemente distribuida 
sobre la superficie del circulo de radio a produce, debemos integrar la 
expresión (e), respecto a e, entre los límites Ó y 112 y respecto a r entre 
O y e. Tenemos entonces 


Ds? = 01 = 2] [—2(1 + w)z(r* 4 id E + 5 4 252)" dr 


g AL+ me _ 2 3 
ao (all 


(0 


Para el punto O, centro del circulo cargado, las ecuaciones (6) y (f), nos dan 


= 1, Tp = 44 = — qu») 

Haciendo r = 0,3, obtenemos e, = 0% = —0,87. La tensión tangencial 
máxima en el punto O, en planos a 45 grados con el eje s, es igual a 0,1q. 
Admitiendo que la deformación plástica del material se produce cuando 
la tensión tangencial alcanza un cierto valor, se puede demostrar que el 
punto Ó, arriba considerado, no es, entre los puntos del eje z, el más 
propenso a que tal tipo de deformación se produzca. La tensión tangen- 
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cial máxima en un punto cualquiera del eje s (fig. 2066) es, según las ecua- 


ciones (6) y (A, 


1 _2[1->% o 
3 (5 NN as) = Al 3 =P (1 + p) Va+ lo al (9) 


Esta expresión toma el valor máximo cuando 


z l a 
rr SA 


de donde 
HER 0 
Sustituvendo en (1), se tiene 
es q +54» VIE | (o) 
Suponiendo que + = (0,3, obtenemos, de las ecuaciones (4) y (%), 


¿ = 0,0350, Tmix = 0,339 


lo que nos muestra que la tensión tangencial máxima, en los puntos del 
eje 5, se produce a una cierta profundidad, igual aproximadamente a los 
dos tercios del radio del circulo cargado, y que la magnitud de este máxi- 
mo es aproximadamente un tercio de la presión uniforme q aplicada. 

Para el caso de una presión uniforme, distribuida sobre un cuadrado 
de lado 2a, la flecha máxima se da en el centro, siendo su valor 


Unir = 10% (V2 +1) er 2 2,24 en 2 210) 


La flecha en los vértices del cuadrado, es solamente la mitad de la corres- 
pondiente al centro y el valor medio de la misma es 


1 E 
Widba = 190 UL 


(211) 

Cálculos análogos han sido realizados pará el caso en que la presión uni- 

forme se distribuya sobre rectángulos, para diversos valores de la relación, 

o = afb, entre los lados. Todos los resultados pueden ser expresados en 

la forma! 

Pl — mi) 
EA 


donde m es un factor numérico que depende de «, .4 es el valor del area 
y P la carga total. 


W mod == is (212) 


Véase Schleicher, loc. ett 
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TABLA DE VALORES DEL COEFICIENTE M DE La ECUACIÓN (212) 


ze 
b 


Rectángulo con diversos valores tí - 


Warios valores del factor + son dados en la tabla adjunta. Puede observarse 
que para un cierto valor de la carga P y del área 4, las flechas aumentan 
cuando la relación entre el perimetro y el área de la superficie cargada 
disminuye. La ecuación (212), se usa a veces en el estudio de las deforma- 
ciones que se producen en las fundaciones! de las estructuras. Si se quiere 
que sean iguales las flechas en las distintas partes de la estructura, la pre- 
sión media sobre la fundación debe guardar una cierta relación con la 
forma y área de la superficie cargada. 

En el estudio precedente hemos supuesto que la carga era un dato, 
obteniendo los desplazamientos por ella producidos. Consideremos ahora 
el caso en que son conocidos los desplazamientos y donde es necesario 
encontrar la correspondiente distribución de presiones sobre el plano lmi- 
tante. Tomemos, por ejemplo, el caso de un punzón cilindrico perfecta- 
mente rígido, de base circular, el cual es aplicado contra el plano limitante 
de un sólido semiindefinido. En un caso tal, el desplazamiento «+ es cons- 
tante en toda la base del punzón. La distribución de presiones, por el 
contrario, no lo es, viniendo dado su valor por la ecuación * 


4 Pp 
2 ira yal — y? 


en la que P es la carga total aplicada por el punzón, e el radio del mismo 
yr la distancia del centro del circulo al punto que se considera. Esta dis- 
tribución de presiones no es, como $e ve, uniforme, siendo el valor minimo 
de la misma, que se da en el centro (r = Ú) 


E 
21g* 


(213) 


Finin - 


valor, que es igual a la mitad de la presión media sobre el área circular 
de contacto, En el contorno de la superficie de contacto (r = a) la presión 
es infinita. En los casos reales, se producirá una deformación plástica del 
material a lo largo de esa periferia, Este tipo de deformación es, sin em- 
bargo, de carácter local, no afectando sustancialmente a la distribución 


Véase Schleicher, der, cr 
2 Esta solución fue dada por BHoussinesg, foc. cit. 
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de presiones (213) en los puntos distantes de la circunferencia que limita 
la zona cargada. 
El recorrido del punzón está dado por la ecuación 


_Pl-» 
YE 


Ñ 


(214) 


que nos indica que para un determinado valor de la presión media sobre 
el plano limite, la deformación aumenta en proporción inversa al radio 
del punzón. 

La flecha correspondiente al caso de una distribución umforme de 
presiones, que damos con fines comparativos, es [ecuación (208)] 


* w02rr dr a : 
Wined = Jo vor = 10 P11—.) a 0,54 EU — 1 


qa Bi E E A 
El valor de la misma difiere poco del recorrido (214) correspondiente a 
un punzón perfectamente rigido. 


125. Presión entre dos cuerpos esféricos en contacto. Los 
resultados del párrafo precedente pueden ser usados al estudiar la dis- 
tribución de presión entre dos cuerpos en contacto!, Supongamos que 
en el punto de contacto la superficie de estos cuerpos sea esférica, con 
radios R, y Ra (fig. 207). S1 tales cuerpos no ejercen ninguna presión el 
uno contra el otro, el contacto se reduce al punto O, Las distancias del 
plano tangente en O a puntos tales como el M y el YN, situados en la sec- 
ción meridiana de las esferas, a pequeña distancia? r de los ejes 2, y 2x, 
pueden ser expresadas con suficiente exactitud mediante las fórmulas 


sn a (a) 
— aaa ZÉ O E 


y la distancia mutua entre estos puntos es 


y ma y Y 1 a FE y EE) | 
ste ro (a + y) E 6) 


En el caso particular del contacto entre una esfera y un plano (fig, 208 a), 
R, = % y la ecuación (6) de la distancia MN nos da 


q 


SE (e) 


! Este problema fue resuelto por H. Hertz, £ Math. (Crelles Fl, vol. 92, 1881. Véase 
también H. Hertz, Gesammelte Werke, vol. 1, púg. 155, Leipeig, 1895, 
*r es pequeña comparada con A, y Ro. 
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En el caso de contacto entre una bola y una superficie esférica (figu- 
ra 2085), R, es negativo en la ecuación (6), resultando 


La = 721 = ET: 2 (en) 


51 los cuerpos son comprimidos uno contra otro en la dirección de la 
normal en O, por una fuerza P, se producirá una deformación local en 
la vecindad del punto de contacto, que extenderá ese contacto sobre una 
pequeña superficie de contorno circular llamada superficie de contacto, 


Fic, 207 


Suponiendo que los radios de curvatura R, y Rs sean muy grandes com- 
parados con el radio del contorno de la superficie de contacto, podremos 
aplicar, al estudiar la deformación local, los resultados anteriormente obte- 
nidos para cuerpos semindefinidos. Sea +0, el desplazamiento, provocado 
por la deformación local según la dirección 2,, de un punto tal como el M4 
perteneciente a la superficie de la bola inferior (fig. 207) y t6. el mismo 
desplazamiento, según la dirección zs, para un punto tal como el N de 
la bola superior. Suponiendo que el plano tangente en O permanece in- 
móvil durante la compresión local, dos puntos cualesquiera situados en 
los ejes 3, y xs, a distancias? grandes de O, se aproximarán entre sí una 
cierta cantidad « como consecuencia de la compresión y la distancia entre 
dos puntos tales como My N (fig. 207) disminuirá en a — (30, + ts). 
51 además, suponemos que estos puntos Moy N caen dentro de la super- 
ficie de contacto, tendremos 


a —= (101 + wa) = 21 E 21 = Br? (dí) 


donde f es una constante cuyo valor depende de los radios K, y Rs y 
viene dada por las ecuaciones (6), (e) o (e). Basándonos, pues, en consli- 


' Distancias tales que las deformaciones provocadas por la compresión en estos puntos 
pueda ser despreciada. 
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deraciones geométricas, encontramos que para todo punto de la superficie 
de contacto, 


wi | Ye = a — fir? (e) 


Consideremos ahora las deformaciones locales. Según la condición de 
simetria, puede deducirse que la intensidad, q, de la presión ejercida entre 
los dos cuerpos en contacto y la deformación correspondiente, son simé- 
tricas respecto al centro O de la superficie de contacto. Suponiendo que 
la figura 2064 represente la superficie de contacto y que MM sea un punto 


(6) e Ez 


Fl, 208 


perteneciente a la superficie de la esfera inferior, el desplazamiento to, 
de este punto, según lo obtenido anteriormente, será 


] _(l—» 
donde la integración se extiende sobre toda el área de contacto y ", Él, 


son las constantes elásticas de la bola inferior. Una fórmula análoga se 
obtiene también para la bola superior. Tenemos entonces 


we + = (la + ksifa de de (9) 
en donde 

A a _1—» 

k; = AE, >” kz E ria (216) 


De las ecuaciones (e) y (g) resulta 
E, + k0fJq ds de = a — gr? (h) 


Debemos, pues, encontrar una expresión para q que satisfaga la ecuación (4). 
Demostraremos que esta exigencia queda satisfecha si suponemos que la 
distribución de presiones q, en la superficie de contacto, obedece a una 
ley que viene representada por las ordenadas de un hemisferio de radio a, 
construido sobre la superficie de contacto. 51 q, es la presión en el centro O 
de dicha superficie, tendremos que 


d = ka 
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donde A = q/a, es un factor constante que indica la escala con que hemos 
representado la distribución de presión. A lo largo de una cuerda um, la 
presión q varía como se indica en la figura 206 mediante la semicircun- 
ferencia a trazos. Realizando la integración a lo largo de esta cuerda, 


obtenemos 
| lo — Y 
il q ds = rm A 


donde 4 es el área del sernicirculo señalado por la linea a trazos que es 


e A] £ E o ñ 
igual a ue — sen? y). Sustituvendo en (4%), llegamos a 


de k: - ú Ye 
pc - 2140 li (a? — risen? y) de = a — fr 
o 
y de ahi 
5 
(ka + ha) EE (2a? — 12) = a — fr? 
Esta ecuación debe ser cumplida para cualquier valor de r, y por tanto, 
la distribución de presiones que habiamos supuesto es la correcta si se 


dan las siguientes relationes entre el desplazamiento « y el radio a de la 
superficie de contacto. 


a = (Ea + Ego 5 
(217) 
E 
a= (dez h ko) á8 


El valor de la presión máxima, qu, se obtiene igualando la suma de las pre- 
siones que actúan sobre el área de contacto a la fuerza de compresión P. 
Considerando una distribución hemisférica de presión, obtenemos 


Dt 
> gra  P 
de donde 


ap | 

g Dra (218) 

lo que nos dice que la presión máxima es 1,5 veces la presión media sobre 
la superficie de contacto. Sustituvendo en las ecuaciones (217) y tomando, 
según la ecuación (6), 


p=E+ Ro 
2R;R; 
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encontramos, para el caso de contacto de dos esferas (fig. 207), 


BP: +HEDRiRos 
Na Ri +Ha 
e (219) 
_ OPE + ER, + E») 
“16 RR: 


Suponiendo que las dos esferas tienen las mismas propiedades elásticas 


y haciendo r = 0,3, resulta 
e 
PRE, 
2,100 ES 


E ol 


tl 


dí 
(220) 


E = 


La presión máxima correspondiente es 


3P 2 Top: (EE EY 
qu = 2 = (388, /PE?* RRA (221) 


En el caso de una bola oprimida contra una superficie plana, suponiendo 
que las propiedades elásticas de los materiales de ambos sólidos sean las 
mismas, encontramos, sustituyendo R, = « en (220) y (221) 


PR, TP PR 
= ] 109. [5 E? x= 1,23 E*Ry quo = 0,385 Ry (222) 


Las ecuaciones correspondientes al caso de una bola apretada contra un 
asiento esférico (fig. 208 6) se obtienen, dando a R, signo negativo. 
Conocida la magnitud de la superficie de contacto y las presiones que 
actúan en ella, podemos calcular las tensiones mediante el método des- 
arrollado en el $ 124*, Los resultados de estos cálculos para puntos de 
los ejes Oz, y Oz son mostrados en la figura 209. La presión máxima, qu, 
que se da en el centro de la superficie de contacto es tomada como unidad 
de tensión. El radio a de la superficie de contacto, es tomado como unidad 
en la medida de las distancias a lo largo del eje s. La tensión máxima es la 
tensión de compresión o, que se da en el centro de la superficie de con- 
tacto, pero las otras dos tensiones principales o, y e, en el mismo punto 
1 + 2r 
2 
máxima, determinante de la deformación plástica de materiales tales corno 


son iguales a 6. Resulta entonces, que la tensión tangencial 


! Tales cálculos fueron realizados por A. MX. Dinmik, Bull Polytech. Inst, Kie, 190%. 
Véase también M. T. Huber, Ana. Plevsik, vol. 14, 19H, pág. 153; S. Fuchs, Phyvsik. Z., vol. 14, 
pág. 1282, 1913; M. €. Huber y 3. Fuchs, PhysikA. £., vol. 15, pág. 2985, 1914; W. B. Mo ton 

L. J. Close, Phi. Mag., vol. 43, pág. 320, 1922, 
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el acero, es, en este punto, relativamente pequeña. El punto en que se 
presenta la máxima tensión tangencial se encuentra en el eje s, a una 
profundidad aproximadamente igual a la mitad del radio de la superficie 
de contacto, Dicho punto debe ser considerado como el más débil en el 
caso de que tratemos con materiales tales como el acero. La tensión tan- 
gencial máxima en ese punto (para + = 0,3) es, aproximadamente, 0,41g,. 


Fic. 200 


En el caso de materiales frágiles tales, por ejemplo, como el vidrio, 
la posibilidad de fractura del material viene determinada por la máxima 
tensión de tracción. Esta tensión se presenta en la circunferencia limite 
de la superficie de contacto. Actúa según la dirección radial v tiene el valor 


(1 — 2») 


Tp = —3 o 


La otra tensión principal que actúa según la dirección circunferencial, 
es igual, en valor absoluto, a la tensión radial citada, pero de signo opuesto. 
Tenemos, pues, que el contorno de la superficie de contacto, donde la 
presión normal sobre la superficie se anula, se encuentra sometido a un 
esfuerzo constante de valor (1 — 2/3. Haciendo r = 0,3 este valor es 
0,1339. Esta tensión es muy inferior a la máxima tensión tangencial calcu- 
lada anteriormente, pero es superior a la tensión tangencial que actúa en 
el centro de la superficie de contacto, donde la presión normal es máxima. 

Con el fin de verificar la validez de los resultados teóricos de Hertz, 
para materiales que siguen la ley de Hooke y para tensiones inferiores 
al límite elástico, han sido realizados muchos ensayos!. 


' En el trabajo de G. Berndt, Z, tech. Phvsik, vol. 3, pág. 14, 1922, pueden encontrarse 
las referencias relativas 4 este asunto. Véase también Harndbuch der phvsialischen und tech- 
nischen Mechanih, vol, 3, pág. 120. 
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126. Caso general de presión entre dos cuerpos en contacto”, 
El caso general de la compresión entre dos cuerpos elásticos en contacto, 
puede ser tratado de igual manera que el caso de cuerpos esféricos que 
acabamos de estudiar. Consideremos el plano tangente en el punto de 
contacto O, como plano xy (fig. 207). Las superficies de los cuerpos en la 
vecindad del punto de contacto, despreciando infinitésimos de orden su- 
perior, pueden ser representadas por las ecuaciones? 


2 = Aye + Ary + Ay? 
2 = By? + Buzy + Buy? 


La distancia entre dos puntos tales como My N es, entonces, 
21 + 22 = (A + By? + (de + Baxy + (Aa + Baly? (b) 


Tomando como direcciones x e y, aquellas que anulan el término que 
contienen el producto xy, cosa siempre posible, resulta 


a +2 = Ax! + Ey (e) 


donde A y B son constantes cuvo valor depende de la magnitud de las 
curvaturas principales de las superficies en contacto y del ángulo formado 
por los planos de curvatura principal de las dos superficies. Si R, y R/' 
imdican los radios principales de curvatura en el punto de contacto de 
uno de los cuerpos y Ra y Ra” los del otro”, y si pes el ángulo comprendido 
entre los planos normales a los que pertenecen las curvas de curvatura 1/R, 
y 1/Rz, las constantes 4 y B vendrán determinadas por las ecuaciones 


(a) 


1f1 1 ] 1 


1181 1 Y 1 LY 
pal) + (5-7) E 


1 1 1 1 4 
el aa a nr 
pus] a 7) (E 22) cos 2 | 


Se puede demostrar que en la ecuación (c) 4 y B tienen el mismo signo, 
deduciéndose, por tanto, que todos los puntos separados por igual dis- 
tancia 2, + 23, se encuentran en una elipse. Ocurre, pues, que al com- 
primir entre si dos cuerpos según la dirección normal al plano tangente 


- 


' Esta teoría fue desarrollada por Hertz, loc. cif. La fuerza tangencial y el par de torsión 
en el contacto son considerados por KR. D. Mindlin, Y. Applicd Mechanics (Tras, ASME.), 
vol. 16, pág. 259, 1949, 

- 5e supone que el punto ( no es punto singular de las superficies de los cuerpos, siendo 
redondeada la superficie advacente al punto de contacto, pudiendo ser considerada como de 
segundo prado. 

La curvatura de un cuerpo es considerada positiva $1 el centro de curvatura corres- 
pondiente se encuentra en el interior del sólido. En la figura 207 las curvaturas de los cuerpos 
30n positivas, En la figura 2086, la del asiento esférico es negativa. 
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en O, la superficie de contacto que se forma tendrá un contorno eliptico. 
Dando a «, 201, 202, el mismo significado que en el párrato precedente, 
se tendrá, para los puntos de la superficie de contacto, 


e e E E 
o bien, (e) 
Wi + We = a — Ax? — By? 


lo cual es resultado de simples consideraciones geométricas. Consideremos 
ahora la deformación local en la superficie de contacto. Supomendo que 
dicha superficie es muy pequeña y aplicando la ecuación (205), obtenida 
para cuerpos semiindefinidos, la suma de los desplazamientos +, Y 4 
de los puntos de las superficies de contacto será 


A a ES $) 


donde qd44, es la presión que actúa sobre un elemento infinitamente pe- 
queño de la superficie de contacto, y r la distancia de este elemento al 
punto que consideramos. La integración debe extenderse a toda la super- 
ficie de contacto. Empleando las notaciones (216) y haciendo uso de (e) 
y (f, obtenemos 


d+ to ff = 0 — Ar — By? (g) 


Muestro problema, ahora, es obtener la distribución de presiones q que 
satisfaga la ecuación (2). H. Hertz demostró que este requisito queda satis- 
fecho, suponiendo que la intensidad de las presiones q en la superficie de 
contacto, es la representada por las ordenadas de un semielipsoide cons- 
truido sobre la superficie de contacto. La presión máxima se presenta, 
como es natural, en el centro de-la superficie de contacto. Llamándola q 
y señalando con las letras a y b los semiejes del contorno elíptico de la 
superficie de contacto, la magnitud de la presión máxima se obtiene a 
partir de la ecuación 


= ffg dA = 4rabgo 
de donde se deduce 


= (223) 


eS 


fo =; 


Vemos, pues, que la presión máxima es 1,5 veces la presión media sobre 
la superficie de contacto. Para calcular esta presión debemos conocer el 
valor de los semiejes a y b. Realizando un análisis análogo al efectuado 
para cuerpos esféricos, resulta 
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—— 


Sr Piti +3 
a =m Na ena 


Br Pi + ka) 
4 (14+B) 


(224) 
b="m 


donde 4 + B está determinada por las ecuaciones (d) y los coeficientes 
y m3 son números que dependen de la relación (B — 4)(4A + B). Usando 
la notación 

EB- 

cos 0 = =— h 

AFB y 
los valores de mm y 1, para distintos valores de €, son los dados en la tabla 
sigutente?: 


| | | 
| 350 | “io 59 | 559 | 609 | 659 | PQ | 75 g5n 


| 900 


12,731 2, 397/2, 136/1,926/1 754 1 611 1,486/1,378/1,284/1,202/11,128/1,061/1,000 
10,493/0,530/0,567 |0 6040, 641 0,6781 0, 717/0,759/0,802 lo, 3246/0,893/0,944 p 000 


A E A 


Considerando, por ejemplo, el contacto de una rueda de llanta cilindrica 
de radio R, = 400 mm con un rail cuyo hongo tiene un radio Ra = 306 mm 
encontramos, sustituyendo R,' = R,' = 00 y y = all en las ecuaciones (d) 


A+8B=00733 B-—A= 0,0099 cos 4 = 0,135 06 = 82015 
Usando la tabla anterior e interpolando, obtenemos 
m = 1,098, n =0/$18 


Sustituyendo las ecuaciones (224) y haciendo E = 2100 000 kg/cm” y 
r*= 0,25%, resulta 


a = 0,00946 YP, — b=0,00792 /P 
Para una carga P = 40% kg 
a = 0,240 cm = 0,201 cm área de contacto zab = 0,152 cm! 


y la presión máxima en el centro es 


4 P 


du = 2h = 4036 kg/cm? 


' Esta tabla ha sido tomada del trabajo de HL. L. Whitremore y 5, N, Petrenko, UL 5. Bur. 
Stomdards, Tech, Paper, 201, 1921, 

* 51 * aumenta de 0,23 a 0,30, los semiejes 24) disminuyen aproximadamente en un 1%, y 
la presión máxima q aumenta aproximadamente en un 2%, 
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Una vez conocida la distribución de presiones, podemos calcular la 
tensión en cualquier punto *. Se comprueba, de esta forma, que el punto 
con máxima tensión tangencial está en el eje , a una cierta profundidad z,, 
pequeña, que depende de la magnitud de los semiejes a y b. Por ejemplo: 
A = 0,44, cuando bla = l; y 2, = 0,244 cuando bla = 0,34, Los valores 
correspondientes de la máxima tensión tangencial (para yr = 0,3) son 
Tmáax = 0,31, Y Tmsx = 0,329, respectivamente. 

Considerando los puntos de la superficie eliptica de contacto y tomando 
los ejes x e y en la dirección de los semiejes e y b, respectivamente, las 
tensiones principales en el centro de la superficie de contacto son 


b 
da = —2rgo — (1 — 20 al 
a 
0 = 2090 — (1 — 2000 + (E) 
n= —g 
En los extremos de los ejes de la elipse, resulta 1, = —0, Y Try = 0, 


La tensión de tracción según la dirección radial, es igual a la tensión de 
compresión según la dirección circunferencial, En estos puntos, pues, 
tenemos una solicitación de esfuerzo cortante, El valor de la misma para 
los extremos del eje mavor (x = +a, y = 0) es 


r= (1 — 240 E E arctgh g — 1) (0) 
v para los extremos del eje menor (x= 0, y = +b) 
B B E 
7=(1- 22)g0 5 ( — 7 Areta s) (2) 


donde $ = bla y e = (l/aly'a? — 6%, Cuando bh tiende a e, el contorno 
de la superficie de contacto tiende a tomar la forma de una circunferencia 
y las tensiones dadas por (%), (1) v (1) se aproximan a las obtenidas en el 
párrato precedente para el caso de compresión entre dos esferas. 

Un estudio más detallado de las tensiones en todos los puntos de la 
superficie de contacto, muestra? que para e < 0,89 la máxima tensión 
tangencial viene dada por la ecuación (0). Para e > 0,89 la tensión tangen- 
cial máxima se presenta en el centro de la elipse y se calcula mediante 
las ecuaciones (4). 

Aumentando la relación a/b, obtenemos elipses de contacto cada vez 


Tales estudios han sido realizados por el profesor MN, ML. Belajef, véase Bull. fust, Engr- 
necrs af Ways of Communications, Sun Petersburgo, 1917, y Menoirs on Theorv of Structures, 
San Petersburgo, 1924; véase también H, R. Thomas y V. A. Hoerseh, Univ, Illinois Eng. 
Expt. Sta., Bull, 212, 1930, y G, Lundberg y F. K. G. Odqvist, Proc. Ingeniórs Wetenshaps 
Akad., núm. 116, Estocolmo, 1932. 

¡Wéase Belajef, loc. ell. 
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más estrechas y en el limite ajb = %0 se produce el caso de contacto de 
dos cilindros de ejes paralelos?. La superficie de contacto es ahora un 
rectángulo estrecho. La distribución de presión q a través de la anchura 
de la superficie de contacto (fig. 210), está representada por una semielipse. 


Fic. 210 


Si el eje x es perpendicular al plano de la figura, 6 es la mitad de la anchura 
de la superficie de contacto y P”, carga por unidad de longitud de super- 
ficie de contacto, estará dada, conforme a la distribución de tensión semi- 
elíptica, por 


P" = ¿rbqo 


F 


q == (225) 


de donde 


El estudio de la deformación local nos da para la cantidad b la expresión 


24 1P"(k, + ka) RiRz 976 
di Vo El+Es: 1220) 


donde R, v R,, son los radios de los cilindros y £, y £, constantes definidas 
por las ecuaciones (216). S1 ambos cilindros son del mismo material y 


r = 0,3, resulta 
[ PRiR, 
= A 221 
LA + E (227) 


' Una deducción directa de este caso con la consideración de la fuerza tangencial de con- 
tacto es dada por H, Poritsky, F. Applied Mechanics (Trans. A.S.ME.), vol. 17, pag. 191, 1950, 
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Si los radios son iguales, R, = R, = 


¿100 E (228) 


Para el caso de contacto de un cilindro con una superficie plana 


b = 1,52 ES (229) 


Llevando el valor de 6 que da la ecuación (226) a la (225), obtenemos 


_ [PR +R) 
0 Nr(k, uE E RiRs e 


Si el material de ambos cilindros es el mismo y r = 0,3 


go = 0,418 a (231) 


En el caso del contacto de un cilindro con un plano 


go = 0,418 (232) 


Una vez conocida q y 6, pueden calcularse las tensiones en cualquier 
punto. Estos cálculos muestran! que el punto con máxima tensión tan- 
gencial se encuentra en el eje < a una cierta profundidad. La variación 
de las componentes de la tensión con la profundidad, para y = 0,3, es la 
mostrada en la figura 210. La tensión tangencial máxima se da a la pro- 
fundidad s. = 0,78b y su valor es 0,304. 


127. Choque de esferas. Los resultados de los dos últimos párrafos, pueden 
ser utilizados en el estudio del choque de cuerpos elásticos, Consideremos, como 
ejemplo, el choque de dos esferas (fig. 211) Tan pronto como las esferas entran 
en contacto en el punto O *, la fuerza de compresión FP comienza a actuar cambiando 
las velocidades de las esferas. 51 0, y ve son los valores de estas velocidades, las ace- 
leraciones que definen la variación de las mismas, vienen dadas por las ecuaciones 


du d 
ma E = —P, Tia . = —P (e) 
en las que m, y ma señalan las masas de las esferas. Sea e la distancia que las dos 
esferas se aproximan como resultado de la compresión en (O. La velocidad de esta 
aproximación será 
a =144 +0 
Véase Belajef, loc. cit. 


* Suponernos que los movimientos tienen lugar a lo largo de la recta que une los centros 
de las esferas. 
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que, empleando las ecuaciones (a), queda 


pre ma (b) 


Las investigaciones realizadas muestran que la duración del choque, es decir, el 
Bempo durante el cual las esferas permanecen en contacto es muy grande comparado 


Fic. 211 


con el periodo de la vibración de más baja frecuencia de las esferas'. Las vibra- 
ciones pueden ser, por tanto, despreciadas, pudiendo suponerse que la ecuación (219) 
establecida para conidiciones estáticas, sigue siendo válida durante el choque. Em- 
pleando las notaciones 


_a¿ 18 RR Muy + mn | 
"Wire * “mm (e) 


obtenemos, a partir de (219), 


E (di 
y la ecuación (6) se convierte en 
dá = —nñya! (e) 


Multiplicando ambos miembros de esta ecuación por a, resulta 


Hd(d)! = —nnja! de 


que integrando, nos da 


Hat — 0) = —¿Enm M 


dende + es la velocidad de aproximación de las dos esferas en el momento inicial 
«del impacto, Si hacernos « = Ó en esta ecuación, obtenemos la aproximación de las 
esferas en el instante de máxima compresión a, la cual es 

stoy 


a (9) 


Con este valor, podremos calcular, a partir de las ecuaciones (219), la máxima fuerza 
de compresión P que actúa entre las dos esferas durante el choque y el radio corres- 
pondiente € de la superficie de contacto. 

La duración del impacto se calcula escribiendo la ecuación () de la forma siguiente 


de 


dl . al 5 al 


E Lord Rarleigh, Phil Meag., serie 6, vol 11, pág. 283, 1906, 
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o bien escribiendo «je =x y empleando la ecuación (8) 


20 e 
tl — (7) 4 
de donde se deduce que la duración del qe cs 
- 2 dl 
ES = 291 y 
Lo yw T- (5) s E 


En el caso particular de dos esferas iguales, realizadas con el mismo material, y de 
radio R, se tendrá, con arreglo a la ecuación (g), 


IA 
eE a e) R 


is = y 4 RR 


donde + señala la densidad de las esferas. 

Como vemos, la duración del choque es proporcional al radio de las esferas 
e inversamente proporcional a (1P'", Este resultado ha sido verificado por varios 
investigadores'. En el caso de barras largas con extremidades esféricas, el periodo 
de la vibración fundamental puede ser del mismo orden que la duración del choque, 
por lo que el estudio de la compresión local en el punto de contacto, debe tener 
en cuenta tales vibraciones”. 


(234) 


123. Deformación de un cilindro circular cargado simétricamente, 
Con el fin de estudiar el caso del cilindro circular sometido a la acción de fuerzas 
aplicadas sobre la superficie lateral del mismo y distribuidas simétricamente con 
respecto a $4 eje, Introducimos una función de tensión $ en coordenadas cilindricas 
y aplicamos la ecuación (180%, Esta ecuación es satisfecha si tomamos como fun- | 
ción de tensión 4 una solución de la ecuación 

E 1 
9,106 , 0% _ 


art +; ar * qa (a) 


solución que puede tener la forma 
$ =fi(risen kz (+) 


en la que f es función de r solamente. Sustituvendo (6) en (a), obtenemos la siguiente 
ecuación diferencial ordinaria para la determinación de (1) 


def 


E 0 (o) 


Far 


'NL. Hamburger, W;iéd. An, vol. 28, pág. 653, 1886; A. Dinnik, $. Russ. Phys. Chem. 
Soc., vol, 38, pág, 242, 1906, y val. 41, pág. 57, 1909, Otras referencias de la bibliografía que 
tratan sobre el tema son dadas co Handbuckh der phvskalischen und technischen Mechanik, 
vol. El pig. +82, 1927. 

* Véase página 495, El impacto longitudinal de varillas con extremos estéricos ha sido 
estudiado por J. E. Sears, Proc. Combridge Phil, Seoc., vol. 14, pág. 257, 1908, y Trans. Com- 
bridge Phil. S0£., vol. 21, pá: 49, 1912, El impacto lateral de las barras en el que se considera 
la compresión local fue estudiado por 5. Timoshenko, £. Math. Physik, vol 62, pág. 198, 1914. 

* El problema de la deformación de un cilindro circular sujeto a la acción de fuerzas 
aplicadas sobre su superficie, fue tratado por primera vez por L, Pochhammer, Crelles F, 
vol 81, 1876, Varios problemas de deformación simétrica de cilindros fueron estudiados por 
C. Chree, Trons Combridge Phil Sac., vol. 14, pág. 250, 1889. Véase también el trabajo de 
L. 3. G. Filon, Trers, Rey. Sac. (London!, serie A, vol. 195, 1902, que contiene las soluciones 
de varias problemas de interés práctico, referentes a la deformación simétrica de un cilmdro. 
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Como integral de esta ecuación tormnmamos la serie 
A (0 


que sustituida en la ecuación (0), nos da la siguiente relación entre los coeficientes 
de la misma: 


(2n)%., — Bar 0 


Despejando, obtenemos 


1 El EA 
4 * 730 41 = 4 gn 


Sustituyendo estos valores en la serie (d), resulta 


| e Ju 
rd o ES E 


La segunda integral de la ecuación (c), puede ser expresada también en forma de 
una serie y se puede demostrar que toma el valor infinito cuando r = 0, por lo que 
no deberá ser considerada al estudiar la deformación de un cilindro macizo. La serie 
contenida en el paréntesis de la ecuación (e) es la función de Bessel de orden cero 
y de argumento imaginario, ¿kr!. En lo que sigue, esta función será designada con 
la notación ¿o(ikr), escribiendo la función de tensión (6 de la forma 


$ = 00d a0ikr) sen ke ¡e 


La ecuación (180), tiene también soluciones diferentes de las de la ecuación (a). 
Una de ellas puede deducirse de la función ¿i(íkr). Derivando, obtenemos 


dl ikr) dr Cl Ript hi0 
| Mit tr 00] 


din A (a 


derivada de signo negativo, que recibe el nombre de función de Bessel de primer 
orden y que se denota por J (ie). Consideremos ahora la función 


d : : kt? Epa kipi 
A O 
Por diferenciación se demuestra que 
$. 1d : 
(ati PA = 23atio) 


Recordando que Ja(ikr) es una solución de la ecuación (c), se deduce que f.(r) lo 


es de la ecuación 
q 1d A 1 df, 
=-— 22% 1 E a -. pl -z 
(5 + r dr K ) (ss E F dr jo) A 
Ási, pues, la solución de la ecuación (180) podrá adoptar la forma 


dy = eazsen ke(ikril (iker) (1) 


Combinando las soluciones (f) e (1) obtenemos la función de tensión 


o =sen talas ik) + art ter] ín 


' Acerca de la ecuación diferencial (0) y de las funciones de Bessel. pueden consultarse 
las obras siguientes: A, R, Forsyth, 4 Treatise on Dijferential Equations y A. Gray y G. B. 
Mathews, 4 Treatíse on Besel Functions. Tablas numéricas sobre las funciones de Bessel 
pueden encontrarse en E. Jahnke y F. Ermide, Funkrionentafelín tit Formeln und Kurven, Berlin, 
DUO, 
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que llevada a las ecuaciones (17%), nos da las siguientes expresiones para las com- 
ponentes de la tensión 
e. = 008 lan + Pa] (E) 
Ts = sen kar) + a1F,(r))] 


donde Fit), .... Fi(r) son ciertas funciones de r que contienen a Jolikr) y J GR. 
Usando las tablas de las funciones de Bessel, podremos calcular fácilmente los va- 
lores de Fm), ..., Fs (7), cualquiera que sen r. 

51 llamamos «€ al radio exterior del cilindro, las fuerzas aplicadas sobre su super- 
ficie estarán dadas, según las ecuaciones (%), por los siguientes valores de las compo- 
nentes de la tensión: 

e, = 005 kelaP (a) + a Prta)] (0 
re e sen kise Fila) + a Fi(o)] 


Eligiendo convenientemente las constantes £, dy, €, podremos estudiar diversos 
casos de carga simétrica. Llamando [a la longitud del cilindro y tomando 


RT 


¿ 


Gila) + abrirla) -. —An 
abla + Fa) =0 


obtenemos los valores de las constantes 4 y «e, para el caso en que una presión 
normal, A, cos (112318), actúa sobre la superficie lateral del cilindro. El caso en que 
n= 1 está representado en la figura 212, De ¡igual forma, podemos obtener la solu- 
ción para el caso en que fuerzas tangenciales de intensidad E, sen (rzs(5, actúan 
sobre la superficie del cilindro. 


Haciendo » =1,2, 3, ..., y usando el principio de superposición, obtenemos 
las soluciones correspondientes a los problemas en los que sobre la superficie del 
cilindro actúan presiones normales que pueden ser expresadas por la serie 


2. 
41 cos E + Ar cos 270 + Aa cos po (m) 
y fuerzas tangenciales expresables por la serie 
2 
Busen E + Basenoro + Basendro q e... (1) 


51, en lugar de la expresión (6), empleamos la función de tensión 4 
$ = fír) 002 kz 
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llegaremos, por un procedimiento análogo al anterior, a la siguiente función de tensión 
d = cos kol[ldoliterd + bnliter) Jfiker)) (6) 


en lugar de la expresión (1). Eligiendo convenientemente las constantes k, by, Ur, 
obtenemos la solución para el caso en que las presiones normales que actúan so- 
bre el cilindro, están representadas por una serie senoidal y las fuerzas tangenciales 
por una serie cosenoidal. Combinando las soluciones () y (9), tendremos, por tanto, 
cualquier distribución de fuerzas normales y tangenciales simétricas respecto al eje. 


E 
Fic. 213 


Al mismo tiempo, existirán ciertas fuerzas distribuidas sobre los extremos del cilin- 
dro. Añadiendo una tracción o una compresión, podremos conseguir siempre que 
la resultante de tales fuerzas sea cero, con lo que su efecto a alguna distancia de los 
extremos se hace despreciable en virtud del principio de Saint-Venant. Varios 
ejemplos de carga simétrica de cilindros son estudiados por L. N. G. Filon en el 
trabajo anteriormente citado”. Mosotros damos aqui los resultados finales, por él 
obtenidos para el caso mostrado en la figura 213. Se trata de un cilindro cuya lon- 
pitud es igual a se, que es sometido a una acción extensora mediante fuerzas cor- 
tantes, quese distribuyen uniformemente sobre la porción de superficie del cilindro 
que se muestra rayada en la figura. La distribución de la tensión normal o, sobre 
las secciones transversales del cilindro, es de interés práctico y la tabla adjunta da 
la relación entre estas tensiones y la tensión media de tracción obtenida dividiendo la 
fuerza total de tracción por el área de la sección recta del cilindro. Como puede verse, 
las tensiones locales de tracción, en la proximidad de las porciones cargadas de la 
superficie, disminuyen rápidamente al aumentar su distancia a las mismas, tendiendo 
al valor medio, 


x r=0Ú0 
O 0,689 0,719 0810 1,117 
0,05/ 0,673 0,700 0,786 1,163 
0,101 0,631 0,652 0,720 1,344 
0,151 0,582 0,594 | 0,637 2,022 
0,545 0,565 


1,368 


Loc. ct. Véase también 6. Pickect, Y Applied Mechontes (Trans AS MHL,E.), vol 11, 
pág. 176, 19H, 
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Otra aplicación de la solución peneral, expresada bajo forma de funciones de 
Bessel, es dada por A. Nádai al estudiar la flexión de placas circulares sometidas 
a una fuerza concentrada en el centro! (fig. 214). 


129, Cilindro circular sometido a la acción de una presión sobre una 
banda de su superficie, Cuando un anillo corto se encoge estando abrazando 
un eje, las fórmulas sencillas, válidas cuando anillo y eje tienen iguales longitudes, 
dejan de ser exactas. 5e obtiene una aproximación mucho mayor considerando el 
problema indicado en la figura 2154 de un cilindro largo, sómetido en la banda 
ABCD de su superficie, a la acción de una presión normal p. 


pia 


pj2 
Cer) ¿bl 
File. 214 Fic. 215 


La solución que buscamos puede obtenerse, evidentemente, superponiendo los 
efectos de las dos distribuciones de presión mostradas en la figura 2156. El pro- 
blerna básico, por tanto, es el correspondiente a la acción de una presión p/2 sobre 
la mitad inferior de la superficie cilindrica y de otra —p/2 sobre la mitad superior, 
En la solución que damos a continuación, se considera que la longitud del cilindro 
es infinita. 

3 comenzamos con la función de tensión dada en la ecuación (0) del $ 128, 
llamándo Jer) a LG, GEL Gr a GE y haciendo hh = aby, resulta 


$ = l[ofo(krj — krE kr db, eos £e (a) 


expresión que satisface a la ecuación (180) cualquiera que sea el valor de £. Si con- 
sideramos que É toma un cierto intervalo de valores, podemos hacer que b, dependa 
de £ y del incremento dk, escribiendo 


bi =F(E) de 


Llevando esta expresión a (a) y sumando todas las funciones de tensión asi obtenidas, 
Megaremos a una función de tensión más general que toma la forma 


qa pa " pla(kr) — krE AIN) enn kz de (0) 


Como veremos a continuación, es posible seleccionar la función fíA) de forma tal 
que la función de tensión nos dé la solución del problema. 
Según las ecuaciones (17%) las tensiones tangenciales serán 


Tr = / lok I (hr) — RE Ghr) — ki hr) 
¿ - 21 —= "(ENEE cos kz dk (e) 


LA. Nádai, Elastische Platten, pág. 315, 1925. 
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donde el signo prima indica diferenciación respecto a Ar. Esta tensión debe anularse 
en la superficie r = e. Poniendo r =«a en la expresión tontenida entre corchetes 
e igualando ese corchete a Ú, obtenemos una ecuación en y que nos da 


Ioíka) 


pp 2(1 = ») — da Li ka) (d) 
Las restantes condiciones de contorno $01 
0. =5 para r=4a,2 >=0 


p le) 
$ =—y para r=-az=<0 


El valor de o, obtenido a partir de (4), mediante las ecuaciones (179), es 


s =-— (ES [a — > — Hitin + (or E E) 1:(tr) | ESf(k) sen ke dk (7) 


Haciendo ahora uso del hecho de que 


Z para z > 
= sent 
JE de Ó paras =0 07) 
T 
— y Para z < 11] 
y multiplicando por p/7 obtenemos 

5 para 2 >0U0 

E LE dk = 0 para 3 =0 (x) 


- E para 2 <0 


donde los valores de la derecha corresponden a los valores de o, en el contorno, 
dados por (e). Las condiciones de contorno (e) quedan, por tanto, cumplidas si 
hacemos el segundo miembro de la ecuación (1), con r = e, idéntico con el primer 
miembro de la ecuación (15. Esto exige que 


pe E — Be — ado (ha) + (ra + £) Lia) | ESPE) Po. (i) 


ecuación que permite determinar f(%) Las componentes de la tensión se obtienen, 
entonces, a partir de la función de tensión (6), aplicando las fórmulas (179) y re- 
sultan ser integrales de la misma naturaleza que la de la ecuación (f). Valores, obte- 
nidos por integración numérica, pueden encontrarse en el trabajo de Rankin citado 
en la página 430, Las curvas de la figura 216 muestran la variación de las tensiones 
según la dirección axial para diversas distancias radiales, así como los desplazamien- 
tos superficiales. 

Tales curvas han sido tomadas del trabajo de Barton (véase la pág. 4301 habiendo 
sido obtenidas mediante un método que hace uso de las series de Fourier. A partir 
de estas curvas, se pueden obtener por superposición los resultados correspon- 


' Véase, por ejemplo, Ll $. Sokolnikoff, Advanced Colcilus, primera edición, pág. 362. 
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dientes al problema de la figura 215 en la manera explicada anteriormente. Las curvas 
de las tensiones y desplazamientos correspondientes a bandas de presión de diversas 
anchuras, son dadas en los trabajos citados. Cuando la anchura es igual al radio del 
cilindro, la tensión normal de dirección tangencial es en la superficie, y en el centro 
de la banda de presión, toma un valor superior en un 10 %, al de la presión aplicada 
siendo, naturalmente, una compresión. La tensión axial 6, en la superficie, en los 
puntos situados justamente encima de la banda de presión, es una tracción cuyo 
valor supera en un 45 %, al de la presión aplicada. La tensión tangencial 1,. alcanza 
el valor máximo, igual al 31,8%, de la presión aplicada, en los bordes 48 y CD 
de la banda de presión (fig. 215) y justamente debajo de la superficie. 


Fic. 216 


Cuando la presión es aplicada sobre toda la superficie lateral del cilindro, cual- 
quiera que sea la longitud del mismo, tenemos simplemente tensiones de compre- 
sión 7, Y 09 iguales a la presión, siendo 0. y 6, iguales a cero. 

De manera análoga, han sido obtenidas las soluciones correspondientes a una 
banda de presión actuando en un agujero de un sólido indefinido! y a una banda 
de presión sctuando en la proximidad de uno de los extremos de un cilindro macizo”. 


LE. J. Tranter, Quert Apolied Math, vol. 4, pág. 295, 146; O. L. Bowie, ibid, vol. 5, 
pág. 100, 1947. 
EC. J. Tranter y J. W. Cruggs, Phil, Mag., vol. 38, pág. 214, 1947, 
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130. Torsión de un sector de anillo de sección circular. Este problema, 
es de interés práctico por estar relacionado con el cálculo de tensiones en los resortes 
helicoidales de espiras cerradas. Consideremos un sector de anillo sometido, en la 
forma que indica la figura 217, a la acción de dos fuerzas FP iguales y opuestas, 


Fria, 217 


Estas fuerzas originan el mismo par M,= PR en todas las secciones rectas del 
anillo, Si las dimensiones de las secciones transversales son pequeñas comparadas 
con el radio RE, las fórmulas deducidas para la torsión de piezas prismáticas pueden 
ser utilizadas, con suficiente exactitud, para el cálculo de las tensiones. En el caso 


Fi, 218 Fic. 219 


de un resorte helicoidal grueso, las dimensiones de la sección transversal ya no son 
pequeñas y la diferencia de longitud entre las fibras circulares interiores y exteriores 
debe ser considerada. De esta forma, puede demostrarse que en los puntos interiores 
tales como el í, la tensión tangencial es considerablemente mayor que la dada por 
la teoría de la torsión de barras rectas'. Una solución más rigurosa del problema 
puede obtenerse aplicando las ecuaciones generales de la teoría de la elasticidad, 
cxpresadas en coordenadas cilíndricas? [ecuaciónes (170), pág. 344]. Admitiendo 
que en este caso de torsión las únicas componentes de la tensión no nulas son Tr. 
y 7, (fig. 218), deducimos, de las ecuaciones (170), 


Orrá Erás 2r, B 
ad eS 


=0 (a) 


!' Una teoría elemental de la torsión del sector de anillo fue desarrollada por Y. Roever, 
F.D.L, vol. 57, 1913. Véase también M. Pileram, Artill. Monatshefte, 1913. La determinación 
experimental de la tensión máxima, realizada mediante la medida de la deformación en la super- 
ficie del resorte, ha sido realizada por A. M. Wabhl, Trans. 4,5,M.É., 1923, 

* Esta solución es debida a O, Góbner, Ingemeur-Archiv., vol. 1, pág. 619, 1930; vol. 2, 
págs. 1 yv 381, 1931; vol. 9, pág. 355, 1935, 
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Consideremos ahora las ecuaciónes de compatibilidad (130) Según la figura 219 
resulta 

Tu Tb 200% A 

Try =7,p(cos? 9 sen? O) =>7,pc08 20 


Sustituyendo en la cuarta y quinta de las ecuaciones (130) y recordando que 


E= 4 + dp 7 of, (J 
obtenernos 
roo, 10ra Or 
dr? r dr + at q 0 (5) 
drr3 7 l dre ES e A 0 
j dr? r dr da yA 


Las cuatro ecuaciones restantes [véanse ecuaciones (2), pág. 385], son satisfechas 
como consecuencia de haber supuesto que e, =0p4 =0,=7,=0. El problema 
se reduce, por tanto, a la resolución de las ecuaciones (a) y (6), resolución para cuya 
obtención empleamos la función de tensión $. La ecuación (a) se satisface 51 tomamos 


_ GRS 2 CRA 
iia li dd (e) 


donde ( es el módulo de rigidez y R el radio del anillo. Sústituyendo (c) en las ecua- 
ciones (6), resulta 


ariar * qe r dr 
a fate e 34 
tE) 0 


des A 


de donde se deduce que la expresión contenida en el paréntesis debe ser una constante. 
Llamando a esta constante —2e, la ecuación para determinar la función de tensión q es 


0 dp 3d, - 
gr E Oe + 2 =0 (1) 


Introduciendo ahora las coordenadas ¿vw ¿en lugar de las r y < (fig. 218), definidas por 
E=R-—r, Foz 


encontramos que la ecuación (4), toma la forma 


3603 
e 5) o (e) 
A: 
Considerando ¿(R como una pequeña cantidad y empleando el desarrollo 
l A 
ay E 0 
R 


podremos resolver la ecuación (e) por aproximaciones sucesivas, Supongamos que 


E lg) 
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y determinemos du, $1, de, -, de forma tal que satisfagan las ecuaciones 


Pé y qe + 20 =0 


de aj? 
de 5 3 de h 
ae + +7 E 0 (A) 


dá , 0 Ps 3 o yA dede 
de 5 Eos * Rios 


A medida que el número de términos de la seric (8) aumenta, la suma de las ecua- 
ciones (Ah) se va aproximando más y más a la ecuación (e) y la serie (e) tiende a la 
solución exacta que corresponde a la función 4. Consideremos ahora las condicio- 
nes de contorno. La tensión tangencial en la periferia (fig. 218), debe ser tangente 
a la misma, por lo que 

Tra 008 (NE] — 7g 008 (N[) =0 


que empleando las ecuaciones (e), queda 


GR? fasdí , dede 
1 Vards * vids 


lo que demuestra que 4 debe ser constante en el contorno, condición que queda 
satisfecha empleando soluciones de las ecuaciones (4) que anulen a du, $1, da, +... 
en el contorno. 

Obtenidas du, di, «., llegaremos a las componentes de la tensión por aproxi- 
maciones sucesivas mediante las ecuaciones (e), Introduciendo las nuevas variables 
E y í, estas ecuaciones pueden ser expresadas de la siguiente forma 


= 0 


di 
a e di 2) ar” LU ( — E) dE (1) 
E Ri 
Usando ahora el desarrollo 
l 2£ 38 
Fw = ] + + + 
(2) 
y la serie (8), obtenemos como primera aproximación 
de ll : 
Creado =G >P rado = G E ) 


La segunda aproximación, deducida de (1), es 


cmmo[( +97] 


(ra) = G 16 + 29 e 260, +2] (k) 


Y ] a tercera 


+ 30 ES 20 as ¿95 


3 
(ra): =0 | (1 + SES 06 y 00 
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Apliquemos ahora este método general al caso particular de un anillo de sección 
circular de radio e. La ecuación del contorno (fig. 218) es 
pa =0 (nn) 


y la solución de la primera de las ecuaciones (%) que satisface la ecuación de con- 
torno, será 


dom — (EH Im a) 


La primera aproximación para las componentes de la tensión, deducida de las ccua- 
ciones (1), nos da 


Errala = —cGt, (rado = —eG E (1) 


distribución que comnmcide con la correspondiente a un eje de sección circular. El valor 
del momento que a tal distribución corresponde, es 


Mi = —ffírrai + rent) de de (0) 
que sustituyendo las ecuaciones (1), resulta 
cra! AMDo 
(Mor = dE e 


Para obtener la segunda aproximación, utilizamos la segunda de las ecuacio- 
nes (4h Sustiruyendo la expresión de ,, anterionmmente obtenida, encontramos 


EA 
ye dp e 

ecuación cuya solución, que satisface la condición de que $, se anule en el contorno, es 
a? C 
eE + nas 


Sustituyendo esta expresión en la ecuación (£), obtenemos la segunda aproximación 
para las componentes de la tensión: 


A. (o+3 Pio 


(m) 
rea = — [1+3 + - sh a ¿ñ (nm — a) | 


Remplazando dd, y $, en la tercera de las ecuaciones (4), se tiene 


Púa dis 
de Tas +3 570 


La solución de esta ecuación que cumple la condición de contorno es 


(E + 31 — 3a) =0 


Lo aa (8 + 59 — 1508 + 2 — al) 


E 
Empleando laz ecuaciones (1) obtenemos la tercera aproximación para las compo- 
nentes de la tensión 


S El 
(res)a = es + + a 07e + 591 — 1003) | 
15 E O El 


lot 
(102 = 00 | £ + Ez <p (5 — ir ta] 
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expresiones que sustituidas en (0) nos dan el momento de torsión córrespondiente: 


a E (r) 


Determinando a partir de está igualdad la constante e y sustituyéndola en las expre- 
siones (q), podemos obtener las componentes de la tensión expresadas en función 
del par de torsión (M,%. A lo largo del diámetro horizontal de la sección trans- 
versal del anillo (fig. 218) 7 =0, r,, =0, y según lá segunda de las ecuaciones (q) 
resulta z de di a 

] E. 13€ d a“f 
(r0)a = 06 (8 O 


Para el punto interior d, ¿= a, tendremos 


Para el punto exterior O, ¿ = —a, y entonces 


el Ae 
Cácd  20a ( ¿ET? 2) 


Conforme a la ecuación (r), los valores de estas tensiones resultan 


1494U6g 
( y: EEE Ja,74 
EE a ER 50] 
¡E 
- 16.2 
20, 50 Tal 
[roo 0er ix) 


El cálculo de ulteriores aproximaciones, muestra que la 
expresión final de la máxima tensión tangencial es la si- 
guiente!- 
la, 1[(eY 
2PR 1—(6/) "4 "IAE ] 
Ta? a (a¿Ep (235) 


GT (17 


(ras); = 


Fi. 220 


La figura 220 representa la distribución de las tensiones tangenciales a lo largo del 
diámetro horizontal para el caso en que a/R = 1/5. Asimismo, y con fin comparativo, 
se ha dibujado la primera aproximación obtenida por aplicación de la fórmula corres» 
pondiente a un árbol de sección circular?, línea de puntos. 

El método deserito, ha sido aplicado también al problema de la torsión de sec- 
tores de anillos de sección transversal elíptica y rectangular”. Para una sección 
cuadrada de lados iguales a 2a, la tercera aproximación da como tensión en el punto 
interior el siguiente valor: 


A a a 
Cros): = aa” (3 + 1,205 + 0.56 0) (230) 


* Esta fórmula le fue comunicada a S. Timoshenko por O, Góhner en una carta. 

? Las soluciones clementales anteriormente citadas [véase pú. +33), dan para [rp.) va- 
lores que concuerdan bastante bien con los resultados calculados mediante la ecuación (2135) 

20. Góbner, foc. cit. 
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131. Flexión simple de un sector de anillo de sección circular. El 
método de las aproximaciones sucesivas, empleado en la pregunta anterior, puede 
ser aplicado también al estudio de la flexión simple de un sector de un anillo de 
sección circular'. Al aplicar dos pares iguales y opuestos M en los extremos de un 
sector de anillo circular en la forma que indica la figura 221 (tales pares actúan 
en el plano de la curva central del anillo), se produce una deformación simétrica 
respecto al eje y y las tensiones tangenciales 1,0 Y Tes, en las secciones transversales 
meridianas, son nulas. Las cuatro componentes restantes de la tensión, deben satis- 
facer las ecuaciones de equilibrio que corresponden al caso de una deformación 
simétrica (véase $ 116) 


in 
rs ==0 de 
dr 


v también las respectivas ecuaciones de compatibili- 
dad [véanse ecuaciones (e) $ 116] 


E AE 


3 
e 0 rr E = (0 
za 140 
Vive + +5 = 0 
1 ae (b) 
e AI O 
Fic. 221 **14vwor 
z 1 2 
a a gr de 


Si se toma como ejemplo el caso de un anillo de sección circular constante, y se 
emplean las nuevas coordenadas ¿ y £ (fig. 218), definidas por 


EbmR=r  |=2 le) 


las ecuaciones (a) y (5) se convierten en 


cel ea JU Tania 


E dr E 00 (d) 
vid: po Bad E Ter == [) 
de “au. R—j 
o Oe de a 
a ed 
AR e Wero o 
as ap E —E0 (E — E)" A l ++ KR — EG (e) 
PA A a o 
ap 4. E—EeD0E 1 + wap 
a, Pra 1 OT; 1 1 ate 


A ES l A 


ea ide MS a ida 


Como primera aproximación, vamos a tomar la misma distribución tensional que 
se presenta en la flexión simple de barras prismáticas, Se tendrá, entonces, 

¡CAR mn ro, ” trado =(0 9 
(o), = —cEt 


 Góhner, loc. cil. 
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donde 


EM 
atE 


Para obtener la segunda aproximación, podemos despreciar los términos en ¿iR, 
va que ¿es pequeña comparada con R. Las ecuaciones (d) y (e) toman, entonces, 
la forma 


Ar, y gh _ BE 
E 


o lo (a) 
ER ET 
rd 
aro + (1+ 5) 5-0 | 
al07), + — a E (e7) 
to 


donde el simbolo 1 significa M0 + 0% 
Introduciendo ahora una función de tensión $;, satisfaremos las ecuaciones (d) 
1 tomamos 


Eg 
(ej, =p Ara a 
oa 
a (5) 
_ eE e 
tray — q dear 


Sustituyendo (2) en las ecuaciones (e) hallamos que la función de tensión $ deberá 
cumplir la ecuación 


2 
O () 


Las condiciones de contorno para $, se deducen de las ecuaciones (12). Puesto 
que el primer término de la expresión de (0 1 es cero en el contorno circular, y 


a E, dE 
resulta 
des d fa 
)-9 2 20) -0 


Tenemos, pues, que Cd0l y 66/02 son constantes a lo largo de la periferia y 
podemos admitir que $, y dei /de son cero en el contorno. La ecuación (2), junto 
con estas condiciones de borde, determina completamente la función de tensión $4. 
Es interesante destacar que la ecuación (%) y las condiciones de contorno arriba 
mencionadas son idénticas a las ecuaciones referentes al caso de la flexión de una 
placa empotrada en 5u borde sometida a una carga uniforme, Si se trata de una placa 
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circular, la superficie de deflexión, va conocida, nos permite obtener la siguiente 
expresión para la función de tensión 


a ra dl () 


sustituyendo en (2), encontramos que las componentes de la tensión son 


E 
e BE +5 a) 0 
El + en 2 


rs de ae 


Remplazando estas expresiones en (e) obtenemos 


Po), a - 2E(4 + 5r 4 27) 
dE 2R(1 +.) 
o), eE(3r + 2») 
ea 2R1+w" 
o), 
a”? 


Integrando estas ecuaciones y ajustando las constantes de integración de forma tal 
que la distribución de tensiones normales que actúa sobre las secciones transver- 
sales del anillo sea estáticamente equivalente al momento flector M, obtenemos 


E (3 + 10 + ¿eE? — (6 + det? — (2 + vja? 

a o a 
Tomando ¿ =0 y ¿=a, la tensión en el punto interior í (fig. 218), vendrá expre- 
sada por 


41M p pi 
A + 4 7) 


(og, TS 


Para + = 0,3 la ecuación anterior nos da 


4M 
¡CAM A Sen ( + 087 E) (nm) 


El cálculo de las aproximaciones ulteriores conduce a la siguiente expresión para 
la tensión en el punto interior! (£ - q) 
_  M Ha E) 
a =--> [1 +087% +? aa (p) 
La teoria elemental de la flexión de piezas curvas, basada en la hipótesis de que 
las secciones transversales 5e conservan planas, nos da, para este caso*, despre- 
ciando las tensiones 


[140757 + 0,505 + nl 


1 Esta fórmula le fue comunicada a S. Timoshenko por O, Góhner en una carta. 
* Véase 5. Timoshenko, Strength of Materials, 23 edición, vol. 2, pág. 73. 
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Tensiones de origen térmico 


132, Casos sencillos de tensiones de origen térmico. Una de 
las causas que originan tensiones iniciales en un cuerpo, es el calentamiento 
no unmforme del mismo. Como sabemos, al elevar la temperatura, los ele- 
mentos que componen un cuerpo, se dilatan. Tal dilatación no puede, 
por lo general, desarrollarse libremente en un cuerpo continuo, por lo que 
el calor provoca en el mismo tensiones internas, En muchos proyectos de 
maquinaria, tales como turbinas de vapor o motores Diesel, las tensiones 
de origen térmico revisten gran importancia debiendo ser estudiadas con 
todo detalle. 


Los problemas más sencillos de tensiones de origen térmico pueden 
reducirse fácilmente a problemas, ya estudiados, de fuerzas de contorno. 
Consideremos, para empezar, el caso de una placa rectangular delgada, 
de espesor uniforme, cuyos puntos se encuentran sometidos a una tem- 
peratura 7 que es función par de y (fig. 222) y que no depende de x y sz. 
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La dilatación térmica longitudinal «7, quedará suprimida si en todo punto 
de la placa aplicamos tensiones longitudinales de compresión, de valor: 


de =-a E (a) 

Dado que la placa puede extenderse libremente en dirección lateral, la 
aplicación de las tensiones (a) no producirá tensiones laterales, de donde 
se deduce que para mantener las tensiones (a) bastará con aplicar fuerzas 
compresivas de valor (a) en los extremos de la placa. Tales fuerzas supri- 
mirán completamente la dilatación longitudinal de la placa provocada por 
la elevación de la temperatura 7. Para obtener las tensiones térmicas exis- 
tentes en la placa, cuando sobre ella no actúa ninguna fuerza exterior, 
tenemos que superponer a las tensiones (a) las producidas en la misma 
por la acción sobre sus extremos de fuerzas de tracción de intensidad «TE, 
La resultante de estas fuerzas es: 


1d eTE dy 


y el efecto que producen a suficiente distancia de los extremos, será aproxi- 
madamente una distribución uniforme de tensiones, de valor: 


Lo fte 


Asi, pues, las tensiones térmicas existentes en la placa (de extremos libres) 
en puntos alejados de los extremos, serán: 


te 
em=2 | aTE dy —oaTE (b) 
rr 


Suponiendo, por ejemplo, que la distribución de la temperatura es para- 
búlica y que viene dada por la ecuación; 


obtenemos, según (b): 


2 A 
Ca = 3 aT E — aT E ( ÉS 1) (e) 


Esta distribución tensional es la mostrada en la figura 2225. En los 
puntos próximos a los extremos, la repartición de tensiones producida 
por las fuerzas de tracción, no es uniforme, pero puede ser calculada me- 
diante el método explicado en la página 196. Añadiendo a estas tensiones 
las dadas por (a), tendremos las tensiones térmicas correspondientes a los 
puntos próximos a los extremos de la placa. 

Si la temperatura Y no es simétrica respecto al eje x, comenzamos 
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de nuevo con las de compresión (a) que anulan la deformación €,. En los 
casos no simétricos, estas tensiones dan lugar, no solamente a una fuerza 


Pg o 


resultante - aET dy, sino también a un momento — ] aET y dy, 


eE e 

por lo que para satisfacer las condiciones de equilibrio, debemos añadir 
a las tensiones de compresión (a) una tracción uniforme, que se deter- 
mina en la forma indicada anteriormente y tensiones flectoras 0,” = eyfe, 
que vienen determinadas por la condición de que el momento de las fuerzas 


distribuidas sobre una sección transversal debe ser nulo. “Tendremos 


entonces: 

6 Le 

Í ado f aETy dy =0 
3 e Ls 


de donde: 
+e Si 3 +u 
- = 55 f aETydy, 0% = | aETy dy 
La tensión total será, pues: 
1 +e 3y +e 
fj = Br +] BT dy Ha] a Ty dy (dí 
EN aii Pa 


En el estudio realizado, hemos supuesto que la placa era delgada en 
la dirección $, Imaginemos ahora, que la dimensión según esa dirección 
sea grande. Tenemos entonces una placa cuyo plano medio comcide con 
el xx y cuyo espesor es 2e. Supongamos, asimismo, que la temperatura T 
sea como antes función de y solamente. 

La dilatación libre de un elemento de la placa según las direcciones 
x y z, quedará suprimida completamente sí aplicamos las tensiones 0.,, 
o. que se obtienen aplicando las ecuaciones (3) del $ 6 en las que se hace 


€, =€¿ = —aT, q, = 0. Estas ecuaciones nos dan entonces: 
akT 
ES (e) 


Podemos mantener a los elementos en esta condición aplicando en las 
aristas (x = cte., 5 = cte.), la distribución de fuerzas de compresión dada 
por (e). La tensión térmica en la placa libre de fuerzas exteriores se obtiene 
añadiendo a las tensiones (e) las que resultan de la aplicación de distribu- 
ciones de fuerzas iguales y opuestas en las aristas. Si Y es una función 
par de y, tal que su valor medio a través del espesor de la placa es cero, 
la fuerza resultante por unidad de longitud de arista es nula y según el 
principio de Saint-Venant ($ 18), resulta que las tensiones que produce 
serán cero en todos los puntos excepto en aquellos próximos a la arista. 

S1 el valor medio de Y no es cero, será necesario añadir a las tensiones 
de compresión (e) tracciónes uniformes, correspondientes a la fuerza resul- 
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tante, según las direcciones x y =. 51 además la temperatura no es simétrica 
respecto al plano xs, tendremos que agregar las tensiones de flexión. 
De esta forma llegamos a la siguiente ecuación final: 


E | «TE dy 


e 2e(l — ») q 
Sy E TENA ($) 
o A 


la cual es análoga a la (4), obtenida más arriba. Mediante la ecuación () 
podemos calcular fácilmente las tensiones de origen térmico, creadas por 
una determinada distribución de temperatura T, supuesto que esta dis- 
tribución sea conocida. 


Consideremos, por ejemplo, el caso de una placa, inicialmente a la temperatura 
uniforme 7, que es enfriada al mantener sus caras y = 20 4á una temperatura 
constante T,.' La teoría de Fourier da la siguiente distribución de temperatura para 
cualquier instante £ 


A Y — gent eos E >) (9) 


en la que p,, ps = FB, -.-, pu = "pb, representan ciertas constantes. Sustituvendo 
en (f), se tiene: 


ap [e o) «jor ro) 


+ zen ¿(2 nes + -- a (A) 


Al cabo de algún tiempo, el primer término adquiere una importancia predominante 
bj entonces podremos admitir: 


Zo. HET =P E A 
Te = D A” gon + c08 e 
Para y = +e tenemos tensiones de tracción: 
E dab(To — Ti) ,,2 
E y =N - 


En el plano medio y = U, obtenemos tensiones de compresión: 


na pa _ tel Ps us Ty) ¿= 4 2 
CE a Vi 


Los puntos en los que las tensiones son nulas vienen dados por la ecuación: 


de la que se deduce: 
y = +0,560 


l Este problema fue resuelto por Lord Rayvleigh, Phil Mag., serie 6, vol. 1, pág. 169, 1901, 
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Si las superficies y = +e son mantenidas a dos temperaturas diferen- 
tes T,, Tr, se origina un flujo calorifico que después de cierto tiempo será 
estacionario. La temperatura, entonces, estará dada por la función lineal: 

1 Ese y , 
A A E E (1) 
2 2 e 

Sustituvendo en la ecuación (f), vemos que si la placa puede dilatarse 
libremente las tensiones térmicas serán cero!. 51 se impide toda dilatación 
o rotación de los bordes, la tensión producida por el calentamiento viene 


dada por las ecuaciones (e). Si, por ejemplo, T. = —T,, se tendrá, con- 
forme a (1) 
T=T,É (ñ) 
v la ecuación (e) da: 
aT y 
ss =0=- a k 
F gr as T, A (1) 
La tensión máxima es: 
ET 
(OxJaie = (02m = => (0 


En esta fórmula no figura el espesor de la placa, pero en el caso de una 
placa más gruesa, lo probable es que exista una mavor diferencia de tem- 
peraturas. Esto es lo que explica el que una placa gruesa de un material 
frágil, esté más expuesta a romperse bajo la acción de tensiones térmicas 
que una placa delgada. 

Consideremos, para acabar, una esfera de radio grande y supongamos 
que un pequeño elemento esférico de la misma, de radio a, situado en el 
centro, sufre una elevación de temperatura 7. Puesto que este elemento 
no puede dilatarse libremente, en su superficie se producirá una presión $. 
Las tensiones radial y tangencial que esa presión produce en un punto 
cualquiera de la esfera, distante r >= a del centro, pueden obtenerse apli- 
cando las ecuaciones (197) y (198) (véase la pág. 399). Suponiendo que 
el radio exterior de la esfera sea muy grande, comparado con e, resulta: 

3 3 
p — (m.) 


Ty == 37 1 — a 


A la distancia 1 = ea, se tiene: 
0 = —P  0= 4D 


' En general, cuarido T es función lineal de x, y, <=, la deformación correspondiente a la 
libte dilatación de cada elemento, es decir a 
Es = ly = 4 = «7, Pra A Ya a a e lO) 


satisface las ecuaciones de compatibilidad (129), por lo que no existirán tensiones térmicas. 
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v el aumento de ese radio, producido por la presión p, será: 
a , dl 
Ar = (ddr = yy (0 — vo, + 0 lma = on (1 +») 
aumento que deberá ser igual al producido por la elevación de la tempera- 


tura y la presión p en el elemento esférico. 
Tenemos entonces: 


de donde: 
2 
ET» (n) 


Sustituvendo en (m1), obtenemos las relaciones siguientes para las tensio- 
nes en el exterior del elemento calentado. 


pando (0) 


133. Algunos problemas planos de tensiones de origen térmico. 
Supongamos que una faja de una placa delgada (fig. 223), es calentada 
de forma no uniforme, de manera tal que la temperatura Y sea función de 
x solamente, manteniéndose constante a lo largo de cualquier sección recta. 


afr 


ex, Fa 


6) 


Si la placa es cortada en bandas tales como la 48 (fig. 223), esas bandas 
sufrirán dilataciones verticales diferentes. Es por ello, v a causa del enlace 
mutuo entre esas bandas en el conjunto de la pieza, que se producirán 
tensiones. 

Considerando las bandas como si fueran libres, podremos suprimir su 
dilatación vertical sometiéndolas a las tensiones de compresión: 


Sy = —aET (a) 
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las cuales son aplicadas en los extremos 4 y B de cada banda. Conseguimos 
entonces, que las distintas bandas se presenten como si la placa no hubiera 
sido calentada. Para obtener las tensiones térmicas, debemos añadir a (a) 
la tensión producida por la aplicación de fuerzas iguales y opuestas, es decir, 
de una tracción de valor «ET, a lo largo de los bordes y = +e de la faja. 


a 


Si el calentamiento se limita a una zona de la faja corta en comparación 
con su anchura, 2e, tal como la CDFE de la figura 223, el efecto de las 
tracciones aET se hará notar solamente en la proximidad de CA, en el 
borde superior y de EF en el borde inferior. Podemos, pues, considerar, 
que estas dos zonas representan un problema del tipo estudiado en el $ 34. 
Hemos mostrado en la página 121 que una tensión normal aplicada sobre 
un borde recto produce una tensión igual, normal, sobre ese borde, que 
es paralela al mismo. Las tracciones aE£7F producirán, por tanto, una ten- 
sión de tracción «ET en la dirección x. Las dos tensiones normales se 
anulan cuando se penetra en el interior de la placa perpendicularmente 
a la arista. 51 estas tensiones son superpuestas a la compresión (a) de direc- 
ción y, podemos trazar curvas? que dan e, y 0, a lo largo de una linea tal 
como la 48, trazada en la parte más caliente de la pieza, cuyo aspecto 
es el mostrado en la figura 2235. Cerca de los bordes, la tensión prevale- 
ciente es a,, cuyo Valor es aET y cuvo sieno es el de una tracción cuando Y 
es positivo. Las tensiones máximas toman el valor «ET jay 

51 la temperatura T' es función periódica de x, la aplicación de las trac- 
ciones aET representa un problema del tipo considerado en el $ 23, Cuando: 


T = Ty seneoz (b) 


UL ON. Goodier, Phwstcs, vol. 7, pig. 136, 1936, 
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las ecuaciones (%) del $ 23, poniendo 4 = B = —uET, y teniendo en 
cuenta (f), nos dan: 


ac Ch ec — 5h «ch ch ay — ay sh «y sh uc 


Fo == — 2 ET, ' 

Ñ » sh 2ue + 2ue Fils 

a = AR (ae ch ue + o a ey sh ey shuec-. ida 
sa $e uc Ch a sh uy ay sh ue 

as ZU ET, A PEE E COS ux 


Las tensiones térmicas en la placa? vienen, pues, dadas por aquellas 
cuya expresión acabamos de dar, junto con la tensión de compresión 
dy = —a ET de la ecuación (a). La figura 224 muestra la variación de o, 
a lo largo de las lineas de temperatura máxima para distintos valores de la 
longitud de onda 21 = 2/4. Vemos que la tensión máxima aumenta cuando 
la longitud de onda disminuye, tendiendo hacia el valor 1£7,, Obtenida la 
solución para el caso de una distribución sinusoidal de la temperatura, 
pueden tratarse otros casos en los que la temperatura es función periódica 
de x. Puede igualmente concluirse, que la tensión máxima en una placa de 
longitud finita difiere sólo ligeramente del valor 4£7,, obtenido para una 
placa infinita. 


134. Disco circular delgado. Repartición de temperatura simé- 
trica respecto al centro. Si la temperatura T' no varía a lo largo del 
espesor del disco, podemos suponer que ocurre lo mismo con las tensiones 
y desplazamientos producidos por el calentamiento. Las tensiones o, y 0% 
satisfacen la ecuación de equilibrio: 

de, . 0, — 4 


A. —* (a) 


deducida de la ecuación (40), pagina $83, haciendo R =0. La tensión 
tangencial r,y será nula por razones de simetria. 

Las relaciones (52) entre tensión y deformación, deberán ser modifi- 
cadas ya que la deformación es debida por una parte a la dilatación térmica 
y por otra a la tensión. 51 €, representa la deformación radial real, €, — a T 
será la parte correspondiente a la tensión. Tendremos entonces: 


t, — aT = 70, — vag) (b) 
y de forma semejante; 
l 
es — aT = F [ds — vo) (e) 


' Este problema fue estudiado por J. P. Den Gartog, 7. Franklin Tnst., vol. 222, pág. 149, 
1936, al investigar los tensiones de origen térmico producidas durante el proceso de la solda- 


dura. 
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Despejando o, y 04 de (b) v (c), resulta: 


cd 1 — [e + ve — (1 + af], 


E 
= ¡Tale tre (14071 (0) 
con lo que la ecuación (a) toma la forma: 


E (6 + ves) + (1 — ojo — es) = (1+ nr (a 


Si u es el desplazamiento radial tenemos, según el $ 28: 


du u 
7 PE Es = 0) 
Ssustituvendo en (e) obtenemos: 
du , 1du  u dT 
di Fra UN 


expresión que puede ser escrita en la forma: 


gl een | = (14m (9) 


r dr 


La integración de esta ecuación da: 


-a+oel f Trdr+ Cr +2 () 


donde el limite inferior de integración, e, puede ser elegido arbitraria- 
mente, Para un disco con un agujero, puede ser el radio interior. Para 
un disco macizo podemos tomar a = 0, 

Las componentes de la tensión se obtienen, ahora, llevando la solu- 
ción (A) a las ecuaciones (f) y sustituvendo los resultados en (d). Se tiene 


tn. = ab * 7 


Sale == z| (5) 


sa =ak:5 0 alT +3 Earn +ea—»; a 


donde las constantes €, y €x vienen determinadas por las condiciones 
de contorno. 
Para un disco macizo tomamos a = (0 y observando que: 


Lino S Trdr=0 


4 TEOEIA DE 1, ELASTICT 
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vemos, según la ecuación (4), que €. debe anularse para que u sea nula 
en el centro. En el borde 1 = b, debemos tener o. = 0, de donde según 
la ecuación (1): 


Fh 
C, = (1 2 /, Tr dy 


Las tensiones vendrán, pues, dadas por las relaciones: 


O a de e, 
o = ab Ey) Tr dr -5/ Tr dr) (237) 


1 b F 
A EA E E (238) 
b: pú r” Po 


que dan valores finitos en el centro, puesto que: 


a Y 1 
Lima A Prdr = To 


donde 7, es la temperatura en el centro. 


135. Cilindro largo de sección circular. En el estudio de este 
problema, se supone que la distribución de la temperatura es simétrica 
respecto al eje e independiente de la coordenada axial 2? Comenzaremos 
estudiando el caso en el que el desplazamiento axial w es idénticamente 


nulo y modificaremos a continuación la solución para incluir el caso de 
extremos libres. 


Dada la simetría axial del problema y la uniformidad del mismo según 
esta dirección, las tres tensiones y las tres deformaciones tangenciales serán 
nulas, por lo que sólo tendremos que considerar las tres componentes 0, 
05, 6. Las relaciones tensión-deformación son: 


€ = aT = » [, — elsa + 5,)] 


L 
e == aT = E [re — v(0, + 0,)) (239) 


E — al = y lo: — ve, + 69)] 


Teniendo en cuenta que ze = 0, €, = 0, la tercera de estas ecuaciones nos da 
0, = ve, +0) —aET (a) 


Sustituyendo este valor en las dos primeras ecuaciones (239), resulta: 


La primera solución de este problema fue obtenida por J. M. €. Duhamel, Memoirez... 
par divers sovants, vol. 5, pág. +90, Paris, 1838, 
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tt = (1 + aT = EP = 0) 
l — y? y (b) 
és — (1 + maT = sa (o. n= 0) 


Vemos fácilmente que estas ecuaciones pueden deducirse a partir de 
las correspondientes a la tensión plana, ecuaciones (b) y (e) del párrafo 
precedente, sustituyendo en ellas E por El(1 — +), + por ¡(1 — v) va por 
(1 — ra. 

Las ecuaciones (a) y (f) del párrafo precedente siguen siendo válidas, 
El cálculo de u, a, y 65, se realiza exactamente de la misma forma. Pode- 
mos escribir, por tanto, los resultados, realizando las sustituciones citadas 
en las ecuaciones (4), (0) y (). Obtenemos de esta manera 


Pa tf rrar+ or + (e) 
a, = EA rá E (Es, E) (d) 
rar + (+) (e) 

y según (a): 
A sl 


Para mantener + = Ú, es preciso que una fuerza normal, definida por la 
ecuación (f), sea aplicada en los extremos del cilindro. Añadiendo una ten- 
sión axial 9, = Cy, podemos elegir €, de forma tal que la fuerza resultante 
sobre los extremos sea nula. La distribución de fuerzas de resultante nula 
que actúa sobre cada extremo, producirá únicamente tensiones locales, 
como se deduce del principio de Saint-Venant, 

Las ecuaciones (d) y (e) seguirán dándonos las tensiones o, y up. El 
desplazamiento u, sin embargo, es afectado por la tensión axial Ca, siendo 
necesario añadir al segundo miembro de (c) el término —+Cyr/ E. El des- 
plazamiento axial será el correspondiente a la tensión uniforme C,. 

Cilindro macizo. En este caso anulamos la cantidad e limite inferior 
de las integrales de las ecuaciones (0), (4) y (e). El desplazamiento u debe 
anularse para r = Ú lo que exige que Cs = Ú, 

La constante €, se obtiene a partir de la condición de que sobre la 
superficie r = 5 no actúe ninguna fuerza, o lo que es lo mismo, que 
(,),., = 0. Haciendo entonces Us = U y a = 0 en la ecuación (4), resulta: 


A ia def, trar (9) 
EE TO j 
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La resultante de la tensión axial (f) es: 


d 
¿raE FECC; E 
f da ¿nr dr = ES 8 Tr dr + a diJdad-2 rb 


vw la de la tensión axial uniforme Cy es Cy: mb. El valor de Cy que anula 
la fuerza axial total viene dado, entonces, por la relación. 


a > Ñ Pr TA a e di (A) 


Las expresiones finales de u, 0,, 45, 07, deducidas de las ecuaciones (ec), 


(2), (e), (0, (€) y Un, son: 


u = Tr: «| a — 20 7 7 dr +2 7 dr | (240) 


, 

E ES al Tr dy — 0 | Tr dr) (241) 

EE e EN AS Ef PE 1) (249) 
; | 

0 > a (22 PU rrar — 1) (243) 


Tomemos, por ejemplo, un cilindro largo cuya temperatura inicial sea constante 
e igual a T7,. Si a partir del instante ¿ = O la superficie lateral del cilindro se mantiene 
a temperatura cerol, la distribución de la temperatura que corresponde a otro 
instante £, viene dada por la serie? 


Fa T, as Ao (a. ,) Und (6) 


m=1 


en la que Ja r/b) es la función Bessel de orden cero (véase la pág. 427) y 7 cs el 
simbolo de las raices de la ecuación Ja) = 0. Los coeficientes de la serie (1) son: 


in 
Bad Bn) 
v las constantes f, vienen dadas por la ecuación: 


k 5h ' 
Da = co E (1 


A, 


' Se supone que la superficie del cilindro toma bruscamente la temperatura cero. 51 la 
temperatura de la superficie es T,, debemos sustituir 7, por Y, — T, en las ecuaciones ob- 
tenidas. 

* Véase Byerly, Fourier Series and Spherical Harmonies, pág, 229. El cálculo de las tensto- 
nes térmicas para este caso, puede encontrarse en A, Dinnik, Applications of Bessel's Function 
to Elasticity Problems, 22 parte, pig. 95. Ekaterinoslav, 19153, Véase también €. H, Lees, 
Proc, Roy. Soc. (London), vol. 101, pág. +11, 1922, 
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en la que A es la conductibilidad térmica, e el calor especifico del material y o la 
densidad. Sustituvendo la serie (2) en la ecuación (241) y teniendo en cuenta el hecho 


de que!: 
ES P he r 
f 7o(805) ra = (85) . 
se obtiene: 
E E AO) | 
a a dE y 


m= 1 


De igual forma, sustituvendo la serie (1) en la ecuación (242), resulta: 


ab 


_2aET, EN [2 1er 0] Lolantr o] 
A a e Ea ú 
Sustituyendo la serie (1) en la ecuación (243), tenemos: 
A E AO 
e ae a But (Ba) mn) 


Las fórmulas (4), (1) v (mm) representan la solución completa del problema. En los 
trabajos de A. Dinnik y €. H. Lees, antes mencionados, se desarrollan algunos 
ejemplos numéricos”, 


La figura 225 representa? la distribución de temperatura en un cilindro 
de acero, que se supone a temperatura inicial uniforme e igual a cero 


Véase E. Jahnke y F. Emde, Funktionentafela, pág. 165, Berlín, 190%, 

* La distribución de temperatura en los sólidos durante el proceso de calentamiento o 
enfriamiento ha sido estudiada por Williamson y Adams, Phys. Rer., serie 2, vol, 14, pág. 99, 
191%. Ingberg, Griffin, Robinson y Wilson han estudiado experimentalmente el efecto del fuego 
w del agua sobre las columnas. Véase U. 5, Bur. Stondards, Tech. Paper, 184, 1921. 

* Estos datos han sido tomados de A. Stodola, Dampfi-und Gasturbinén, 62 edición, pá- 
gina 961, 1924, 
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y cuya superficie se mantiene a la temperatura 7, a partir de un instante 
¿í= 0. Las diferentes curvas representan la distribución de temperatura 
a lo largo del radio para distintos valores de 1/6 (t£ es medido en segundos y bh 
en centimetros). De las ecuaciones (1) y (7) se deduce que la distribución 
de temperatura es la misma en distintos cilindros, si la duración del calen- 
tamiento es proporcional al cuadrado del diámetro. La figura permite 
calcular la temperatura media del cilindro completo y también la de una 
porción interior del mismo de radio r. Obtenidas estas temperaturas, 
obtenemos las tensiones térmicas mediante las ecuaciones (241), (242) 
y (243). 51 tomamos para £ un valor muy pequeno, las temperaturas medias 
antes mencionadas tienden a cero y en la superficie se tendrá: 


aET, 


or == Da = a = — 
á ; 1 —p 


Este valor, que es el máximo que puede adquirir la tensión que se origina 
por calentamiento en un cilindro, equivale a la tensión necesaria para 
suprimir por completo la dilatación térmica en la superficie. Durante el 
calentamiento, esta tensión es una compresión y durante el enfriamiento, 
una tracción. Con el fin de reducir la tensión máxima, es corriente iniciar 
el calentamiento de árboles y rotores a una temperatura algo inferior a la 
final, F,, y aumentar el tiempo de calentamiento en proporción al cuadrado 
del diámetro de la pieza. 

Cilindro con un agujero central”. Si llamamos a al radio del agujero 
v bal radio exterior del cilindro, las constantes €, y Cs, que figuran en 
las ecuaciones (ec), (d) y (e), son determinadas mediante la condición de 
nulidad de o. para esos dos radios. Entonces: 


A aE 1 ¡ad E => Ca 
1=> 3) ds E N 


de donde se deduce: 


EC, aE 1 a 


Sustituvendo estos valores en (d), (e) y (f) y añadiendo a la última la ten- 
sión axial C,, necesaria para anular la fuerza resultante axial, se obtienen 
las fórmulas 


l Véase R. Lorenz, £. Ver dentsch. Img, vol. 51, pág. 743, 1907. 
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> ER dl h Tr 
ed A fa z / Dedo ]' Tr ar) (244) 
E — E é 
_ Ma] q? b F 
O pat - / Tr dr + J Tr dr — 1) (245) 
A z a d 
«E 3 A : 
F = E os f Tr dr — 1) (246) 


Consideremos, por ejemplo, la existencia de un flujo estacionario de 
calor. Sí la temperatura de la superficie interior del cilindro es F, y la de 
la superficie exterior es cero, la temperatura T a una distancia cualquiera 
r del centro viene dada por la expresión: 

T; b 
dE == e log mu 
log(ba) y 


Fa = 


(1) 


Llevando este valor a las ecuaciones (244), (245) y (246) obtenemos las 
siguientes expresiones para las tensiones de origen térmico '. 


E | 1082 A E b 
* 21 — ») log(6/a) ESTE 52) 108 5 

aET; e b Y ar p2 b | 
toa (+ a)oe] em 
ess ja |! = 2108? — 2a* 1 3 
“ = 2(1 = ») log(b/a) Br (5 — ar) EA 


Si 7, es positivo, la tensión radial es de compresión en todos los puntos, 
anulándose en las superficies interior y exterior del cilindro. Las compo- 
nentes de la tensión «, Y «0, toman sus valores máximos en esas mismas 
superficies. Haciendo r = e, resulta: 


$ aET;: | 2h* b 
(ride = (5). = EE, ( a log :) (248) 
2(1 — y) log 


Para r = h se tiene: 


pe E 
(05) = (0) = A — log a) (249) 
2(1 — »”) log = 


La figura 226 muestra la repartición de las tensiones de origen térmico 
a través del espesor de la pared cilíndrica para el caso particular en que 


L. Barker, Engineering, vol. 124, pág. 43, 1927, ha dado ciertos gráficos que fecilitan 
el cálculo de las tensiones mediante las ecuaciones (247). 
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ab = 0,3. Sí T, es positiva, las tensiones son de compresión en la super- 
ficie interior y de tracción en la superficie exterior. En el caso de materiales 
tales como piedra, ladrillo u hormigón, que son débiles a la tracción, es 
de temer la aparición de fisuras en la superficie exterior del cilindro. 


Fla. 226 


Cuando el espesor de la pared del cilindro es pequeño, comparado con 
su radio exterior, las ecuaciones (248) y (249) pueden simplificarse poniendo 


b b a 
a log = Mm e 


y considerando que 1 es una cantidad pequeña. Resulta entonces: 


== a 


añ m ind 

(74) ma ES (TJ rma A 21=>"» ( Ar 1) (24 ) 
aET, | m ic 

(coloma (0x)o=s = A A 3) (249") 


5i la temperatura en la superficie exterior del cilindro es distinta de cero, 
los resultados anteriores podrán ser aplicados sin más que sustituir en todas 
las ecuaciones la temperatura Y, por la diferencia Y, — T, entre las tem- 
peraturas exterior e interior. 

En el caso de una pared muy delgada podemos despreciar el termino 
m/3 en comparación con la unidad, en las ecuaciones (248% y (249. 
Resulta entonces: 


/ aET, 
(rar == ¡9 A a PITA, 
2(1 ») Cr 
> (250) 
(eg) EEE ¡CAR L= ab, 
A > E 


lo que nos dice que la distribución de las tensiones de origen térmico, 
a través del espesor de la pared, es igual a la que se produce en el caso 
de una placa de espesor 2e = 5 — a, cuando la temperatura viene dada 
por la ecuación (fig. 222): 
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y siempre que los bordes estén sujetos, de tal manera, que la flexión de 
la placa, producida por el calentamiento no uniforme, sea impedida [véase 
la ecuación (%) del $ 132]. 


Si al flujo estacionario de calor se superpone una fluctuación de tem- 
peratura de alta frecuencia, las tensiones que esta última provoca pueden 
ser calculadas de una manera análoga a la explicada para el caso de placas 
planas (véase el $ 132), 

En el estudio precedente, se supuso que el cilindro es muv largo y el 
cálculo de las tensiones que hemos realizado es aplicable a las regiones 
alejadas de los extremos. Cerca de los mismos, las irregularidades locales 
complican el problema de la distribución de las tensiones de origen térmi- 
co, problema éste que vamos a considerar abora para el caso de un cilindro 
de paredes delgadas. La solución (250) exige que las fuerzas normales, 
indicadas en la figura 2270, estén distribuidas sobre los extremos del 
cilindro. Para hallar las tensiones en un cilindro con extremos libres, de- 
bemos superponer a las tensiones (250) las producidas por fuerzas iguales 
y opuestas a las mostradas en la figura 227a, fuerzas que en el caso de 
una pared delgada de espesor %, pueden ser reducidas a momentos flec- 
tores, como se muestra en la figura 2276, uniformemente distribuidos a 
lo largo del borde del cilindro y cuyo valor por unidad de longitud es: 


M= <A 37 (0) 


'* El cálculo de las tensiones de origen térmico en las paredes de los cilindros tiene gran 
importencia en el diseño de máquinas Diesel. G. Eichelbera (Forschungsarberten, núm, 263, 
19231 ha dado una solución gráfica del problema para el caso en el que el espesor de la pared 
y la temperatura varian a lo largo del cilindro. $e puede encontrar información sobre la dis- 
tmibución de temperatura en los motores Diesel en los siguientes trabajos: H. F. G. Letson, 
Proc. Mechá. Eng,, púg. 19, Londres, 1925; A. Nagel, Engineeríag, vol. 127, pága 59, 179, 279, 
466 y 626, 1920. 
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Para calcular las tensiones producidas por estos momentos, Imaginemos 
una faja longitudinal de anchura unidad separada de la envolvente cilindri- 
ca. Una faja tal puede ser tratada como si estuviese apoyada sobre una 
fundación elástica. La curva de deflexión de esta faja viene dada por la 
ecuación! 


= E AD (cos $z — sen Be) (p) 
donde: 
2 Le) 2 E 
p = eN E , D = 121 mE y?) (q) 


y e es el radio medio del tubo cilíndrico. Esta curva de deflexión permite 
calcular las tensiones de flexión ou. correspondientes y las tensiones tan- 
genciales 0, para todo valor de s. La flecha máxima se encuentra eviden- 
temente en el extremo = = Ú, donde: 


A A 
"o RE AAA 


La componente de la deformación, que corresponde a este valor, según 
la dirección tangencial, es: 
u_eTiyl-" 


e = — 


e 243 (1 -») q 


La componente de la tensión de dirección tangencial en la superficie exte- 
rior de la pared, se determina, empleando la ley de Hooke, por la ecuación: 


o = Eco $ "0 == —— == 5£.. — 


Sumando esta tensión a la tensión correspondiente calculada mediante la 
ecuación (250), obtenemos la tensión tangencial máxima para un cilindro 
de pared delgada y extremos libres, la cual es: 


(ra) má == A (1 r + 1) (251) 


Tomando para r el valor 0,3, resulta: 
ab T; : 


(re) más 1,25 31 — p] 


Véase 8. Timoshenko, Strength of Materials, 24 edición, vol 2, pag. 166. 
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La tensión máxima de tracción en el extremo libre de un cilindro es, pues, 
un 25 % mayor que la obtenida mediante las ecuaciones (250), para los 
puntos alejados de los extremos. La ecuación (fp) permite constatar que 
el aumento de la tensión en la cercanía de los extremos libres del cilindro 
es de carácter local, puesto que depende de la flecha u, y disminuye rápida- 
mente cuando la distancia z al extremo aumenta. 

Este método aproximado para el cálculo de las tensiones de origen 
térmico, basado en la curva de deflexión de una barra sobre fundación 
elástica, puede aplicarse también en el caso de una temperatura variable 
a lo largo del eje del cilindro. 


136. Tensiones de origen térmico en una esfera. —Estudiaremos 
aquí el caso sencillo de una distribución de temperatura simétrica respecto 
al centro, función, pues, solamente, del radio +? 

Por razones de simetria no habrá más que tres componentes de la 
tensión no nulas: la componente radial 7, y dos componentes tangencia- 
les 7,, como en el 5 121, las cuales deberán satisfacer la condición de equi- 
librio de un elemento en la dirección radial [fig. 202, ecuación (e), pág. 399). 


E 
a (0) 


Ef — a = - (or — 2v0) (b) 


E =af= E [e — vio, + 01)] (c) 


y siendo u el desplazamiento radial, tendremos 
u ' 
A d 
uE p 7 k ] 


De (5) y (ec), resulta: 


se E 
* ETE DA 25) 
E 
“THEN 27 


[(1 — me + 216: — (1 + at] (e) 


le: + ve — (1 + v)aT] (A) 


15, Timoshenko y J. M. Lessells, Applied Elesticity, pág. 147, 1925 y €. H. Kent, Trans. 
AS.ME.,, Applied Mechanics Division, vol. 53, pág. 167, 1931. 

* Este problema fue resuelto por Duhamel, loc, cit. F. Neuman, Abharnal Añad. Wiss., 
Berlín, 1841; véase también su Morlensungen úber die Theorie der Elastizitat der festen Kúper, 
Leiprig, 1885; ]. Hopkinson, Messenger of Math, vol 8, pág. 168, 1879, El caso de tempe- 
rmituras no simétricas ha sido estudiado por €, W. Borchardt, Monatsber. Añad. Wiss,, Berlin, 
1873, púz. Y. 
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Llevando estas expresiones a la ecuación (a) y sustituyendo €, y €, por 
sus valores, dados por (d), resulta la siguiente ecuación diferencial para u: 


du  —2du ¿uu  1+r ar 
= _— (9) 


dee * y dr po MA 


la cual puede escribirse: 


y cuva solución es: 


usa l ]rrá+ Cr +A 0 


donde €, y €, son constantes de integración que habrá que determinar 
con arreglo a las condiciones de contorno, y € cualquier límite inferior 
de integración conveniente, tal como el radio interior si se trata de una 
estera hueca. 

Esta solución puede ser llevada a las ecuaciones (4) y utilizar los resul- 
tados en las (e) y (7). Resulta entonces: 


o Lar 1 , EC, _ 2£(, 1 , 
ió: L rra E La o (m 
a E ¿E 2 mi Els 1 eET : 
1 — p ¿fra Y A l = » (9) 


q; = 


Consideremos ahora algunos casos particulares: 

Esfera maciza. En este caso, podemos dar el valor cero al limite imte- 
rior, a, de las integrales, Asimismo, es preciso que u = U para r = 0, lo 
que llevado a la ecuación (4) implica que Ez = Ú, puesto que: 


Las componentes de la tensión, dadas por (1) y (7), serán pues finitas en 
el centro, ya que: 

lim 1 f” 

Ma A. mE == 

a De Tr? dr 3 
donde Y es la temperatura en el centro. La constante €, viene determinada 
por la condición de que la superficie exterior, 1 = bh, esté libre de fuerzas, 
o lo que es lo mismo que e, = 0, Haciendo entonces 0, = 0, a =0, 
Cs =0, + =b, en la ecuación (1) resulta: 


EC _ 2E 1FPn, 
1-2" 1->w Aj, re dl 
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de donde las componentes de la tensión serán: 


2E fi f* 1 E | 
op = E (a! Tr? dr — 5 / Tp? ar) 
mc ABI. 2 paa me A LA 


La temperatura media de la esfera en el interior de la superficie esférica 
de radio r es: 


(252) 


de [Tra 3 f' 
lo a 
A 
Vemos, pues, que el valor de la tensión 7, en un punto cualquiera, definido 
por el radio r, es proporcional a la diferencia entre las temperaturas me- 
dias de la esfera completa y de la esfera de radio r. La tensión tangencial, 
en un punto cualquiera, se obtiene multiplicando el coeficiente: 


Za E 
31 — ») 


Tri de 


por la expresión 


[Temperatura media de la esfera completa + (1/2 de la temperatura media 
de la esfera de radio r) — 3/27]. 


El cálculo de las tensiones en cada caso particular, puede realizarse 
sin dificultad si se conoce la distribución de la temperatura!, G. Griinberg* 
ha desarrollado un ejemplo interesante de la aplicación de cálculos de este 
tipo, en relación con el estudio de la resistencia de materiales isótropos 
sometidos a una solicitación triaxial de tracciones iguales. Si una esfera 
maciza cuya temperatura inicial es To es introducida en un liquido que se 
encuentra a una temperatura mayor T,, la porción exterior de la esfera 
se dilata, ejerciendo sobre el centro de la misma una tracción uniforme 
en todas las direcciones, cuyo valor máximo, acontece después de trans- 
currido el tiempo: 


¿= 0,0574 p (E) 


En esta fórmula 5 es el radio de la esfera, £ la conductibilidad térmica, 
c el calor especifico del material y o la densidad. 


Varios ejemplos de tales cálculos son dados en el trabajo de E. Honegpger, Fesichrift 
Prof. A. Stodola, Ziirich, 1929. En la obra citada de Adams y Williamson se da una tabla para 
el cálculo de la distribución de temperatura en una esfera durante su calentamiento o enfria» 
miento. 


2 G Grunberg, £. Phiyvsik, vol. 35, pág. 548, 1925. 
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La magnitud de esta tracción máxima es?: 
Z E 
0, = 0: =0,771 i-=2 (T, — To) 0 


La tensión máxima de compresión, que se produce en la superficie de la es- 
fera en el momento de aplicar la temperatura Y, es igual a aE(T, — T4)/1 —v). 
Este valor es el mismo que antes obtuvimos para un cilindro (véase la 
pág. 454). Aplicando las ecuaciones (A) y (1) al caso del acero y tomando 
b=10 com y T,— T.=100% obtenemos 0, = «, = 1270 kglon? y 
i¿= 334 5, 

Esfera hueca. Llamando a y ba los radios interior y exterior de la 
esfera, determinamos las constantes €, y C2z de las expresiones (1) y () 
empleando la condición de que o, sea cero en las superficies interior y 
exterior. La expresión (1) da: 


Pd 1 


_ 2aR 1 ; ECj  2EC2 1 
=+ [rear + 22 - A 


Despejando €, y Es y llevando los valores encontrados a (1) y (1) obtenemos: 


2a E o q A E 1 . 
Tr A EEE ér— E forrar 


E [| 2+at of” LA e 


Vemos, pues, que las componentes de la tensión podrán ser calculadas 
cuando se conozca la distribución de temperatura. 

Consideremos, a título de ejemplo, el caso de un flujo estacionario de 
calor. Llamaremos 7, a la temperatura de la superficie esférica interior 
y supondremos nula la temperatura en la superficie exterior. La tempera- 
tura a distancia r del centro es entonces: 


E A 
re (1) (m) 


Sustituyendo este valor en las expresiones (253), resulta: 


(253) 


ET, _ab 1 dis 
e E alaro— o a | 
afkT: ab ap? 
0 lo +00 ad a) — El 


' Hemos supuesto en este cálculo que la superficie de la esfera toma inmediatamente la 
temperatura 7, del fluido, 
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Como vemos, la tensión e, es nula para r = a y r = hb. Se hace máxima o 
minima cuando: 
pi 3? 
a? + ab+0 
Para FT, > 0, la tensión o, aumenta a medida que r crece. Para r=a, 
tenemos: 


aET; b(b— ají(a + 2b) 


“esq mM -P (n) 
Si r = bh, resulta: 
_ ÁET; a(b— aj(2a + b) 
““I=Y Bar (0) 


En el caso de una esfera hueca de pared delgada, podemos poner: 


b= all +m) 


donde mm es una cantidad pequeña. Sustituyendo en (1) y (o) y despreciando 
las potencias superiores de 1, obtenemos: 


para Tr =a, an (1+3m) 


parta r = bh, a (14m) 


5i despreciamos la cantidad 2/3m, obtenemos para las tensiones tangen- 
ciales los mismos valores que antes fueron deducidos para un cilindro de 
pared delgada [véase las ecuaciones (250)] y para una placa delgada em- 
potrada en su contorno. 

137. Ecuaciones generales. Las ecuaciones diferenciales (132) 
que expresan las condiciones de equilibrio en función de los desplaza- 
mientos, pueden ser generalizadas para incluir los casos de tensiones y 


deformaciones de origen térmico. Las relaciones tensión-deformación para 
los problemas tridimensionales son: 


ty al = 7 [s, — vloz + 05)] (a) 


Es —aoT = — [5 ez v(a, + 4y)] 


Ya E O Yya yr Ya > (b) 
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Las ecuaciones (b) no son afectadas por la temperatura, puesto que la 
dilatación térmica libre no produce ninguna distorsión angular en un cuerpo 
ISÓtTopo. 

sumando las ecuaciones (a) y usando la notación definida en (7), 
resulta: 


e= 7 (1 200 + daT 


Despejando las tensiones de las ecuaciones (al y empleando este resultado, 


obtenemos: 
aET 


= o E EE 
Fa Ag + 2er ¡a (6) 


Llevando estas expresiones, asi como las ecuaciones (6), a las ecuaciones de 
equilibrio (127) y ee que las fuerzas másicas son nulas, resulta: 


aE ar 0 


+0) zz +0 ve E (254) 


Estas ecuaciones remplazan a las (131) en el cálculo de las tensiones tér- 
micas. En cuanto a las ecuaciones de contorno (128), sustituvendo los 
valores (e) y (6) y suponiendo que las fuerzas de superficie son nulas, 
nos quedan: 


ab T 
l = 


A CAES mts “n) 


Pn 
role + Em | +) (2581 


Comparando las ecuaciones (254) y (255) con las (131) y 134) vemos que 
los términos: 


_ af ar a at ar a aE gr 
1 2v ox 1 = 2r dy 1 —Z+ de 


sustituyendo a las componentes X, Y, £ de las fuerzas másicas y los: 


at T abr akT 
E E 


a las componentes X.Y, Z de las fuerzas de-superficie. Los desplazamien- 
tos te, UY, €, producidos por el cambio de temperatura Y' son, pues, los 
mismos que provocarian las fuerzas másicas: 


TENSIONES DE ORIGEN TERMICO +05 
v las tensiones normales: 


aET 


aplicadas sobre la superficie, 

Si podemos determinar la solución de las ecuaciones (254) que satis- 
faga las condiciones de contorno (255), esta solución nos dará los despla- 
zamientos 4, Y, vo, a partir de los cuales, y mediante las ecuaciones (0) y (c), 
podremos determinar las tensiones tangenciales y normales. Estas últimas 
ecuaciones, las (c), nos muestran que las componentes normales de la 
tensión constan de dos partes: a) una parte deducida en la forma habitual de 
las componentes de la deformación; 6) una presión +hidrostáticas de valor: 


af T 
1 — 2y (0 


proporcional en todo punto a la variación de temperatura en ese mismo 
punto. La tensión total producida por un calentamiento no uniforme se 
obtiene, pues, superponiendo la presión hidrostática (f) a las tensiones 
producidas por las fuerzas másicas (d) y las fuerzas de superficie (el. 

A la misma conclusión podemos llegar por otro camino. Imaginemos, 
en efecto, que el cuerpo sometido a calentamiento no uniforme es sub- 
dividido en elementos infinitamente pequeños, y supongamos que las 
deformaciones térmicas €, = €, = €. = uT, de estos elementos, son con- 
trarrestadas por la aplicación a cada elemento de una presión uniforme p 
cuyo valor, conforme a la ecuación (8), viene dado por (1). De esta forma, 
la deformación térmica es eliminada y los elementos toman su posición 
mutua para formar un cuerpo continuo, que conserva su forma inicial. 
La distribución de la presión (f) puede realizarse aplicando al cuerpo 
inicial, formado por los elementos, ciertas fuerzas másicas y ciertas 
presiones superficiales, que deberán satisfacer a las condiciones de equi- 
librio (127) y a las de contorno (128), Sustituyendo en estas ecuaciones 
los valores: 


aET 


DR “e 


Eg S Uy SA PE — 


Ty =0 (y) 


Tar 


encontramos que: para mantener la forma inicial del cuerpo formado por 
los elementos, en su forma inicial, las fuerzas imásicas mecesarias son: 


= aE ¿TT E a 8T _ aE GT : 
Sra E 1 — 2v dy £=i=2. Y 


y además, deberá aplicarse la presión ($) sobre su superficie, 
Supongamos, ahora, que los elementos están vinculados entre si y 
suprimamos las fuerzas (41) y la presión superficial (f). Las tensiones térmi- 
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cas se obtendrán entonces, evidentemente, superponiendo a las presio- 
nes (f) las tensiones producidas en el cuerpo elástico por las fuerzas másicas: 


_ ak ar _ al 4T > al 9T 
Lo E 1 — Bray dl 
y por la tracción, normal a la superficie, de valor: 
aET 
1 — 2 


Estas últimas tensiones satisfacen a las ecuaciones de equilibrio 


ro A id 
y a las condiciones de contorno: 
ET 
dd + 71M + Tan = eS 3 
ET 
ag E Ty HL Tay = 2 mm (257) 
_ aET 
ot — tal Titi es EE Sp 


junto con las condiciones de compatibilidad estudiadas en el 5 77. La so- 
lución de estas ecuaciones, añadidas a la presión (f), nos da la expresión 
de las tensiones de origen térmico en un cuerpo sometido a un cambio de 
temperatura. 


Tendremos un estado de deformación plana en un cuerpo alargado, cilindrico 
o prismático, cuando la temperatura variable en la sección recta no varie a lo largo 
de las paralelas al eje del cilindro o del prisma (el eje 2). Y es entonces, indepen- 
diente de z, 

Comenzando de nuevo con la aplicación de las tensiones (2) que anulan la defor- 
mación, tendremos que añadir las fuerzas másicas (4) en las que ahora 4 = 0, y la 
presión (f) actuará sobre toda la superficie, extremos incluidos. 

supongamos, ahora, que estando los elementos unidos unos a otros, suprimi- 
mos las fuerzas másicas y la presión que actúa sobre la superficie lateral curvada, 
presión ésta que conserva nula la deformación axial €.. La distribución tensional 
resultante, se obtiene resolviendo el problema que corresponde a la aplicación de 
las fuerzas másicas: 


_ a ar 
1 —Zór 


> eE ar 
5 iS ET (%) 
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y de la tracción normal: 


1 — dr 0) 


la cual actúa sobre la superficie lateral solamente. Este problema, que corresponde 
a un estado de deformación plana (€,= 0), es del tipo considerado en el $ 16 con 
la sola excepción de que es preciso pasar la ecuación (32) del caso de tensión plana al 
de deformación plana sustituyendo r por v/(1 — v). De esta forma, las ecuaciones (31) 
y (32) serán remplazadas por: 


aBT de «ET _ 0% a 
ii me ro rr a a e A Ue) 
y 
dd 49 04 ab faT, er 
rr er eee Mer 0 


La función de tensión correcta es, pues, aquella que satisface la ecuación (1) y pro- 
duce la tensión normal definida por (7) sobre el contorno, En lo que se refiere a las 
tensiones, se calculan mediante las relaciones (%) a las que deberemos superponer 
las tensiones (ge). 

La tensión axial 0. se compondrá del término dado por (2) junto con el vía, + 6y) 
deducido de (4) La fuerza axial y el momento flector resultantes en los extremos, 
podrán ser suprimidos superponiendo una tracción simple y un par de flexión simple. 

El caso de tensión plana se presentará en una placa delgada en la que la tempera- 
tura no varia a través del espesor, Tomando como plano xy el plano medio de la 
placa, podremos suponer que 0, = Ty, = Ty = O. Podemos, igualmente, considerar 
que todo elemento es libre de dilatarse en la dirección =. Bastará, pues, para unir a 
los elementos, con suprimir la dilatación en las direcciones x € y. Esto exige que: 


aET 


1 5 a. Tey Y (ari) 


Ez = Oy = — 


Sustituyendo estos valores en las ecuaciones de equilibrio (15) encontramos que 
las fuerzas másicas necesarias son iguales a: 


aE AT aE aT : 
il ET Ad pen (1) 


Y que es preciso aplicar una compresión normal de valor aET/(1 — +) sobre el con- 
torno de la placa. 

Suprimiendo estas fuerzas, deducimos que la tensión térmica se compone de (m) 
y de las tensiones producidas por las fuerzas másicas: 


| e (0) 
p 


y por la tracción normal a«ETM1 — +) aplicada sobre el contorno. La determinación 
de esta tensión plana constituye un problema del tipo considerado en el $ 16, Basta 
solamente con poner en las ecuaciones (31) y (32) la función: 


aET 


l —= y 


Y oa 


como función potencial correspondiente a las fuerzas (0), 

Cuando el contorno está fijo, el problema se reduce a la obtención de las tensio- 
nes producidas por las fuerzas másicas (0). En la página 185 fue explicado un mé- 
todo de resolución de este problema para el caso de una placa rectangular. 
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132, Tensiones iniciales. El método que hemos empleado para calcular las 
tensiones de origen térmico, puede ser aplicado al problema más peneral de las ten- 
siones iniciales, Imaginemos un cuerpo subdividido en pequeños elementos y s5u- 
pongamos que cada uno de estos elementos, sufre una cierta deformación plástica, 
producida por una transformación metalográfica, definida por las componentes de 
la deformación 


Ex 3 Ena En, Yer? Var y yr (a) 


Supondremos que estas componentes de la deformación son pequeñas y que vienen 
representadas por funciones continuas de las coordenadas. Si las componentes de 
que se trata satisfacen, también, las condiciones de compatibilidad (120), los cle- 
mentos en los que hemos subdividido el cuerpo se adaptan mutuamente después 
de la deformación permanente (4) y no habrá en él tensiones iniciales. 

Consideremos, ahora, el caso más general en el que las componentes (a) no 
satisfacen las condiciones de compatibilidad, de forma que los elementos en los que 
el cuerpo está subdividido no se acomodarán entre sí después de la deformación 
permanente, lo que exige la aplicación de fuerzas sobre la superficie de cada uno 
de estos elementos, con el fin de satisfacer las ecuaciones de compatibilidad, Supo- 
niendo que el material sigue siendo perfectamente elástico después de la deforma- 
ción permanente y aplicando la ley de Hooke, deducimos, de las ecuaciones (11) y (6), 
que la deformación permanente (a) puede ser eliminada aplicando a cada elemento 
las fuerzas superficiales: 


ds = —Qe + Me, Ta Fr + (B) 
en las que: 
e = Es AF Ey TÍ Es 
Las fuerzas de superficie (6) pueden ser provocadas aplicando al cuerpo, forma- 
do por los pequeños elementos, ciertas fuerzas másicas y superficiales, las cuales 
deberán satisfacer a las ecuaciones de equilibrio (127) y a las condiciones de con- 


torno (128). Sustituyendo las componentes de la tensión (65) en estas ecuaciones, 
obtenemos para las fuerzas másicas la expresión: 


l Uns , Ono ll ; 
A 37 ee + 26.) + 57 rar) + y, Pra) 


y para las fuerzas superficiales la: 
E (e 0 —Ñ rt — ón 


(d) 


Mediante la aplicación de las fuerzas másicas (e) y de las fuerzas superficiales (d) 
hemos suprimido la deformación inicial permanente (1), de manera que los elementos 
del cuerpo se ajustarán entre sí para formar un cuerpo continuo, Suponpamos, 
ahora, que los elementos citados se unen entre sí y que suprimimos las fuerzas (c) 
y [d). Las tensiones iniciales se obtendrán entonces, evidentemente, superponiendo 
a las tensiones (0) las producidas en el cuerpo elástico por las fuerzas másicas: 


a " F a F o F 
X= — 3q 00 + 200%) — 7, (Ora!) — 7, (Gras) A 
A O La 
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y por las fuerzas de superficie: 


X= [pel + 2Ge6 01 + Grey + Eyas 
pl A A (1 


De esta manera, el problema de la determinación de las tensiones iniciales queda 
reducido al sistema corriente de ecuaciones de la teoría de la elasticidad, en la cual 
las fuerzas másicas y superficiales ficticias están completamente determinadas si se 
conoce la deformación permanente (a) 

En el caso particular en el que €, e =E=aTy Pre = FPyz =U, 
las ecuaciones anteriores coimciden con ha obtermdas para el eee “de las tensiones 
de origen térmico. 


Em. 22% 


Consideremos ahora el problema inverso en el que las tensiones iniciales son 
conocidas y queremos determinar la deformación permanente (a) que ha producido 
esas tensiones. En el caso de materiales transparentes, tales como el vidrio, las ten- 
siones iniciales pueden ser estudiadas mediante el método fotoelástico [cap. 3). 
En otros casos, esas tensiones pueden ser determinadas cortando el cuerpo en pe- 
queños elementos y midiendo las deformaciones que en ellos se dan como conse- 
cuencia de liberarlos de las fuerzas de superficie representativas de las tensiones 
que existen en el cuerpo antes de ser cortado. Del estudio precedente se deduce que 
la deformación inicial produce tensiones iniciales solamente cuando las componen- 
tes (a) de la deformación no satisfacen las ecuaciones de compatibilidad; de no ser 
asi esas deformaciones pueden existir sin que produzcan tensiones iniciales. lde esto 
se sigue que el conocimiento de las tensiones iniciales no basta para determinar 
las componentes de la deformación (a). Obtenida una solución para esas compo- 
nentes, podemos sumarlas cualquier sistema de deformación permanente que satis- 
faga las ecuaciones de compatibilidad sin alterar las tensiones iniciules!. 

Las tensiones iniciales, que provocan el fenómeno de la doble refracción en el 
vidrio, dificultan notablemente la fabricación de instrumentos ópticos. Para dismi- 
nuir estas tensiones se recurre ordinariamente al recocido del vidrio. El limite elás- 
tico del vidrio a temperaturas elevadas es muy bajo, por lo que el material fluye 
bajo la acción de las tensiones iniciales. Después de un tiempo suficiente, el flujo 
plástico de la rnateria a la temperatura elevada se traduce en una considerable libe- 
ración de las tensiones iniciales. El recocido produce un efecto análogo cuando es 
aplicado a diversas aleaciones metálicas y productos forjados. 

Cortando un cuerpo grande en plezas más pequeñas, se liberan las tensiones 
iniciales a lo largo de las superficies de corte y la energía total de deformación causada 


' EL Reissner ha estudiado el hecho de que el conjunto (0) no esté determinado comple- 
tamente por las tensiones iniciales. Véase £, anger. Math, Mech,, vol 11, pág. 1, 1931 
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por las tensiones iniciales disminuye. No ocurre siempre lo mismo, sin embargo, 
con el valor de la tensión inicial máxima. Consideremos, por ejemplo, un anillo 
circular (fig. 228) al que suponemos sometido a tensiones iniciales distribuidas 
simétricamente respecto al centro y cuya componente ep" varía a lo largo de la sec- 
ción recta rr de acuerdo con una lev lineal (06 en la fiputa). Cortando el anillo 
radialmente, en la forma en la que se indica en la figura, mediante lineas a trazos, 
se liberan las tensiones ey” a lo largo de esos cortes. Esto equivale a aplicar en los 
extrenós de cada porción de anillo dos pares ipuales y opuestos que dan lugar a 
una flexión simple, la cual origina una distribución de la tensión ay a lo largo de sen 
casi hiperbólica (véase el $ 27), la cual es representada por la curva cde. Las tensiones 
residuales a lo largo de nm después de efectuar el corte vienen dadas por cu + 00 
y es mostrada en la figura por el área rayada. 51 el radio interior del anillo es pequeño, 
existe una elevada concentración de tensiones en el contorno interior y la máxima 
tensión inicial después del corte, representada en la figura 228 por bc puede ser 
mayor que la máxima tensión inicial anterior al corte del anillo. Este razonamiento 
u otro análogo explica por qué el vidrio se fisura después de cortado !. 


139, Problemas bidimensionales con flujo estacionario de 
calor. En el caso de un flujo estacionario de calor paralelo al plano 
xy (flujo a través de una placa delgada o de un cilindro largo, por ejemplo), 
en el que la temperatura no varie con z, esta magnitud, Í, cumplirá la 
ecuación: 


TT. ST 
dq ES dy? = 0 (a) 


Consideremos un cilindro, que no ha de ser necesariamente circular, 
en un estado plano de deformación, con €. = Pz: = Yys = U. Las rela- 
ciones tensión-deformación, en coordenadas cartesianas, serán análogas a 
las ecuaciones (a) y (6) del $ 135, en el caso de deformación plana. Las 
ecuaciones correspondientes a (b) serán: 


l = y? 


a 


1 — y 
a 


(b) 


Preguntémonos ahora s1 es posible que 5, 0, Y 77, puedan ser nulos. 
Haciendo 5, = 0, = Ú en (6), tendremos: 


8% = (1 + wma, Ey = (1 + naT (6) 


y naturalmente yy, = Ú. 
Una deformación tal es posible solamente si satisface las ecuaciones 
de compatibilidad (129). Dado que €, = Ó y que las otras componentes 


Varios ejemplos del cálculo de los tensiones iniciales en los trozos cortados en una placa 
circular han sido estudiados por NL Y. Laue, £. tech. Plysik, vol 11, pág. 285, 1930. Diversos 
métodos de cálculo de las tensiones residuales son estudiados en el trabajo de N, Dawidenkow, 
Z. Metallkunde, vol. 24, pág. 25, 1932, 
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de la deformación son independientes de s, todas esas condiciones son 
verificadas a priori excepto la primera. Esta se reduce a: 


ecuación, que teniendo en cuenta las (£) y (a) será igualmente satisfecha. 
Vemos, pues, que en el caso de un flujo estacionario de calor las ecuacio- 
nes de equilibrio y las condiciones de contorno, según las cuales la super- 
ficie lateral no está sometida a ninguna fuerza, son satisfechas simultánea- 
mente $1 tomamos: 


¡opera tc (a 


En el caso de un cilindro macizo las ecuaciones anteriores constituyen 
un conjunto completo, de donde podemos deducir que en un estado esta- 
cionario bidimensional de conducción térmica todas las tensiones térmicas 
son nulas excepto la tensión axial o,, la cual viene dada por la ecuación (d) 
y es necesaria para mantener las condiciones de deformación plana, €. = 0. 


FiG. 220 


En el caso de un cilindro alargado de extremos libres, obtenemos una solu- 
ción aproximada, válida para todos los puntos excepto para aquellos próxi- 
mos a los extremos, superponiendo una tracción, o una compresión simple, 
y una flexión simple tales que la fuerza y el momento resultantes en los 
extremos, producidas por «,, se anulen. 

En el caso de un cilindro hueco, sin embargo, no podemos decir que 
las ecuaciones (4) resuelvan el problema de la deformación plana, siendo 
mecesario estudiar los desplazamientos correspondientes. Es posible, en 
efecto, que éstas presenten discontinuidades análogas a las estudiadas en las 
páginas 93 y 148. 

Supongamos, por ejemplo, que el cilindro sea un tubo en el que se 
ha hecho un corte longitudinal en la forma que se indica en la figura 2296. 
Si el interior del mismo se encuentra a una temperatura más elevada que 
el exterior, el tubo tenderá a abrirse y la ranura aumentará. Existirá una 
discontinuidad de desplazamiento entre los dos labios de la abertura, por 
la que los desplazamientos deberán venir representados por una función 
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discontinua de €. La sección recta forma un recinto simplemente conexo 
y las ecuaciones (d) dan correctamente las tensiones para el caso de defor- 
mación plana. Si, por el contrario, el tubo no presenta ninguna ranura 
(fig. 2290) las discontinuidades de los desplazamientos son imposibles, 
lo que implica que la distribución supuesta para la temperatura producirá, 
de hecho, componentes 5;, Gy, Try, que representan las tensiones produ- 
cidas al unir las caras separadas de la ranura (véase el $ 39 y la fig. 82). 
La componente e. quedará igualmente modificada por esta operación. 


Para estudiar esta cuestión con més detalle, eseribamos de nuevo las ecuacio- 
nes (e) de la forma: 
du , or , 


a qe (e) 


donde € = (1 — rjaT. Dado que +,, = Ú, tendremos: 


óv , du 

tay" md 
y 

de 

==. (9) 


donde «, es una componente de rotación (véase la pág. 259). Las ecuaciones (f) 
y (2) nos dan: 


du de 
que juntamente con (e) nos permiten escribir: 
del ds de Dtos 3 
a 2” e (0 
dr Oy Dy dx 


relaciones éstas, que no son otras que las ecuaciones de Canchv-Riemann, estu- 
diadas en el $ 55, Estas relaciones muestran que €' — fe, es una función analitica 
de la variable compleja x — fv. Llamando a esta función 4, tenemos: 


Z ¿€ +0, 0 


Si Hi, Uj, Ha, To, Son los valores de u y y en dos puntos 1 y 2 de la sección trans- 
versal del cilindro, las diferencias us ii, Ta tí, pueden expresarse de la forma: 


2 2/00 dy 
mm [za]. ma [0 (Ge + ias) 


donde las integrales son tomadas a lo largo de una curva cualquiera, contenida 
en el cuerpo, que une los dos puntos, Multiplicando la segunda por f y sumándola 
a la primera, resulta: 


A E y) 


relación cuva integral se comprueba fácilmente, a partir de las ecuaciones (e) y (0, 
que es igual que la | , dE + fo) (de => dr) 6 l. Zdz. La ecuación (4) toma en- 


tonces la forma: 
2 , 
Us — UU + ts — 0) Í Z de (1) 
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Los desplazamientos serán uniformes si esta integral se anula para toda curva cerrada 
(tal, por ejemplo, como la circunferencia representada a trazos en la fig. 2290) 
que pueda ser trazada sobre el material de la sección recta, Este resultado será 
utilizado más adelante para resolver un problema de tensiones térmicas en un cilin- 
dro circular hueco. 

Al igual que los desplazamientos, la rotación e, debe ser continua. Tenemos: 


Z Olot Dc 
que empleando las ecuaciones (f) nos queda: 
ra ae de 
(da — (ada = [(- Lar + Lay) 


Dado que €” es proporcional a T, esta integral es proporcional al calor que fluye, 
por unidad de tiempo y de distancia social, a través de la línea que une los puntos 1 
v 2. Si la curva que consideremos es cerrada (0,) — (0) será cero, debiendo 
serlo también, por tanto, el flujo total de calor a través de esa curva. Si en un tubo 
existe flujo de calor desde el interior hacia el exterior o viceversa, esta ecuación 
no es cumplida y las ecuaciones (4) no representarán correctamente el estado tensional. 

Si el tubo presenta una tañuta tal como la indicada en la figura 2295, el despla- 
zamiento y la rotación pueden ser diferentes en el punto 2 y en el 1. Tal ocurre, 
por ejemplo, si el calentamiento ensancha la ranura. En ese caso el estado tensional 
dado por las ecuaciones (d) es correcto. Para obtener la distribución tensional corres- 
pondiente al caso del tubo sin ranura, tendremos que añadir las tensiones resultantes 
del cierre de la misma a las dadas por (d. La determinación de esas tensiones de 
discontinuidad es un problema análogo a los ilustrados por las figuras 45 y 82", 

Consideremos, por ejemplo, el caso de un cilindro circular hueco de radio ex- 
terior 6 con un orificio concéntrico de radio a. Si la temperatura de la superficie 
interior es 7, y la de la superficie exterior es cero, la temperatura Y a una distancia + 
cualquiera del eje vendrá dada por la ecuación (11) del 3 135. Esta expresión puede 
escribirse de la forma: 


To —Alog b + 4log + (m) 


en la que: 
a 
£5= 5 sd 


y donde el término constante —4A log 6 puede ser suprimido, ya que una variación 
uniforme de temperatura no provoca tensiones de origen térmico. Tendremos en- 
tonces, poniendo log = = log r — 16, que: 


Loma + uds = (1 “ vo T + las 
= (1 + od log r + ño = (1 + ved log z 


Llamando B a (1 + 1dud y usando la ecuación (/), tendremos: 


Ue — UU + Ta — 4) = 8 / log ade = B | =dog E Dj (o) 


* La relación entre las tensiones de origen térmico y las de discontinuidad para el cago 
de flujo estacionario de calor han sido establecidas por NM, Muechelióvili, Bull. Elec, Tech. Fast., 
San Petersburgo, vol. 13, pág, 23, 1916, e independientemente por M. A. Biot, Pi, Mag, 
serie 7, vol, 19, pág. 540, 1935, E. E Wejibel ha estudiado fotoclósticamente las tensiones 
térmicas en un cilindro circular hueco y en un prisma con un orificio circular, Proc. Fitfh. 
Intern. Cong. Applied. Mechonics, Cambridge, Mass,, 1938, pág. 213. 
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relación que se aplica a toda curva que une los puntos 1 y 2 a través del material 
que compone el cuerpo, y que expresa el desplazamiento relativo de un punto res- 
pecto a otro cuando la temperatura es la dada por (e) y la tensión la correspon- 
diente a las ecuaciones (d). 

Al considerar la curva circular de radio + que partiendo del punto 1, rodea el 
orificio y termina en el 2 tendremos (puesto que Ú, =Ú, la = Za): 


[z(log e — 10 = retó” (log r +1-:27) — re? (logr +¿-0) = 1-27 
que llevado a (0), nos da: 
ws — 4 =0, == B+2r (p) 


Al no ser cero el desplazamiento relativo, es necesario considerar que el cilindro 
presenta una ranura que permite que el punto 2 se separe del 1 el desplazamiento 
vertical 2074 B (fig. 2295). El movimiento del labio superior de la ranura respecto 
al labio inferior es equivalente a una rotación de valor 2B, en el sentido de las agujas 
del reloj, alrededor del centro del cilindro (8, sin embargo, es negativo si T, es 
positivo). La ranura, pues, se abre, siendo vista desde el centro bajo un ángulo 
de valor —2:B, El problema de cerrar esa ranura ha sido resuelto en la página YS 
para el caso tensional plano. Pasando la solución allí obtenida al caso de deformación 
plana, mediante las sustituciones indicadas en la página 37, obtenemos unas com- 
ponentes de la tensión que añadidas a la tensión axial o, = —oÉT, de las ecuacio- 
nes (d), nos da un estado tensional idéntico al que definen las ecuaciones (247). 

Cuando la temperatura varia a lo largo de los contornos circulares exterior e 
interior podernos usar para su representación las series de Fourier: 


Pi Ay + Apoos 8 + de cos 20 + +++ +.8B,sené + By sen?ó + +++ 


TP. = Ad + Ay cos 8 + As 008 20 + +0 ++ send + BE sen2ó + ++ 2 


Las tensiones térmicas provocadas por cada uno de esos términos pueden ser estu- 
diadas separadamente, siendo las producidas por los términos constantes Au, A, 
las definidas en el estudio anterior, donde ahora T, = A, — Ap”. Las funciones £ 
que corresponden a los términos cos 0, sen 6; cos 20, sen 20, etc., contendrán tér- 
minos proporcionales a: 


eto, (r) 


a; a, 


A 
Consideremos ahora la integral | "de tomada a lo largo de una circunferencia 
completa de radio +. Operando, resulta: 


E 
f maz = Jrrertross de mm ¿a+ ¡A prin da 
2 
ma ppt f ú [cos (n + 18 + é senín + 1/0] d6 


que es evidentemente nula, excepto para 4 +1=0, caso en el que: 


E 2 (s) 
E 
Vemos, pues, que el único término de (+) que no anula a la integral del segundo 
miembro de (() es el término en ?, Se sigue de ello que los términos én cos 26, 
sen 26 y los armónicos superiores de la serie (q), no producen ningún desplazamiento 
relativo entre los dos labios de la ranura, correspondiendo, por tanto, a un flujo 
de calor global desde el interior hacia el exterior nulo, que produce solamente las 
tensiones expresadas por las ecuaciones (d). 

Los términos de (q) que originan las potencias =* en Z son cos Í y sen Í, cuyo 
¿h 0 vamos a estudiar considerando solamente el de cos Ú ya que el de sen 0 se 
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deduce del correspondiente a cos Ú sin más que cambiar la dirección inicial 6 = 0, 
Consideramos pues solamente: 
Ti; = A, cos 8, To = Al eos Ú (1) 
La distribución de temperatura, correspondiente a estos valores de contorno, coinci- 
de con la parte real de la función: 


+ Ca (u) 


en la que las constantes €, y Cs se determinan mediante las condiciones (1). Sus 


valores son: 
a aa (E-5) AE — Ara (o) 


yz hi — ql hb! — ag 
El término Ci/z de (u) corresponde al valor: 

, C, 

(14 ade A 


de la función Z. Llevando este valor a (0) vw teniendo en cuenta (£), resulta que la 
discontinuidad del desplazamiento es: 


us — 41 Ela — 1) = ¿+21 + leí, 
de donde: 
a — 44 =0, la = 1 =21(1 + ral, 


lo que significa que el borde superior de la ranura de la figura 229 se desplaza la 
cantidad 22(1 + rjal, en el espacio ocupado por el borde inferior v el material 
subyacente. Esto es, evidentemente, imposible, siendo impedido por la acción de 
las fuerzas de contacto entre los dos labios, los cuales generan un desplazamiento 
opuesto. Las tensiones que acompañan a ese desplazamiento terminan en la forma 
indicada en el $ 39, tratándose en este casó naturalmente de deformación plana. 
Las componentes de la tensión que deberán ser añadidas a las dadas por las ecua- 


ciones (d), son: 
E y 
= x 005 Ú - ri — (5-1) 


$13 3 h-7 
E 005 Ú- (E a en 


a 


a 
pa 
Il 


| 
a 
Il 
5 
[5] 
=E 
nn, 
jad 
l 
5, 
e 
E a 
Ad 
| 
il 
e 


donde: 
E 1 


ra 0 De 
2l=»Na bb 


La tensión axial, si la dilatación es impedida en esa dirección, viene dada por las 
ecuaciones (4) en las que T está determinada por (1) v (2). S1 los extremos no están 
sometidos a ninguna sujeción, es preciso tener en cuenta la tensión axial creada 
por la supresión de la fuerza y momento que sobre ellos actuaban. 


140. Solución de las ecuaciones generales. Toda solución particular de 
las ecuaciones (254) que podamos obtener, reduce el problema de las tensiones de 
origen térmico a un problema ordinario de fuerzas de superficie. Obtenidas las solu- 
ciones ena, y, te, los valores de las componentes de la tensión se obtienen por medio 
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de las ecuaciones (a) v (6) del $ 139 y las (2), Las fuerzas de superficie requeridas, 
junto con la temperatura no uniforme para mantener esas tensiones, se encuentran 
aplicando las ecuaciones (128), La supresión de esas fuerzas, que hace que las ten- 
siones existentes sean debidas únicamente a la temperatura no uniforme, constituve 
un problema corriente de cargas de superficie. 

Una manera de obtener soluciones particulares de las ecuaciones (254) con- 
siste en tomar: 


de *, - 

u cry y dy ww = dz (a) 
donde y es una función de x, y, a, y también del tiempo t si la temperatura varia 
con el tiempo. 

Haciendo uso de las ecuaciones (3) y (10) podernos escribir las (254) de la si- 
guiente forma: 


se 9T 
a 
(b) 


Dado que e = dujóx + dujóy + dmpóz, de las ecuaciones (e), resulta e = Vip 
que llevado a (6) nos da: 


1) Lv =(1+ 0 
(o) 


donde d/dv y dé sustituyen a d/éx en la segunda y tercera ecuación, respectiva- 
mente. Estas ecuaciones son evidentemente satisfechas si tomamos como función! y 
una solución de la ecuación: 
l+"r 
vy = Ha (a) 
Las soluciones de las ecuaciones de este tipo son estudiadas en la teoria del 
potencial*, Una de ellas es el potencial gravitatorio correspondiente a la distribu- 


ción de materia de densidad —(1 + raT4x(1 v). Su expresión es: 
E (+ e + a 
AS ff rua (0) 


en la que T(£, +, 3) es la temperatura en un punto cualquiera £, 5, £ contenido en un 
elemento de volumen did dí y r' es la distancia de este punto al punto x, y, £. 
La ecuación (e), da la solución completa del problema de las tensiones de origen 
térmico, en un sólido infinito que se encuentra a temperatura nula en todos sus 
puntos salvo en una región calentada (o enfriada!). Los casos en los que esa región 
tiene la forma de un elipsoide de revolución o de un cilindro circular semiindefinido, 
uniformemente calentado, han sido estudiados”. En el caso del elipsoide la tensión 


1 E. Alamansi ha empleado funciones de este tipo en el problema de la esfera. Véase: 
1) die reale accad. 501. Torino, vol. 32, pag. 963, 1896-1897; 2) Men, reale accad. sei. Torino, 
serte 2, vol +7, 1897, 

? Véase por ejemplo Theory of the Potential, de W. D. MacMillan, Nueva York, 1430. 

2 Esta función potencial fue empleada por €. W, Borchardt en el problema de la esfera. 
Véase Monatsber, Rúnmgal, Preuzs, Añad, Wiss., pág. Y, Berlin, 1873, 

17 N, Goodier, Phil Mag., vol. 23, pág. 1017, 1937. El sólido semiindefinido ha sido 
estudiado por E. DD. Mindlin y D. H. Cheng, $. Applied. Pleya., vol. 21, págs. 926, 931, 1950. 

¿NL O. Myklestad, $. Appñed Mechamies (Tranz. A.5.M.E.), pig. A-131, 1942, 
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máxima que puede presentarse tiene el valor aE TIL — e), y es normal a la superficie 
del elipsoide en los puntos de mayor curvatura de la elipse generatriz. Este valor 
se presenta solamente en los dos casos extremos de elipsoide muy alargado o muy 
aplanado. En los casos intermedios la tensión máxima toma un valor más bajo. 
Para una esfera ese =0valor es los dos tercios del citado anteriormente. 

Cuando T es independiente de s y uy = Ú la deformación es plana y y, u, y Y 
no dependen de 5. La ecuación (d) toma entonces la forma: 


A 
dni Tay TI" 0 
Una solución particular de la misma es: 


do a . + - el US Tí¿m log de dy (9 


donde: 
r = [2 — 81 + (y — 91 
En una placa delgada en la que Y no varie a través del espesor, el estado tensional 
será plano con 0. = Tra = Tre =0 y 8, 8, Er Fw Tay funciones sólo de x e y. Las 
relaciones tensión-deformación serán entonces [véanse las ecuaciones (4) del $ 134] 
E du dv 
e Saiz = (1 + jar | 
E de du 
a rr a + Jar | (kh) 


ni) 
* — 3(1+»Llor * ay 


que sustituidas en las ecuaciones de equilibrio (18) (con fuerzas másicas nulas) 
nos dan: 


d fan , de l— (0, at, ar 
St aa 


des tí) 
Estas ecuaciones don satistecin ES 

(1 
supuesto que y sea solución de: 


a a (1) 
Comparando esta relación con la (f), vemos que una solución particular de la misma 
es el potencial logaritmico (2), con el factor (1 — +) del denominador suprimido. 
Esta es, pues, la solución completa para el caso de un calentamiento local en una 
placa indefinida en la que tensión y deformación tienden a cero en el infinito. 

Consideremos, como primer ejemplo, una placa sometida a la temperatura cero 
en todos sus puntos excepto en la región rectangular ABCOD de lados 2a, 26 (fig. 230) 
en la que la temperatura es uniforme e igual a P', El potencial logaritmmico corres- 
pondiente será: 


bh 
Re z Us ¿E 3108 lx — 92 + (y — 1 de de (1 


' Goodier, foc, el? 


478 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


Una vez obtenidos los desplazamientos por la aplicación de las ecuaciones (7), 
podemos hallar las componentes de la tensión por medio de las relaciones (4). Los 
valores encontrados para 0, Y T,, en puntos tales como P, exterior al rectángulo 
caliente, pueden ponerse en la forma: 


da = EaT 5 Qu — e), Tay = Ea log a (m) 
donde los ángulos q, ys y las distancias F,, Fe, Fa, Fi, 500 los indicados en la figura 230. 
Los ángulos son los subtendidos en P por los dos lados del rectángulo AD y BC, 
paralelos al eje x. La expresión de «, se obtiene a partir de la primera de las ecuacio- 
nes (mm) sin más que sustitutr q, y e por los ángulos subtendidos en F por los otros” 
dos lados del rectángulo 4B y DC. 


Fi, 230 


El valor de e, en un punto situado inmediatamente debajo de 4D y a la izquierda 
de A es: 


1 ay 
ET " E (= — arcte 3) 


valor, éste, que alcanza su máximo ¿EaT en el caso de un rectángulo infinitamente 
largo según la dirección y. Las dos componentes normales de la tensión varian 
bruscamente cuando se contornea la esquina del rectángulo. La tensión tangencial Ty 
tiende a infinito cuando nos acercamos al vértice, Estas caracteristicas, tan peculiares, 
resultan de la existencia de vértices perfectos en el rectángulo calentado. 

Si la zona calentada es eliptica! en vez de rectangular y la ecuación de la elipse es: 


s a 
24 Ena 
a bx 


él valor de la tensión o, en un punto exterior a la elipse, situado muy cerca del ex- 
tremo del eje maror, es: 
EaT 
1 + (b/a) 
valor que tiende a EaT para una elipse muy alargada. 51 la zona calentada es circular, 
este valor es ¿EaT. La tensión o, en la vecindad inmediata del eje menor es; 


EaT 
1 + (a,b) 
tendiendo a cero para una elipse muy alargada. 


' Goodier, loc, cit. 
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El método que estamos estudiando resulta especialmente sencillo cuando la 
temperatura varia con el tiempo y satisface la ecuación diferencial de la conduc- 
ción del calor! 

aT 

— avi n 
en la que £ es la conductibilidad térmica dividida por el calor especifico y por la 
densidad. Derivando la ecuación (4) respecto a £ y sustituyendo 07/dt por el valor 
dado por (1), vemos que la función y debe verificar la ecuación: 


3 dy : + E EEK Tr 
Podemos poner, por tanto: 
= ES : E : arT 


ecuación, cuya integral para el caso en el que la temperatura tiende a cero al trans- 
currir el tiempo, es: 


pa ¡Ea fra (o) 


como puede verificarse sustituyendo en la ecuación () y haciendo uso de la ecua- 
ción (1). 

Consideremos, por ejemplo, un cilindro circular largo (deformación plana) que 
es calentado o enfriado según un régimen estacionario de conducción térmica. La 
temperatura no es simétrica respecto al eje pero es independiente de la coordenada 
axial =, Podemos representar entonces la temperatura por una serie de la forma: 


Ta = 0 Florian ip 
donde podemos separar las partes real o imaginaria de e" para obtener cos 10 
o sen 0, Según la ecuación (a), la función y que corresponde a una temperatura 
que tenga esta expresión se escribe: 


Ban a 1 Tae (q) 


2. 8 
La serie formada por tales términos, que corresponden a los de la serie que da T, 
representará una solución particular de las ecuaciones generales (6). Los desplaza- 
mientos serán- calculados mediante las ecuaciones (a) o sus equivalentes polares: 


de 10 
dr + j — 08 
en laz que u y y son las componentes radial y tangencial respectivamente. La com- 
ponente axial «0, por tratarse de deformación plana, será nula. 

Las componentes de la deformación se deducen de los resultados del $ 28. 
En cuanto a las componentes de la tensión se obtienen a partir de las fórmulas (a) 
y (6) de la deformación plana del 3 135, junto con la última de las ecuaciones (52) 
para la tensión tangencial 71.6. 

Una vez obtenida nuestra solución encontraremos que, en general, tenemos 
fuerzas de contorno (e, 1,4) ño nulas sobre la superficie lateral del cilindro. La su- 
presión de tales fuerzas constituirá un problema corriente de deformación plana, 


que se resuelve utilizando la función general de tensión en coordenadas polares 
dada en el $ 397. 


¡Véase por ejemplo, Theory of Heai Conductión, de Ingersoll y Zobel. 
2 Este problema, para el caso de un cilindro hueco [estando dada la temperatura por (p)] 
ha sido estudiado por JM. Goodier en el trabajo citado, 
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Propagación de ondas 
en medios elásticos 


141. Movimiento generado por fuerzas. En los capítulos pre- 
cedentes hemos supuesto que el cuerpo elástico se encontraba en reposo 
bajo la acción de las fuerzas exteriores, tratándose, pues, de problemas 
de estática. Existen casos, sin embargo, en los que debemos considerar el 
movimiento provocado en un cuerpo elástico, por cargas aplicadas brusca- 
mente o por fuerzas variables, La acción de una fuerza bruscamente apli- 
cada no es transmitida simultáneamente a todas las partes del cuerpo. 
En el instante inicial las zonas alejadas del mismo no son alteradas y las 
deformaciones provocadas por la fuerza se propagan a través del sólido 
en forma de ondas elásticas. Si las dimensiones del cuerpo son grandes, 
el tiempo que las ondas emplean en atravesarlo, es lo suficientemente 
erande como para ser considerado, a efectos prácticos. Tales problemas 
se presentan, por ejemplo, al estudiar el efecto de las percusiones o el de 
las ondas producidas por los terremotos. El estudio de la propagación 
de las ondas en los medios elásticos es el tema del presente capitulo!. 
Comencemos por el problema sencillo de la propagación de ondas longi- 
tudinales en una barra prismática larga. 


142. Ondas longitudinales en barras prismáticas. Tomando 
como eje x el de la barra (fig. 231) y suponiendo que las secciones trans- 
versales de la misma se mantienen planas durante la deformación, la exten- 
sión unitaria en cualquier sección recta min, debida al desplazamiento lon- 
atudinal +, es igual a Cu/0x y la fuerza de tracción correspondiente será. 
AE(0u/¿a), donde 4 es el área de la sección recta?. Consideremos un 


Los problemas de las vibraciones estacionarias de los cuerpos elásticos 50n estudiados 
en 5. Timoshenko, Vibration Problems in Engineeríaz, Mueva York, 1928. 

2 Suponemos que tenemos uña tracción simple que actúa en la dirección x y que la ex- 
tensión Cu fx viene acompañada por una contracción lateral de valor rídn dx) Las fuerzas de 
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elemento de la barra contenido entre dos secciones rectas adyacentes me 
y mt. La diferencia entre las fuerzas que actúan sobre las dos secciones 


transversales es 


fou, du, ? A a 
AE E ¿ax) — AE e = AE ETE de 


y la ecuación diferencial del movimiento de dicho elemento es 


3 93 
du , 0 mn, 


Ap di dE = AE A cr 


o lo que es lo mismo A a) 
du du a ae ses 
a = (258) Fio. 231 
sE A 
e A P 
ca) 
mm aa Ta | A Á 
n—. 3 ¿—A 
—cf : cÉ 
ra) 
Fic. 232 


expresión en la que o es la densidad del material de la barra y 


c= NE (259) 


Puede demostrarse por sustitución que cualquier función fix + ct) es 
una solución de la ecuación (258). Asimismo, toda función f(x — ct) es 
también una solución viniendo la solución general de la ecuación (258) 
representada por la expresión. 


n= lx + 0 + filix — e) (260) 


inercia correspondientes al movimiento de las particulas según la dirección lateral, som des- 
preciadas en nuestra deducción. Esta solución aproximada es suficientemente exacta siempre 
que la longitud de onda de las vibraciones no sea pequeña comparada con las dimensiones 
transversales de la barra. En el caso en el que la longitud de onda es pequeña, el movimiento 
de las particulas según la dirección perpendicular al eje de la banda debe ser considerado. 
Véase Lord Ravleigh, Theory of Sowrnd, cap. 7, L. Pochhammer, £ Math. Crelle's F., vol. 81, 
1876; €. Chree, Quart. F Math., vol 21, 1886 y vol. 24, 18290; ]. Prescott, Phu. Mag., vol. 33, 
pág. 703, 1942, R. M. Davies, Trans. Roy. Soc. (London), seric A, vol. 240, pág. 375, 1948. 
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Esta solución tiene un significado fisico muy sencillo que puede ser expli- 
cado de la siguiente manera. Consideremos el segundo término del segundo 
miembro de la ecuación (260). En un determinado instante f este término 
es función de x solamente, pudiendo ser representado por una cierta curva, 
tal como la mup (fig. 2420), cuya forma depende de la función f,. Después 
de un cierto intervalo de tiempo .1£, el argumento de la función f, será 
x — et + de). La función f, no variará, si al mismo tiempo que la variable £ 
se incrementa en .4f aumenta la abscisa en una cantidad dx igual a ct, 
Esto significa que la curva map, construida para el instante £ puede ser 
utilizada también en el 2 +-.1£, con tal de desplazarse según la dirección x 
la cantidad dx = cdt, tal como se muestra mediante la linea a trazos de la 
figura. A partir de esta consideración, puede verse que el segundo tér- 
mino de la solución (260), representa una onda que se propaga a lo largo 
del eje x con una velocidad constante e. De igual forma, puede demostrarse 
que el primer término de la solución (260) representa una onda que se 
propaga en sentido opuesto. La solución general (260) representa, pues, 
dos ondas que se propagan a lo largo del eje x en sentidos opuestos con la 
velocidad constante c dada por la ecuación (259). Esta velocidad depende 
únicamente del módulo E y de la densidad del material de la barra. En el 
caso del acero, por ejemplo, podemos adoptar el valor e = 5135 mj/s. 

Las funciones f y f, deberán ser determinadas, en cada caso particular, 
á partir de las condiciones iniciales en el instante 1 = U. Para ese instante 
tendremos, según la ecuación (260) 


(jim = (0) + fala) 
(E) aros] (a) 


Supongamos, por ejemplo, que la velocidad inicial a lo largo de la barra 
sea mula y que exista un desplazamiento inicial dado por la ecuación 


(io = Fíx) 
Las condiciones (a) quedan satisfechas, tomando 
Hi) = flz) = Fiz) 


El desplazamiento inicial se dividirá en este caso, por tanto, en dos partes 
iguales que se propagan como ondas, en sentidos opuestos (fig. 232b), 

La velocidad de propagación de las ondas en las barras prismáticas, 
puede obtenerse a partir de consideraciones elementales. Supongamos que 
una tensión de compresión uniformemente distribuida, es aplicada brusca- 
mente sobre el extremo izquierdo de una barra prismática (fig. 233). En el 
instante inicial, se producirá una compresión uniforme que afecta a una 
capa infinitamente delgada situada en ese extremo de la barra. Esta com- 
presión será transmitida a la capa advacente continuándose este proceso 
al transcurrir el tiempo. En consecuencia, una onda de compresión co- 
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mienza a propagarse a lo largo de la barra con una cierta velocidad e, 
de forma tal, que después de un cierto intervalo de tiempo t£, una porción de 
la barra de longitud et, estará comprimida mientras que la porción res- 
tante se encontrará libre de toda solicitación. 


E 


Es 


Fla. 233 


La velocidad de propagación de la onda e no deberá ser confundida 
con la velocidad + transmitida a las particulas de la zona afectada por la 
compresión. Esta velocidad, v, puede calcularse teniendo en cuenta que 
dicha zona (rayada en la figura) experimenta como consecuencia de la 
compresión e un acortamiento de valor (0/Ejct. De aqui resulta, que la 
velocidad del movimiento vibratorio en el extremo izquierdo de la barra, 
igual a la que adquieren las particulas de la zona comprimida, es 


== (b) 


La velocidad e de propagación de la onda, puede obtenerse aplicando 
la ecuación de momentos. En el instante inicial la porción rayada de la 
barra se encontraba en reposo. En el instante £ tiene una velocidad y y 
un momento Actor. Igualando este momento al impulso de la fuerza de 
compresión $e tiene 


Aoi = Actpv (e) 


Sustituyendo (6), encontramos para (e) el valor dado por la ecuación (259)' 
y para la velocidad de las partículas 


po —— (281) 
Ep 
Como puede verse, mientras que e es independiente de la fuerza de com- 
presión, la velocidad uy de las partículas es proporcional a la tensión. 

Si en lugar de una compresión, aplicamos bruscamente una tracción 
en el extremo de la barra, se producirá la propagación del esfuerzo corres- 
pondiente a lo largo de la misma con una velocidad e. Una vez más la velo- 
cidad de las particulas viene dada por la ecuación (261). El sentido de 
esta velocidad será el opuesto al sentido positivo de las x, Asi, pues, en 


! Esta deducción elemental de la fórmula que da la velocidad de propagación de la onda 
es debida a Babinet, véase Clebach, Thdorie de Pélasticité des corps solides, traducida por Saint- 
Venaut, pág. +80d, 1883. 
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una onda de compresión la velocidad y de las particulas tiene el mismo 
sentido que la velocidad de propagación de la onda, mientras que en una 
onda de tracción el sentido es el opuesto. 

De las ecuaciones (259) y (261) se deduce 


(263) 


fórmula que expresa que la tensión producida por la onda es igual al pro- 
ducto del módulo elástico E del material por la relación de las velocidades. 
Si un cuerpo absolutamente rigido, que $e desplaza con una velocidad +, 
golpea según la dirección longitudinal una barra prismática, la tensión de 
compresión que se produce en la superficie de contacto en el instante 
inicial estará dada por la ecuación (262). Si la velocidad del cuerpo v 
supera un determinado límite, límite que depende de las propiedades me- 
cánicas del material de la barra, se producirá una deformación permanente 
en la pieza aunque la masa del cuerpo que choca con ella sea muy pequeña”. 

Consideremos ahora, la energía de la onda que se extiende a la zona 
rayada de la figura 233, Esta energía consta de dos partes: la correspon- 
diente a la deformación cuvo valor es 


Acto? 
2É 


vw la energia cinética que es igual a 


Acta? Acta? 
o "ap 


Como puede verse, la energia total de la onda, igual al trabajo realizado 
por la fuerza de compresión Ae que actúa a lo largo del camino (0/Ejct 
se descompone, a partes iguales, en energía potencial y cinética. 


Elo. 2344 


' Esta conclusión es debida a Thomas Young; véase su Course of Lectures om Natural 
Philosopiry..., vol. 1, págs. 135 y 144, 1807, 

: Se supone que el contacto se produce simultáneamente en todos los puntos de li sección 
extrema de la barra. 
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La ecuación (258), que gobierna la propagación de la onda, es lineal, 
de forma que si tenemos dos soluciones de la misma su suma lo será tam- 
bién. Se sigue de ello, que al estudiar la propagación de las ondas a lo 
largo de una barra podemos utilizar el método de superposición. 5: dos 
ondas se propagan en sentidos opuestos (fig. 234), al encontrarse producen 
una tensión y una velocidad resultante que serán obtenidas por super- 
posición. 51 ambas ondas son, por ejemplo, compresivas, la compresión 
resultante se obtiene por simple adición como lo indica la figura 2346, 
y la velocidad resultante de las particulas por sustracción. Después de 
haberse cruzado, las ondas recobran sus formas iniciales tal como se indica 
en la figura 234e. 


Flo, 235 


Supongamos que una onda de compresión se traslada a lo largo de 
una barra en el sentido positivo de las x y que una onda de tracción de la 
misma longitud de onda y de igual intensidad lo hace en el sentido opuesto 
(fig. 235). Cuando ambas ondas se encuentran, la tracción y la compresión 
se anulan entre sí y la porción de barra en la que ambas se superponen se 
encuentra sometida a una tensión mula, Al mismo tiempo la velocidad de 
las partículas en esa porción de la barra alcanza el valor 20, Después de 
haberse cruzado las ondas recuperan su forma inicial tal como se muestra 
en la figura 2356. En la sección transversal media mm, la tensión será 
siempre nula, pudiendo ser considerada dicha sección como extremo libre 
de la barra (fig. 2350). Si se comparan las figuras 2354 y 235b puede 
deducirse que en el caso de un extremo libre, una onda de compresión 
se refleja como una onda de tracción semejante, y Viceversa. 

Al encontrarse dos ondas idénticas que se trasladan en sentidos con- 
trarios (fig. 2368), el valor de la tensión se doblará y el de la velocidad 
se anulará en aquella porción de la barra en la que se superponen las dos 
ondas. La sección media ma presentará siempre una velocidad nula. Dicha 
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sección permanece, pues, inmóvil durante el paso de las ondas, pudiendo 
ser considerada como extremo fijo de la barra (fig. 236€). De la compara- 
ción de las figuras 2364 y 2365 podemos deducir, pues, que una onda 
cualesquiera no sufre ninguna alteración al reflejarse en un extremo fijo. 


aL) 1 MU e 
AE 
—É 


4 


ici 
FlG. 236 


Hemos considerado hasta aquí las ondas producidas por fuerzas cons- 
tantes, La tensión o y la velocidad de las particulas v resultan entonces 
constantes a lo largo de la onda. En el caso de una fuerza variable, la ten- 
sión o y la velocidad y varian a lo largo de la onda. Las conclusiones obte- 
nidas en el estudio precedente, referentes a la propagación, superposición y 
reflexión de las ondas, pueden ser aplicadas también en este caso más 
seneral. 


143, Choque longitudinal de dos barras. Si dos barras iguales, 
del mismo material, chocan longitudinalmente entre sí estando animadas 
de la misma velocidad y (fig. 237), el plano de contacto mm no se moverá 
durante el choque! y dos ondas de compresión idénticas empezarán a 
trasladarse a lo largo de ambas barras con una misma velocidad e. Las velo- 
cidades de las particulas, superpuestas a las velocidades iniciales de las 
barras, determinan un estado de reposo en las zonas de oscilación y en el 
instante en que las ondas alcanzan los extremos libres de las barras (t = (e), 
las dos barras se encontrarán inmóviles y uniformemente comprimidas. Las 
ondas de compresión se reflejarán entonces en los extremos libres como on- 
das de tracción que se desplazan hacia la sección de contacto mn. En estas 
ondas las velocidades de las partículas, iguales a y, tendrán el sentido que 
se aleja de mn, de manera que cuando las ondas alcancen el plano de con- 
tacto, las barras se separarán con una velocidad igual a su velocidad ini- 
cial v. La duración del choque en este caso es igual, evidentemente, a 2//c 
v la tensión de compresión, según la ecuación (261), es igual a ey Eo. 


l Se supone que el contacto tiene lugar simultáneamente en toda la superficie de los ex- 
tremos de las barras. 
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Consideremos ahora el caso más general en que las barras 1 y 2 (figu- 
ra 2375) se desplazan ' con velocidades vt, y vt, > 0). En el instante 
del choque, se producirán dos ondas de compresión idénticas que se des- 
plazan a lo largo de ambas barras. Las velocidades correspondientes de las 


e NE 
x= (a) 
EME Seg. rea 
e la 
x (6 
AA e PA 
Fo. 237 


particulas, respecto a las partes no sometidas a tensión de ambas barras, 
son iguales y están dirigidas en cada barra siguiendo el sentido que se 
aleja de la superficie de contacto. La magnitud de las mismas debe ser 
igual a (1, — v2)/2, con el fin de que las velocidades absolutas de las par- 
ticulas de ambas barras sean las mismas en la superficie de contacto. 
Después de un intervalo de tiempo igual a (fc las ondas de compresión 
alcanzan los extremos libres de las barras, las cuales se encuentran enton- 
ces en un estado de compresión uniforme. En ese instante, asimismo, las 
velocidades absolutas de todas sus particulas serán 


pt —U my HT Pp y 
j=a Es pa MS 


2 2 2 
Las ondas de compresión se reflejarán, entonces, en los extremos libres 
como ondas de tracción y en el instante ¿ = 2f/c, en el que estas ondas 
llegan a la superficie de contacto de las dos barras, las velocidades de las 
barras 1 y 2 son 


1 + Ys Y — 1h + 12 ty — Pa 
Vemos, pues, que las barras intercambian, a consecuencia del choque, 
las velocidades, 

Si las barras que acabamos de considerar tienen longitudes diferentes, 
hh y Le (fig. 2384), las condiciones provocadas por el choque en los instantes 
iniciales serán las mismas que en el caso precedente. "Transcurrido un 
intervalo de tiempo igual a 21,/(c, momento en el que la onda reflejada en la 
barra corta 1 alcanza la superficie de contacto ma, la vibración que a través 
de esta superficie se propaga a lo largo de la otra barra produce la situación 


Las velocidades son consideradas positivas si su sentido es el del eje x. 
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que se representa en la figura 2386. La onda de tracción de la barra de 
longitud ?,, anula la compresión mutua de las barras, pero éstas permane- 
cerán en contacto hasta que la onda de compresión correspondiente a la 
barra larga (rayada en la figura) haya alcanzado, después de reflejarse 
la superficie de contacto, cosa que ocurre en el imstante ¿ = 2b/e, 


Es Es 
ts E A 


O 
hs A ———— 


E e — Pr, ——el 


Fi. 238 


En el caso de dos barras de longitudes iguales, las dos presentan des- 
pués del rebote la misma velocidad en todos los puntos, moviéndose como 
cuerpos rígidos. La energia total es la que corresponde al movimiento de 
traslación. En el caso de barras de diferente longitud, la barra larga, des- 
pués del rebote, posee una energia adicional correspondiente a la onda 
que se propaga en su seño, la cual deberá ser considerada al calcular la 
energia total de la barra!, 


Ela. 234 


Consideremos, ahora, el problema más complejo de una barra fija en 
uno de sus extremos golpeada por una masa móvil en el otro extremo? 
(fig. 239). Sean M la masa del cuerpo en movimiento, referida al área 


El problema de la pérdida de la energía cinética correspondiente al movimiento de tras» 
lación, en el caso del choque longitudinal de barras, ha sido estudiado por Cauchy, Poisson y, 
finalmente, por Saint-Venánt, véase Compt. rend., pág, 1108, 1866 y f mathémat (Liowcille), 
págs. 257 y 376, 1867. 

i Este problema ha sido estudiado por varios autores. La solución final ha sido dada por 
J. Boaussinesq, Compt. rend., pág. 154, 1883. La historia del problema puede encontrarse en 
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unidad de la sección transversal de la barra, y zw la velocidad inicial de 
este cuerpo. Considerando el cuerpo como absolutamente rigido, la velo- 
cidad de las partículas del extremo de la barra en el instante del impacto 
(1 = 0) es to y la tensión de compresión inicial, dada por la ecuación (261), 
será 


o = Ur vw Ep (a) 


Debido a la resistencia de la barra, la velocidad del cuerpo móvil y en 
consecuencia la presión sobre la barra, disminuirán gradualmente, de ma- 
nera que habrá una onda de compresión con una tensión de compresión 
decreciente que se propaga a lo largo de la pieza (fig, 2395). La variación 
de la compresión con el tiempo, puede obtenerse fácilmente a partir de la 
ecuación de movimiento del cuerpo. Llamando ra la tensión de compresión 
variable en el extremo de la barra y uv a la velocidad variable del cuerpo, 
obtenemos 


M=+0=0 (B) 


de donde 


o=ae Y le) 


Esta ecuación, puede ser usada siempre que £ <= 2Hc, Cuando t = ¿fc, 
la onda compresiva, con un valor a, para la presión frontal, vuelve a la 
extremidad de la barra que está en contacto con el cuerpo móvil. La velo- 
cidad de éste no puede cambiar bruscamente y, en consecuencia, la onda 
se reflejará como si el extremo estuviera fijo, de forma que la tensión de 
compresión en la superficie de contacto aumenta bruscamente alcanzando 
el valor 2a,, tal como se indica en la figura 239c. Un aumento tal, brusco, 
de la presión, se produce durante el choque en el extremo, en instantes de 
tiempos separados por el intervalo T = 2//c, debiendo obtener una expre- 
sión de O para cada uno de dichos intervalos. Para el primero, en el que 
0 << TFT, usamos la ecuación (c). Para el segundo, en el que T <t < 2: 
tenemos las condiciones representadas en la figura 239c y la tensión de 
Theorie de Velasticité des corps solides, de Clebsch, traducida por Saint-Venant (véase la nota 
de la pág. 86). El problema fue asimismo estudiado por L, H, Donnell quien, empleando las 


leves de la propagación de las ondas, simplificó la solución y la extendió al caso de una barra 
cónica. Véase Trans. AS.OME., Applied Mechania Division, 1930. 
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compresión « es producida por dos ondas que se alejan del extremo que 
ha sufrido el choque y por otra que se acerca a dicha extremidad, 51 desig- 
namos por s,(£), sa(£), s:(0), ..., la tensión total de compresión, producida 
en el extremo golpeado por todas las ondas que se alejan del mismo después 
de los intervalos de tiempo T, 27, 37, ..., las ondas que vuelven de la 
extremidad que sufre el choque, son simplemente las emitidas durante 
el intervalo precedente, retardadas un tiempo Y a causa de su viaje de 
ida y vuelta a través de la barra. La compresión producida por estas ondas 
en el extremo golpeado, se obtendrá, en consecuencia, sustituyendo t 
por ¿ — Ten la expresión de la compresión producida por las ondas emi- 
tidas durante el intervalo precedente. La expresión general para la ten- 
sión de compresión total durante cualquier intervalo 4T < 1 < (an + 1)7, 
será, por tanto, 


nt) + anilt — T) (4) 


La velocidad de las particulas en el extremo sometido al choque, será la 
diferencia entre la velocidad provocada por la presión 5,(£) de las ondas 
que se alejan del extremo y la correspondiente a la presión s, ¡(t— T) 
de las ondas que se aproximan al mismo extremo. Tendremos entonces, 
según la ecuación (261), 


Y 4 : 
y - —= lsntt) — dnait — T)] Le) 
La relación entre sa(t) y ss 1(1 — T), se obtendrá, empleando la ecuación 
de movimiento (5) del cuerpo que choca, Llamando a a la relación entre 
las masas de la barra y del cuerpo percutor, tenemos 


_ do a Ep elo 20 5) 


= — —— == — HH 
MM M MI T 
y aplicando esta última expresión, asi como las ecuaciones (4) y (e), la 
ecuación (6) toma la forma 


E [sat0 pa En—1 18 — Tm] + ento + Sai (i NN 733] =0 


Multiplicando por eT, 


O 
¿Tr a +>37* Sul) = € E 
A Za 
+ Ser nie — E — - ee Sealt — T) 
o bien 
eel tel de Au 
A 


TP 
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de donde 


Aé a lat 
8nli) = 8n_1(t — T) — pe a / EP gnalt — Tdt + c| E) 


donde É es una constante de integración. Esta ecuación, será usada a 
continuación para reducir las expresiones de los valores consecutivos 
51, S2, «<< - Durante el primer intervalo 0 < 1 < T, la tensión de compresión 
está dada por la ecuación (e) y podemos cb 


_2at 
e = Cu r (4) 


Sustituvendo la expresión correspondiente a 5, en la ecuación (£), se tiene 


de 2 
ó se e(5-1) ( Es 2) E, (do) 


La constante de integración €, se obtiene a partir de la condición de que 
en el instante ¿ = T la tensión de compresión en la extremidad de la barra 
que recibe el choque aumenta bruscamente en una cantidad 20, (fig. 239), 
Usando entonces la ecuación (4), resulta 


a E Be he 
A], 00 0) 


da a 
| Cp e z Es 
de donde nos queda 


C = e (1 + des?e) 


Sustituvendo en la ecuación (%), se tendrá 


5 = 8 + me 2e(p- 1) h + da ( = ,)| (1) 


Procediendo de igual forma y sustituyendo s, en lugar de 5, , en la ecua- 
ción (2), obtenemos 


Za ba a 
s=8 Fog ( JE +20sa(2—7)+2:40(23) | (m1) 
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Repitiendo el proceso, llegamos a 


sel E— 
5 = 52400 G ) [1 +2-60( SS 4) 


/ E 4) | 
+2:3: da” (s —= 4) + AB Sa (s ,) (n) 


y así sucesivamente. En la figura 240 se representan gráficamente las fun- 
ciones $, 31, 52, «y para m6 = 1 y para cuatro valores diferentes de las 
relaciones!, a = 1/6, 1/4, 1/2, 1. Utilizando estas curvas, puede calcularse 
fácilmente la tensión de compresión 9 mediante la ecuación (4d). En la 
figura 241 está representada gráficamente esta tensión para % =1l y 
a = 1/4, 1/2, 1. Como puede verse, varia por saltos a intervalos T, 27, ..... 


Eric. 2 


El valor máximo de esta tensión depende de la relación «. Para « = 1/2 
v a =1, la tensión toma su valor máximo para t = T, Cuando u = 1/4, 
la tensión máxima se produce para 1 = 27. El instante en el que y se 
anula, indica el final del choque. Es de advertir que la duración del mismo 
aumenta cuando e disminuve. Los cálculos de Samt-Venant dan los si- 
guientes valores para esa duración 


_ 1 l l | 
1 3 4 7 | 1 
2H p | = 
| A | 5,900 | 4,708 3,068 


' Estes curvas fueron calculadas por Saint-WVenant y Flamant Véase Compl. rerd., pá- 
ginas 127, 214, 281 y 353, 1883. 
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Para valores muy pequeños de «a el tiempo de contacto puede ser calculado 
a partir de la fórmula elemental, 

al [1 

E E | 

Na (p) 
la cual se obtiene, despreciando totalmente la masa de la barra y supo- 
niendo que la duración del impacto es igual a la mitad del periodo de la 
oscilación armónica simple del cuerpo unido a la barra. 


Fi, 241 


Las funciones 3,, Se, 5, «<-, Calculadas anteriormente, pueden ser usadas 
también para determinar las tensiones en cualquiera otra sección trans- 
versal de la barra. La tensión total es siempre la suma de dos valores de s 
[ecuación (d)]: uno de ellos en la onda resultante que se traslada hacia el 
extremo fijo y el otro en la que se propaga en sentido opuesto. Cuando 


E ra 


0 Bb KO l5 20 25 
Fic. 242 


la porción de onda que corresponde al valor máximo de s (el pico más 
alto de una de las curvas de la fig. 240) llega al extremo fijo y es alli refle- 
jada, las dos ondas mencionadas anteriormente alcanzan su valor máximo: 
la tensión de compresión total en este punto, en este instante, es la máxima 
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que puede producirse durante el choque. De esto se sigue, que la tensión 
máxima durante el choque se produce en el extremo fijo, siendo su valor 
el doble del máximo de s. De la figura 24) puede deducirse rápidamente 
que para «€ = 1/6, 1/4, 1/2, 1, las tensiones de compresión máxima son 
2 x 1,752 0, 2 Xx 1,606 0, 2 x 1,368 0, 2 Xx 1,135 oy, respectivamente. 
En la figura 242 son dados los valores de 0max/o para diversos valores 
de la relación a = o((M', En la misma figura y con fines comparativos, 
es mostrada también la parábola de ecuación 


[MU . 0 (a) 


o = 4 = —= 
N pl qa 

que puede ser obtenida fácilmente, de forma elemental, despreciando la 

masa de la barra e igualando la energia de deformación de la misma a 

la energía cinética del cuerpo que choca con ella, La linea a trazos muestra 

la parábola? que viene definida por la ecuación 


m7 
og = 05 qu + 1) (rm) 


Como puede verse, esta curva, para valores de 1/4 grandes da una aproxt- 
mación bastante buena. 

La teoría del impacto desarrollada anteriormente, se basa en la hipó- 
tesis de que el contacto tiene lugar simultáneamente en toda la superficie 
de la extremidad de la barra. Esta condición, raramente se realiza en la 
práctica y los experimentos no muestran una concordancia satisfactoria 
con la teoria*. Se obtiene una concordancia con la teoría mucho mayor, 
si se usan resortes helicoidales en lugar de barras*. En este caso, la velo- 
cidad de propagación de las ondas longitudinales es pequeña y el tiempo T 
invertido por la onda para hacer el recorrido de ida y vuelta de la pieza, 
es grande comparado con el necesario para conseguir un contacto completo 
de los extremos. : 

También se puede ensayar, bajo condiciones precisas, utilizando en 
los experimentos barras terminadas por esferas, teniendo en cuenta las 
deformaciones locales, que pueden calcularse mediante la fórmula de 
Hertz? (véase pág. 413) 


lYéanse los trabajos de Samt-Venont y Flamant, foc. cft. 

2 Esta curva fue propuesta por Boussinesq; véase Compt. rend., pág. 154, 1883, 

Véase W, Volt, Jin. Physik, vol. 19, pág. 44, 1883, y vol, 46, pig. 657, 1915. Para una 
revisión de la bibliografía sobre el tema véase el artículo de DP. Pischl, «-Handbuch der Phvsiks, 
vol. 6, pág. 525, Berlin, 1928. 

1 Tales experimentos fueron realizados por C. Ramsauer, Anv. Phyerk, vol, 30, pág. 916, 
191, 

"Tal estudio fue realizado por J. E. Sears, Trans. Cambridge Phil S0€., vol. 21, pág. 49, 
1908. Véase también J. E. P. Wagstaff, Proc. Roy. Soc. (London), serie A, vol. 103, pág. 5H, 
1924 y W, A, Frowse, Phil, Mag., vol 22, pág. 209, 1936. 
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144. Ondas de dilatación y de distorsión en medios elásticos 
isótropos. Al estudiar la propagación de ondas en medios elásticos, 
es ventajoso utilizar las ecuaciones diferenciales expresadas en función de 
los desplazamientos [ecuaciones (131), pág. 26%]. Para obtener las ecua- 
ciones de los pequeños movimientos a partir de estas ecuaciones de equili- 
brio, basta simplemente con añadir las fuerzas de inercia. Admitiendo 
que las fuerzas másicas son nulas, las ecuaciones de movimiento son 


+07 GV pp =0 


Sp 


A+ O 5 +6 Ve -p7 =0 (203) 


donde e es la dilatación cúbica y el simbolo Y? representa la operación 


é E y ge 
e 


Supongamos, en primer lugar, que la deformación producida por las ondas 
es tal que la dilatación cúbica es cero, de forma que la deformación con- 
sista solamente en una rotación y en una distorsión. Las ecuaciones (263) 
se transforman en 

du 

GV —-p>=0 
ol 
e o E (264) 


Estas son las ecuaciones de las llamadas ondas de distorsión. 

Consideremos ahora el caso en que la deformación provocada por las 
ondas no está acompañada de rotación. La rotación de un elemento res- 
pecto al eje < es (véase $ 75) 


(2 1) ta) 
“aller dy | 


Expresiones análogas dan la rotación respecto a los ejes x e y. La condición 
de que la deformación sea ¿irrotacional, podrá ser expresada, por tanto, 
en la forma 


or du 0w dv 0u dio 
a y O y oa asar O (0) 
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Estas ecuaciones son satisfechas, si los desplazamientos u, y, +, se deducen 
de una única función «Y como sigue: 


04 de d$ 
tu = ——5 = — == — ! 
e E (e) 
Entonces, 
E O 
e=V Hb, _a - de V $ Vu 


que sustituidas en las ecuaciones (263), nos dan 


A + 26) V?u — p Sa =0 


Laa de e (265) 


Estas son las ecuaciones de las ondas irrotacionales u ondas de dilatación. 

Un caso más general de propagación de ondas en un medio elástico, 
se obtiene superponiendo ondas de distorsión y ondas de dilatación. Para 
ambas clases de ondas, las ecuaciones de movimiento tienen la forma común 


a A A | 
dE = a Vb (206) 
en la que 
A +2 
panas PER (267) 


N op 


para el caso de ondas de dilatación, y 


(268) 


para el de ondas de distorsión. Vamos a demostrar ahora que €, Y €a 
son las velocidades de propagación de las ondas de dilatación y de dis- 
torsión. 


145. Ondas planas. Sien un punto cualquiera de un medio elástico 
se produce una perturbación, las ondas que se originan se propagan en 
todas las direcciones. Á gran distancia del centro de perturbación, sin em- 
bargo, tales ondas pueden ser consideradas como planas, pudiendo super- 
ponerse que todas las particulas se mueven paralelamente a la dirección 
de propagación de la onda (ondas longitudinales o perpendicularmente a 
esa dirección (ondas transversales). En el primer caso, tenemos ondas de 
dilatación y en el segundo ondas de distorsión. 

Considerando las ondas longitudinales y tomando el eje x como diree- 
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ción de propagación de la onda, tendremos que v = ww = Ú y que u es 
función de x solamente. Las ecuaciones (265) nos dan, entonces 


ou = 0 deu (a) 
A E | 

Esta es la misma ecuación que hemos encontrado al estudiar la propaga- 

ción de ondas longitudinales en barras prismáticas [véase ecuación (258), 

pág. +81], excepto en que la cantidad 


NE 
A 
p 
es remplazada por la cantidad 


fa +26 
A 
p 


Sustituyendo ¿y 6 por sus expresiones en función de E y del coeficiente 
de Poisson (véanse págs. 30 y 31), esta última cantidad puede ser repre- 


sentada en la forma 
o Ef — y) 
2= aa pa00) 


Puede verse fácilmente que €, es mayor que €. Este resultado se debe al 
hecho de que el desplazamiento lateral, en este caso, se considera supri- 
mido mientras que en el caso de una barra, se supone que la deformación 
longitudinal es acompañada por una contracción o expansión lateral, 
La relación ee depende de la magnitud del coeficiente de Poisson. Para 
"== 0,25, ele = 1,095; para » = 0,30, ce = 1,16. Todas las conclusio- 
nes anteriormente obtenidas, referentes a la propagación y superposición 
de ondas longitudinales, pueden ser aplicadas también en este caso. 

Consideremos ahora las ondas transversales. Tomando como eje de las x 
la dirección de propagación de la onda y como eje y la dirección del des- 
plazamiento transversal, encontramos que los desplazamientos u y +e son 
cero y que el desplazamiento y es función de x y £ Las ecuaciones (264) 
nos dan, entonces 


5 AA dy 
a 62 Aya (b) 


Encontramos de nuevo una ecuación de la misma forma que la anterior, 
pudiendo pues concluir, que las ondas transversales se propagan a lo largo 


del eje « con la velocidad 
Cn E — 
p 


12. EDRIA DE LA ELASTICIDAD 
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o bien, según (269) 


61 = €1 x 21=>» (270) 
Para y = 0,25, la ecuación anterior nos da 
€1 
ta = — 
3 
Cualquier función 
fx — cd) (c) 


es solución de la ecuación (b) y representa una onda que se propaga en 
la dirección x con velocidad cs. Tomemos, por ejemplo, la solución (e) 
de la forma 


2 . 
y = 1psen=p (x — cal) (d) 
La onda tiene en este caso una forma sinusoidal. La longitud de onda 
es ly la amplitud 21. La velocidad del movimiento transversal será 


Os 27 
7 == ——V0 008 y (1 — ed e 

út ¡ p* ) (e) 
la cual es cero cuando el desplazamiento (4) es máximo, y tiene su valor 
máximo cuando el desplazamiento es nulo. La deformación tangencia! 
producida por la onda es 


_ Óv e Zato 27 o , 
Tay TO c0s ] ¡E Cab 64 


Como puede verse, la distorsión máxima (f) y el máximo del valor abso- 
luto de la velocidad (e), se producen, en un punto determinado, simultá- 
neamente. 

Podemos representar esta forma de propagación de ondas de la ma- 
nera siguiente: sea ma (fig. 243) una fibra de un medio elástico. Cuande 
una onda sinusoidal (4d) se propaga a lo largo del eje x, el elemento 4 de 
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la fibra experimenta desplazamientos y distorsiones, cuyos valores con- 
secutivos están indicados en la figura mediante los elementos rayados: 
1123,4 5, ... En el instante ¿ = 0, el elemento 4 toma la posición 
indicada por 1. En este momento su distorsión y su velocidad son cero. 
Después adquiere una velocidad positiva y después de un intervalo de 
tiempo igual a Je su distorsión está representada por 2. En este instante 
el desplazamiento del elemento es cero y su velocidad es máxima. Después 
de un intervalo de tiempo igual ¿cs, las condiciones están indicadas por 3, 
y asi sucesivamente, 

Suponiendo que el área de la sección transversal de la fibra sea igual 
a la unidad, la energía cinética del elemento 4 es 


Ny drtoz 2 


y su energia de deformación 


1 2. Cdra? 
3 Cra de 3 P sos" q lx — ca) 


Recordando que dc = G/o, podemos deducir que las energías cinética y 
potencial del elemento, en cualquier instante, son iguales, Esta es la misma 
conclusión que obtuvimos anteriormente al estudiar las ondas longitudi- 
nales en barras prismaticas (véase pág. 484). 

En el caso de un terremoto, se producen los dos tipos de ondas, de 
dilatación y de distorsión, las cuales se propagan a través de la tierra con 
velocidades €, y €. Esas ondas pueden ser registradas por un sismógratfo, 
de forma que el intervalo de tiempo transcurrido entre la llegada de los 
dos tipos de ondas, es un dato que da una orientación respecto a la dis- 
tancia que separa a la estación registradora del centro de perturbación !. 


146. Propagación de ondas sobre la superficie de un cuerpo 
elástico. En la pregunta anterior, hemos estudiado la propagación 
de las ondas a cierta distancia de la superficie limitante de un medio 
elástico. Pude ocurrir, no obstante, que en la superficie de un cuerpo elás- 
tico tengamos ondas de un tipo diferente, las cuales se propagan sobre 
la superficie penetrando muy poco en el interior del cuerpo. Son semejantes 
a las ondas producidas en la superficie tranquila del agua al ser arrojada 
una piedra. Lord Rayleigh, que fue el primero en estudiar tales ondas”, 
señaló: «No es improbable que las ondas superficiales aquí estudiadas, 


' Las ondas provocadas en la tierra por las máquinas de movimiento alternativo son estu- 
diadas en los siguientes trabajos: L. Mintrop, Dissertation, Góttingen, 1911; A, Heinrich, 
Dissertetion, Breslau, 1930, G. Bornitz, Uber die Ausbrertung von Bodenschivmguagen, Berlin, 
1932. Véase también E. Reissner y H, F. Sagoci, Y Applied Pliyz., vol. 15, pág. 652, 1944; 
H. E. Sagoci, síd,, pig. 055, 

l Véase Proc. London Math. £0c., vol. 17, 1887. 
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jueguen un papel importante en los terremotos y en los fenómenos de 
colisión de cuerpos elásticos. Divergiendo en dos dimensiones solamente, 
deben adquirir, a distancias grandes del origen, una importancia conti- 
nuamente en aumentos. El estudio de las gráficas de las ondas sísmicas, 
confirma la hipótesis de Rayleigh. 

A distancias grandes del origen en que la onda ha sido creada, la de- 
formación producida por las ondas que estudiamos puede ser considerada 
como bidimensional. Admitamos que el cuerpo está limitado por el plano 
y = 0, y tomemos como sentido positivo del eje y el que va hacia el inte- 
rior del cuerpo y como sentido positivo del eje x el de propagación de la 
onda, Las expresiones de los desplazamientos, se obtienen combinando on- 
das de dilatación [ecuaciones (265))], y ondas de distorsión [ecuacio- 
nes (264)]. Suponiendo en ambos casos que + = 0, la solución de las 
ecuaciones (265), que representa las ondas de dilatación, puede escribirse 


uy = 887% senípi — 82), Y = —re Y eos (pl — ax) (a) 


donde p, r, y í son constantes, El factor exponencial de estas expresiones 
indica que, para valores reales positivos de r, la amplitud de la onda dis- 
minuye rápidamente al aumentar la profundidad y. El argumento pt — $x 
de las funciones trigonométricas, muestra que las ondas se propagan en 
la dirección x con la velocidad 


(271) 


Sustituvendo las expresiones (a) en las ecuaciones (265), encontramos que 
estas ecuaciones son satisfechas 51 


E pp? 
a 
o usando la notación 
A A 
ATF2G et h (b) 
si tenemos 
=p le) 


Tomaremos las soluciones de las ecuaciones (264), que representan las 
ondas de distorsión, en la forma 
y = Abe sen(pi — sz), Ys = — Asc eos (pl — sx) (d) 


donde 4 es una constante y b un número positivo. Puede demostrarse 
que la dilatación cúbica que corresponde a los desplazamientos (d) es 
cero y que las ecuaciones (264) son satisfechas 51 


p?=e- E 
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o empleando la notación 


pp.  p? 

CE e 
llegamos a 

bP=ge—p (f) 


Combinando las soluciones (a) y (6) y tomando u = 4, + ds, Y ==, + Us, 
determinamos las constantes A, b, p, r, s, de forma que sean satisfechas 
las condiciones de contorno. La periferia del cuerpo está libre de fuerzas 


exteriores, de manera que para y = 0, X=0€ Y =0, Sustituyendo las 
ecuaciones (134) y tomando ¿=n=Ú0 y m = —1, obtenemos 


dv (9) 


La primera de estas ecuaciones indica que las tensiones son tangenciales 
y la segunda, que las tensiones normales en la superficie del cuerpo, son 
nulas. Sustituyendo las expresiones anteriores para u y v en estas ecua- 
ciones, resulta 


2ra + A(BéHF 8 20 


e 7 ) (1? — 8) + 2(r* + Abs) =0 0 


donde, según (5) y (e) 


Eo A 
E Ta 


Eliminando la constante 4 de las ecuaciones (A) y usando (e) y (A, 
obtenemos 


(2s! — 13)? = Abre? ce 
o bien, según (e) y ($) 


1 4 h2 2 
(E - ) “505 


Empleando las ecuaciones (6), (e) y (271), todas las cantidades de esta 
ecuación pueden ser expresadas en función de las velocidades e, de las 
ondas de dilatación, € de las ondas de distorsión y € de las ondas super- 
ficiales, obteniéndose 


e 4 af, 
9 -(—-E- 
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Empleando la notación 


qe 
C2 
y recordando que 
ce 1-2 
ep 2(l—»y) 


la ecuación (17) se convierte en 


0 Sa +8 (3 e e S 16| ao | 0 


= NT= >» 


Tomando por ejemplo, » = 0,25, obtenemos 


30 — Mat + 500 — 32 =0 


(e — ¿Ba — lla? +8) =0 


Las tres raices de esta ecuación son 


a =4, EC oA, 1 A Er Er A A 


3 3 

Las cantidades Y y $, dadas por las ecuaciones (ce) y (f), son números 
positivos y como se observará, solamente la última de las tres raices satis- 
face esas condiciones. Én consecuencia 


Ci = acts = 0,0194 [e 
No 


Tomando como caso extremo += 3, la ecuación (m) se transforma en 
o? — Bat + 24a* — 16 = 0 


llegándose entonces a 
: Gr 
cz = 0,9558 [a 
Ñ No 


En ambos casos, la velocidad de las ondas superficiales es ligeramente 
inferior a la de las ondas de distorsión propagadas a través del cuerpo. 
Conocida a, se puede calcular fácilmente la relación entre las amplitudes 
de los desplazamientos horizontales y verticales que ocurren en la super- 
ficie. Para y = 1/4 esta relación es 0,681. Podemos asimismo obtener la 
velocidad de propagación de las ondas superficiales, partiendo de la con- 
sideración de las vibraciones de un cuerpo limitado por dos planos pa- 
ralelos”. 


' Véase H. Lamb, Proc. Roy. S0c. (¡London), serie A, vol. 93, pág. 114, 1917. Véase también 
5. Timoshenko, Phil. Mag, vol 43, pág. 125, 1922. 


APENDICE 
Aplicaciones de las ecuaciones 
en diferencias finitas en elasticidad 


1. Deducción de las ecuaciones en diferencias finitas. Como 
hemos visto, el estudio de los problemas de elasticidad requiere la solu- 
ción de ciertas ecuaciones en derivadas parciales, sometidas a unas deter- 
minadas condiciones de contorno, las cuales sólo en los casos de contornos 
muy sencillos son resolubles de manera rigurosa. 

A menudo es imposible obtener la solución exacta siendo necesario 
hacer uso de métodos aproximados, uno de los cuales, el método numérico 
basado en la sustitución de las ecuaciones en derivadas parciales por las 
correspondientes en diferencias finitas, va a ser tratado aqui!. 

Si una función continua y(x) viene dada por el conjunto de valores 
Yo io Yes +,» Correspondientes a x=, x=, x = 24, ..., podemos ob- 
tener, restando, las diferencias primeras [A vleo = Y — %w [divide = 
= Ya — Ya LAW) 2 = Ya — Va, -) las cuales, divididas por el :inter- 
valo $ nos dan los valores aproximados de la derivada primera de y(x) 
en los puntos correspondientes: 


da _ Yo (2 Ya — Mo 
EM pa ó dE <a Ñ Ú (1) 


1 Parece ser que €. Runge fue el primero en aplicar las ecuaciones en diferencias finitas 
en elasticidad, al emplear este método para la resolución de problemas de torsión (4%, Marth. 
Plhwys., vol. 56, pág. 225, 1908). Runge reduce el problema a la solución de un sistema de ecua- 
ciones algebraicas lineales. L. E. Richardson, Trans. Rov. Soc. (London), serie A, vol 210, 
pig. 307, 1910, aplicó un proceso iterativo a la resolución de essa ecuaciones algebraicas ob- 
temendo asi los valores aproximados de las tensiones, que producen en las presas las fuerzas 
egravitatorias y la presión del agua. Otro proceso iterativo, asi como li prueba de su convergen- 
cia, ha sido dado por H, Liebmann, Sitzber, Bayer, Añad, Wiss,, 1918, pú. 385. La conver- 
gencia de este proceso de iteración en el caso de ecuaciones armónicas y biarmónices ha sido 
estudiada por E, Wolf, £. angew. Math. Meck., vol. 6, pág. 118, 1926, y KR. Courant, Z. anger. 
Math. Meck., vol. 6, pág. 322, El método de las diferencias finitas fue aplicado con éxito en 
el estudio de las placas por H. Marcus, Armierter Betorn, 1919, pág, 107; H., Hencky, Z. augero, 
Math. Meck., vol. 1, pág. 51, 1921, y vol. 2, pág. 58, 1922 Modernamente R. Y. Soutkwell 
y su atras 0 hecho amplio uso del método. Véase E. Y, Soutbtwell, Relaxetion Methods, 
E A CU 
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Partiendo de las diferencias primeras, las diferencias segundas se calculan 
de la siguiente manera 

(Ary) 2. -= (Ar) 0 E ¡Aryloo a a — 291 + yo 
y a partir de ellas, se obtienen los valores aproximados de las derivadas 
segundas 


E en (Ay). — Y — 241 + Yo (2 
del ó* ¿e 


51 tenemos una función continua de dos variables zc(x, y), podemos 
utilizar para el cálculo aproximado de sus derivadas parciales, ecuaciones 
semejantes a las (1) y (2). Supongamos, por ejemplo, que el contorno de 
nuestro problema es rectangular (fig. 1) y que se conocen los valores nu- 


méricos de la función + en los nudos de la cuadricula, cuva celda elemental 
tiene la dimensión 6. Podemos entonces determinar los valores aproxima- 
dos de las derivadas parciales de 11 en O mediante las siguientes expresiones: 


dw Wi — Up dw Wa — 

— HE — , Es A 

dx ú dy á (3) 
dt eS 207 — Y 70 wa — Pita + Ma 

A A Éñ—— —_— 

nad ó* dy? E 


De forma similar, obtenemos las expresiones aproximadas de las derivadas 
parciales de orden superior. Obtenidas esas expresiones, podemos trans- 
formar fácilmente las ecuaciones en diferencias finitas. Consideremos, para 
empezar, el caso de la torsión de barras prismáticas. El problema, como 
saberos!, se reduce a la integración de la ecuación en derivadas parciales 


o, 0 | 
ayi + ay = —260 (4) 


Véase la ecuación (142), $ 90. 
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en la que $ es la función de tensión, que debe ser constante a lo largo del 
contorno de la sección transversal, % el ángulo de torsión por unidad de 
longitud de la barra y G el módulo de rigidez. Empleando ahora las fór- 
mulas (3) podemos transformar la ecuación anterior en la ecuación en 
diferencias finitas 


1 
ld + 61 + da + 6% — dee) = — 260 (5) 


De esta forma todo problema torsional se reduce a la obtención de un 
conjunto de valores numéricos de la función de tensión «4 que se maán- 
tengan constantes en el contorno de la sección transversal y que en los 
nudos interiores de lá cuadricula satisfagan la ecuación (5). 

Vamos a considerar ahora el caso sencillo de una barra de sección 
cuadrada a x a (fig. 2), en la que usamos una red cuadrada cuya celda 
tiene la dimensión ó = 1/4a. Por razones de simetría se ve que en el estudio 
de este caso, basta con considerar la parte de la sección que se muestra 
rayada en la figura. Determinados, en efecto, los valores «. f, y de la 
función $ en los puntos que se señalan en la figura, conoceremos «$ en todo 
nudo de la red. En cuanto al valor de $ en el contorno, podemos suponer 
que es cero. El problema, pues, se reduce al cálculo de a, $ y », para lo 
que escribimos tres ecuaciones del tipo de la (5), que teniendo en cuenta 
las condiciones de simetría, nos quedan 


28 — da = —26 46" 
Za + y — 48 = —2006 
48 — dy = —2G08* 
y que resueltas nos dan 
a = 1,3756 06%, á = 1,7506 08?, y = 2,2500G04P 


La función de tensión viene, pues, determinada por el valor cero en el con- 
torno y por los valores que acabamos de obtener en los nudos interiores. 

Para calcular las derivadas parciales de la función de tensión, imagi- 
nemos una superficie continua que tenga por ordenadas en los mudos de 
la red los valores muméricos calculados. La pendiente en un punto cual- 
quiera de esta superficie, nos dará el valor correspondiente (aproximado) 
de la tensión de torsión, dándose el valor máximo de la misma en el punto 
medio de los lados del cuadrado. Para hacernos una idea de la exactitud 
que se consigue al aplicar una red de tan pocos nudos, calculemos la ten- 
sión de torsión en el punto O de la figura 2. Para obtenerla, busquemos 
una curva continua cuvas ordenadas en los nudos del eje x sean los valo- 
res f, y, fe Estos valores, divididos por 1/4G04, aparecen en la segunda 
linea de la tabla adjunta, dándose en las restantes líneas de la misma las 
sucesivas diferencias finitas?, 

' Consideramos aquí las diferencias (que son usadas en la fórmula de Newton) como de- 
finidas todas ellas en un extremo del conjunto de cantidades. 
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La curva que buscamos puede entonces obtenerse aplicando la fórmula 
de interpolación de Newton: 


E ma E de e 
$= d+ + lr Ur > 5 + rl dí 21334 
A ll Ay. 
+ xix 5) (zx 20) (x 30) 1-2-3-45* 
Derivando $ y sustituyendo 4, 42, ..., por los valores de la tabla, que 


multiplicamos por G04/4, obtenemos para x = Ú, 
ES. = 77 006 = 0,646 -Gas 


Comparando este resultado con el valor exacto dado en el $ 95, vemos 
que el error en este caso es del 4,3%. Para conseguir mayor exactitud 
debemos usar una red más fina. Tomando, por ejemplo, como dimensión 
de la celda á = a/6 (fig. 3), tenemos que resolver seis ecuaciones de las 
que se obtiene 


a = 0,952 X 2008, — B=1/4014 Xx 2G08%, — y= 1,539 X 2008? 
e = 2,125 Xx 2608, — fi = 2,348 X 2008, — y = 2,598 X 2608? 


Usando ahora siete ordenadas a lo largo del eje x y calculando la pen- 
diente en el punto Ó, obtenemos el valor máximo de la tensión?, que resulta 


d 
(3 = 0,06160 
de Tm) 
El error del mismo es de un 2 %,. Obtenidos los resultados para % = 1/4a 
v ó = 1/64, puede conseguirse una mayor aproximación extrapolando!. 
Se puede demostrar*, en efecto, que el error de la derivada de la función 
' El cálculo de las derivadas de una curva de interpolación se simplifica grandemente 
usando las tablas realizadas por W. G. Bickley. Estas tablas pueden verse en el libro Relaxation 


Methods in Theoretical Physis, de R. Y. Sothwell. 
iWViase L. E. Richardson, loc. ell. 
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de tensión $, introducido por el uso de diferencias finitas, en lugar de 
ecuaciones diferenciales, es proporcional al cuadrado de la dimensión de la 
celda elemental de la red, supuesto que ésta sea pequeña. 51 designamos 


por 4 el error de la tensión máxima para 6 = 1/4a el error para ó = 1/64 
podrá suponerse a .1(4)?, Usando los valores de la tensión máxima, calcu- 
lados anteriormente, se obtiene 1 a partir de la ecuación 


A — A = 0,0156 Ha 
de donde 
A = 0,027G 00 


siendo entonces el valor más aproximado de la tensión 
0,6466 42 + 0,027G0 = 0,673G 0 


que difiere del valor exacto, 0,675G 64 en menos de 1/3 %. 


2. Métodos de aproximación sucesiva. A la vista del sencillo 
ejemplo, estudiado más arriba, se deduce que el método de las diferencias 
finitas es más exacto cuanto más fina sea la red que utilizamos. Al mismo 
tiempo, sin embargo, el número de ecuaciones a resolver aumenta y el 
tiempo necesario para hallar su solución puede ser tan grande, que el 
método deje de ser práctico!. La obtención de esa solución se facilita, 
no obstante, notablemente haciendo uso del método de aproximaciones 
sucesivas, método que vamos a ilustrar considerando la ecuación? 


o, e 
nn a 0 (5) 


' En el trabajo de G. Runge, citado anteriormente, se llega a un sistema de +2 ecuaciones, 
que pudo ser resuelto sin gran dificultad gracias a la sencillez de las ecuaciones, 

* Como vimos en el $92, la solución de los problemas torsionales se reduce a la obtención 
de una función 4 que tome unos determinados valores en el contorno y que satisfaga csa 
ECUACIÓN. 
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Como se deduce de (5) la ecuación en diferencias finitas correspondientes es 
do =i( 4 + de + db, T $) (7) 


ecuación que muestra que el valor de la función $ en cualquier nudo Q 
de la red cuadrada, es igual a la media aritmética de los valores de la fun- 
ción en los cuatro nudos adyacentes. Este hecho va a permitirnos abordar 


00 00 


Fr. 4 


el cálculo de los valores de $ por aproximaciones sucesivas. Consideremos 
de nuevo el caso sencillo en el que el contorno es un cuadrado (fig. 4) 
y supongamos que los valores de 4 en ese contorno son los indicados 
en la figura. A causa de la simetria de estos valores respecto al eje vertical 
central, se deduce que 4 será simétrica respecto a ese mismo eje. En con- 
secuencia, bastará con calcular los valores de «4 en los seis nudos a, b, 
1, bi, Gs, ba, Esto puede realizarse fácilmente planteando seis ecuaciones (7) 
las cuales, son sencillas en este caso, y nos dan 4, = 854, +, = 914, 
bas = 700, Bn = 750, de =5%7, dee. = 686'. En lugar de proceder 
asi, sin embargo, vamos a hacerlo de la siguiente forma: suponemos 
que la función $ toma unos ciertos valores (tales, por ejemplo, como los que 
encabezan las columnas numéricas escritas en la fig. 4) y después aplica- 
mos a cada nudo la ecuación (7), con el fin de obtener una mayor aproxi- 
mación. Considerando el punto «4 tenemos, como primera aproximación, 
el valor 


$." =1(800 + 1000 + 1000 — 900) = 925 


y para el punto 5 (empleando el valor obtenido de d4,* y haciendo por sime- 
tría de = dí) 


d, =4(925 — 1200 — 925 — 900) = 988 


'En el cálculo realizado despreciamos los decimales. 
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Realizando cálculos semejantes para todos los nudos interiores, obtenemos 
las primeras aproximaciones dadas por los segundos números de las colum- 
nas de la figura, pudiendo obtenerse a partir de ellas las segundas aproxi- 
maciones: 


$.” =34(800 + 1000 + 988 + 806) = 899 
1(899 + 1200 + 899 + 850) = 962 


Las segundas aproximaciones han sido escritas también en la figura 4, 
en la cual puede verse cómo las aproximaciones sucesivas tienden gradual- 
mente a los valores exactos obtenidos anteriormente. En el caso presente 
y después de repetir 10 veces los cálculos, los resultados obtenidos difieren 
de los exactos en menos de una unidad, lo cual es una aproximación 
aceptable. 

Generalmente el número de veces que es necesario repetir los cálculos 
depende mucho de la selección inicial de los valores de la función dd. 
Cuanto mejor sea ésta, menor será el número de las correcciones subsi- 
guientes. 

Al comenzar los cálculos conviene utilizar una red tabiertas que tenga 
pocos mudos interiores. Los valores de «4, en esos puntos, pueden obte- 
nerse por solución directa de las ecuaciones (7) o mediante el proceso 
iterativo que acabamos de describir. Á continuación, se pasa a una red 
más fina tal como la ilustrada en la figura 5, en la que la red +abierta+ es 
representada por las líneas gruesas. Obtenidos los valores de $ en los nudos 
representados por pequeños circulos y aplicando las ecuaciones (7), se 
calculan los valores para los puntos marcados con cruces. Usando ahora las 
ecuaciones (7) y esos dos conjuntos de valores, se obtienen los corres- 
pondientes a los puntos señalados por pequeños circulos negros. le esta 
forma, estarán determinados todos los valores en los nudos de la red fina, 
pudiendo comenzarse los procesos de iteración en esa red, 
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En lugar de calcular los valores de «$, es posible asimismo obtener 
las correcciones a los valores $, tomados inicialmente para la función 4?. 
Ocurre entonces que 

¿= 94 +4 
y dado que la función + satisface la ecuación (6), otro tanto ocurrirá con 
la suma $ + y, obteniéndose 


de y E gp dr 
dx? Y gy ES ds se) (8) 


En el contorno se conocen los valores de $ anulándose en él, por tanto, 
las correcciones y. El problema, entonces, es encontrar la función y que 
satisfaga la ecuación (8) y se anule en el contorno. Sustituyendo la ecua- 
ción (8) por la correspondiente ecuación en diferencias finitas, se obtiene 
para cualquier punto Q de una red cuadrada (fig. 1). 


Dis E E e — o — 1 <q a <q — de] (87) 


El segundo miembro de esta ecuación puede ser evaluado, para todo nudo 
interior, partiendo de los valores supuestos $* para la función 4. De esta 
forma, el problema de calcular las correcciones y se reduce a la solución 
de un sistema de ecuaciones semejantes al (5), que puede ser atacado por 
el método iterativo estudiado. 


3. Método de relajación. Un método útil para tratar ecuaciones 
en diferencias, tales como las (8%, ha sido desarrollado por R. Y. Southwell 
quien lo ha nombrado método de relajación, Southwell comienza conside- 
rando la analogía de la membrana de Prandtl*, la cual se basa en el hecho 
de que la ecuación diferencial (4), de los problemas de torsión, es de 
igual forma que la 

A g 
E (9) 


ecuación ésta que rige la deformación de una membrana sometida a una 
tracción uniforme en su borde y cargada lateralmente. En esta ecuación ze 
es la flecha de la membrana respecto al plano horizontal, que es su posi- 
ción inicial, g el valor de la carga repartida y £ la tracción constante por 
unidad de longitud de contorno de la membrana. El problema es encon- 
trar la flecha e función de x e y, que satisfaga la ecuación (9) en todo 
punto de la membrana y se anule en el contorno. 

Deduzcamos ahora la ecuación en diferencias finitas correspondiente, 
Con ese fin sustituyamos la membrana por la cuadricula de hilos unifor- 
memente estirados de la figura 1. Considerando el punto O y llamando Sá 


1 Este método simplifica los cálculos, puesto que en él se trata con números relativamente 
pequeños. o 
iViénse el 393, 
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a la tracción uniforme de los hilos, vemos que la fuerza vertical (hacia 
arriba) ejercida sobre el nudo Ó por los hilos Ó— 1 y O —3 (fig. 6) 


es igual a 
Si (2 5 a =>») (10) 


pudiendo escribirse una expresión semejante para los otros dos hilos O — 2 
y O — 4, Remplazando la carga continua que actúa sobre la membrana 


Fra, 6 


por las fuerzas concentradas q, aplicadas en los nudos, podemos escribir 
ahora la ecuación de equilibrio de un nudo (Q de la siguiente forma: 


qó + Au + 02 + 0 + 10, — duo) = 0 (10) 


Esta es la ecuación en diferencias finitas que corresponde a la ecuación 
diferencial (9), debiendo obtenerse para resolver el problema un conjunto 
tal de valores, que satisfaga la ecuación (11) en todos los nudos. 

Comenzamos para ello con un conjunto cualesquiera de valores te", 
a, EU, qu, ta, a, de la flecha. Sustituvéndolos en las ecuaciones (11) 
encontraremos, generalmente, que las condiciones de equilibrio no son 
satisfechas, de forma que para mantener las flechas supuestas en la red, 
necesitamos introducir soportes en sus nudos. 

Las cantidades tales como: 


Ro == qó + Su + ia! + 03 + my? — du") (12) 


que representan los esfuerzos a los que son sometidos los soportes, son 
llamados fuerzas residuales o residuos. Imaginemos ahora que los soportes 
son del tipo tornillo, de forma que todo nudo pueda ser desplazado a 
voluntad. Desplazando entonces convenientemente los soportes podremos 
conseguir finalmente que las fuerzas residuales (12) se anulen. Tales des- 
plazamientos representarán, por tanto, las correcciones a añadir a las fle- 
chas 20), 20,%, 207, ..., supuestas inicialmente, para obtener los verdaderos 
valores de +5, 

El procedimiento utilizado por Southwell para realizar el desplaza- 
miento de los soportes, es análogo al empleado por Calisev? al manejar 


"KK. A. Calisev, Tefinichá List, 1922 y 1923, Zagreb. Traducción alemana en Pubs. Intern. 
Assoc. Bridge and Structural Engineering, vol. 4, pág. 19%, 1936, Un método semejante ha 
sido desarrollado por Hardy Cross. 
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estructuras articuladas altamente indeterminadas desde el punto de vista 
estático. Se comienza desplazando uno de los soportes, el O, por ejem- 
plo (fig. 6), dejando a los otros inmóviles. Ecuaciones tales como la (11) 
muestran que un desplazamiento hacia abajo uy, provoca la aparición de 
una fuerza vertical —45%6" sobre el nudo O, indicando el sieno menos 
que la fuerza es hacia arriba. Ajustando el desplazamiento de forma tal que 


Rp — St" =0, es decir, Un” ma — (13) 


podernos anular el residuo (12), consiguiendo que ninguna fuerza sea 
transmitida al soporte O, Al mismo tiempo, sin embargo, esfuerzos de 
valor Sus son transferidos a los soportes adyacentes, lo que modifica 
sus fuerzas residuales. Procediendo de igual manera con el resto de los 
soportes y repitiendo varias veces la operación, se llega a reducir las fuerzas 
residuales a pequeñas cantidades que pueden ser despreciadas. Los des- 
plazamientos totales de los soportes, finalmente ejecutados, representan 
las correcciones que es preciso realizar para obtener las verdaderas flechas 
de la cuadricula tensada. 

Con el fin de simplificar los cálculos que se presentan en la aplicación 
del método, que acaba de ser descrito, comenzaremos por poner la ecua- 
ción (11) en forma adimensional sustituyendo 

¿a 
=P (14) 
lo que permite escribir: 


1H (ds + e E e + ds — de = 0 (15) 


donde las cantidades yu, Y, ..., $0n números sin dimensiones. 

El problema se reduce, de esta forma, a la determinación del conjunto 
de valores de y que verifican las ecuaciones (15) en todos los nudos inte- 
riores de la red. En el contorno yes nula. Para obtener la solución mediante 
el método descrito, partamos de un conjunto cualesquiera de valores inicia- 
les y, 91%, yal, .... Estos valores no satisfarán las ecuaciones de equili- 
brio (15) teniendo entonces los residuos 


to =1 + (4 + pal e Y e — db (16) 


que en este caso son números sin dimensiones. 

Muestro problema, ahora, consiste en añadir a los valores iniciales 
pa, q, q, ..., correcciones tales que anulen todos los residuos. Sumando 
la corrección 4 a qe, añadimos la cantidad —46" al residuo Tr. y la qo' 
a los residuos de los mudos advacentes. Poniendo yw" = +54 anularemos 
el residuo de Ó y cambiaremos en una cierta cantidad los residuos de los 
nudos adyacentes. Operando de la misma forma con todos los nudos y 
repitiendo el proceso varias veces, reduciremos finalmente las fuerzas te- 
siduales a valores despreciables, lo que nos dará los valores de y con sufi- 
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ciente exactitud. Los valores correspondientes de tv se obtendrán entonces 
mediante la ecuación (14). 

Con el fin de ilustrar el método, consideremos el problema, ya estu- 
diado en el $ 1 del apéndice, de la torsión de una barra de sección cuadrada. 
La ecuación diferencial correspondiente a este caso es la (4) la cual es 
expresada en forma adimensional poniendo 


26706* : 
PA : 17 
6 (17) 
La ecuación en diferencias finitas (5) toma entonces la forma: 
1000 + (dea Hada + en + a — do) 2 0 (18) 


A 
A 


Fi. 7 


El denominador 1000 ha sido introducido en la ecuación (17) con objeto 
de que los números sean lo suficientemente grandes como para poder des- 
preciar media unidad de la última cifra significativa. De este forma tra- 
bajaremos solamente con números enteros. Con el fin de hacer nuestro 
ejemplo lo más sencillo posible comenzaremos considerando la red abierta 
de la figura 2. Bastará entonces con determinar los valores de y en tres 
puntos interiores, para los que ya conocemos la respuesta exacta (pag. 504). 
En la figura 7 la cuadricula ha sido representada en una escala lo suficiente- 
mente grande como para permitir la inscripción de todos los resultados 
de los cálculos intermedios. El cálculo comienza con los valores de y, 
supuestos inicialmente, los cuales han sido inscritos a la izquierda de cada 
nudo. Los valores 700, 900 y 1100 han sido elegidos intencionadamente 
algo distintos de los exactos, calculados precedentemente. Sustituyendo 


11.-—-TEORIA Dn La ELARTICIDAD 


514 TEORIA DE LA ELASTICIDAD 


estos valores junto con el valor cero del contorno en el primer miembro 
de la ecuación (18), calculamos las fuerzas residuales para todos los nudos. 
Estas fuerzas están inscritas a la derecha y arriba de cada nudo. El valor 
máximo de las mismas, 200, se da en el centro de la red, punto éste a 
partir del cual comenzamos a aplicar el método de relajación, Corrigiendo 
el valor inicial 1100 mediante la adición del número 50, el cual está escrito 
encima del 1100, eliminamos completamente la fuerza residual en el centro. 
Es por eso que tachamos el número 200 poniendo el cero en su lugar. 
Hecho esto tendremos que cambiar los residuos de los nudos adyacentes. 
Añadimos para ello el número 50 a cada uno de estos residuos y escribi- 
mos los nuevos valores, — 50, de las fuerzas residuales encima de los valo- 
res iniciales en la forma que se indica en la figura. Con esto finalizan las 
operaciones relativas al punto central de la red. Tenemos ahora cuatro 
nudos, simétricamente situados, con residuos iguales a —50 y es conve- 
niente corregirlos simultáneamente. Apliquemos para ello a todos estos 
puntos una misma corrección de valor —12”, Estas correcciones que están 
escritas encima de los valores iniciales 900 alteran en —12 x 4 = —48 
los residuos previos de valor —50 obteniéndose como se expresa en la 
figura fuerzas residuales iguales a —2. Al mismo tiempo, fuerzas de valor 
—12 se sumarán a los residuos de los nudos adyacentes. De esta forma, 
como es fácil ver, el valor —12 x 4 = —48 debe ser añadido al residuo 
del centro y el —12 x 2 = —24 al de los nudos más próximos a los vér- 
tices de la figura. Con esto acabamos la primera etapa de nuestro cálculo. 
En la segunda volvemos a empezar con el punto central corrigiendo con 
el valor —12, lo que anula el residuo de ese punto y añade —12 al de los 
puntos adyacentes. Aplicando ahora una corrección igual a —6 a los puntos 
vecinos a los vértices, eliminamos sus residuos y alteramos en el valor — 26 
los de los cuatro nudos simétricos. El gráfico muestra tres etapas más del 
cálculo lo que supone una mayor reducción de los residuos. Los valores 
de y se obtendrán añadiendo a los valores iniciales todas las correcciones 
introducidas sucesivamente, Resulta, por tanto, 


700 —6—3—¿= 088,5, 900 — 12-6-3-2- 1 =870, 
1100 + 50 —- 182 -6-3-2= 1127 
La ecuación (17) nos da entonces los valores siguientes para $: 


658,5 > AS 
2959 95 = 1,377G08* 
A es TG 


STO 00 = 1,752G85* = 0,10905G9a* 


0,0861G0a* 


500 
Li : 3 
—— 6dó = 2,2546'06* = 0,140069a 
500 
"Tomamos — 12 como corrección en lugar de >: 12,5 por ser preferible tra- 


bajar con números enteros, 
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los cuales se aproximan mucho a los resultados exactos obtenidos anterior- 
mente (véase el $ 1 del apéndice). 

Vemos que el método de Southwell da una representación fisica del 
proceso iterativo de resolución de las ecuaciones (15), lo que puede ayudar 
a elegir correctamente el orden en que deben ser abordados los nudos de 
la red, 

Para obtener una mayor aproximación debemos pasar a una red más 
fina. Usando el método ilustrado en la figura 5, obtenemos los valores 


z sE 1 ¿ 
iniciales de y para una red cuadrada de dimensión d = ge Aplicando 


a estos valores el proceso normal de relajación, podremos encontrar los 
valores de y para una red más fina y determinar asi, con mayor precisión, 


: 1 
el valor de la tensión máxima. Con los valores obtenidos para % = q* 
y Ó = La puede conseguirse, extrapolando en la forma explicada en el 


5 1 del apéndice, una mayor aproximación. 


4. Redes triangulares y exagonales. La red que hemos utilizado 
en el estudio precedente ha sido una cuadricula. En ciertos casos, sin em- 
bargo, es preferible usar redes triangulares o exagonales (figs. 8a y 8b). 
Considerando la red triangular de la figura $4 vemos que la carga repar- 
tida en el interior del exágono, representado por la linea a trazos, estará 
aplicada en el nudo O, Si ó es la dimensión de la malla, el lado del exágono 
valdrá 6/43 y su área y3 8/2, de forma que la carga aplicada a cada 
nudo será y 3 6g/2, Esta carga será equilibrada por las fuerzas ejercidas 
por los hilos 0 — 1,0—2, ...., 0— 6, Para que la red de hilos esté en 
correspondencia con la membrana uniformemente tensada, la tracción que 


(6) 


Fic. 4 
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existe en cada hilo debe ser igual a la transmitida por cada lado del exágono 
en la membrana. Su valor será entonces Só/3. Procediendo ahora como en 
la pregunta anterior obtenemos la siguiente ecuación de equilibrio para el 


punto (O 
Y + 0 — Go Sd, VW 3Bg* ue 
á wa 2. 
o lo que es lo mismo: 
a A 
A e E E = Ú (19) 


Introduciendo ahora la función adimensional p definida por: 


Y (20) 


la ecuación en diferencias finitas quedará expresada de la siguiente forma: 
a He a+ 1=0 (21) 


Una ecuación tal puede ser descrita para cada uno de los nudos interiores 
y su solución puede obtenerse bien por el método de iteración, bien por 
el de relajación. 

En el caso de una red exagonal (fig. 86), la carga repartida sobre el 
triángulo equilátero representado por la línea a trazos estará aplicada en 
el nudo O. Llamando ó a la longitud del lado de la malla exagonal, vemos 
que el lado del triángulo equilátero es Ha y su área 343 64. La carga 
correspondiente, 34/43 q0*/4, será equilibrada por las tensiones de los tres 
hilos 0-1, 0-2, 0-3. Para que la red de hilos corresponda a la membrana 


tensada igualamos la tensión de los hilos a 5x3. La ecuación de equili- 
brio será entonces: 


, q a AR 
wi + A Bi 3 + OS = () 


0 + 202 + 103 — Bu + Lt = 0 (22) 
Para obtener las ecuaciones en diferencias finitas correspondientes a los 
problemas de torsión, tenemos que sustituir q/3 por 2G6 en las ecuacio- 
nes (19) y (22). 
Consideremos, a título de ejemplo, la torsión de una barra cuya sec- 
ción es un triángulo equilátero! (fig. 9. La solución exacta de este pro- 
blema ha sido obtenida en el $ 92. 


l Este ejemplo es estudiado con detalle en el libro de Southwell, foc. est. 
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Empleando el método de relajación, lo natural es elegir para el caso 
presente una red triangular. Comenzando con una red abierta tomamos 
como dimensión ó de la malla un tercio del lado e del triángulo. En conse- 
cuencia tendremos un único nudo interior O y los valores de la función + 


de tensión en todos los nudos adyacentes, 1, 2, ..., 6, serán cero, por estar 
esos puntos en el contorno. La ecuación en diferencias finitas para el 
punto Q se obtiene entonces, a partir de la ecuación (19) sustituyendo tt 
por de y 9/3 por 2G4 lo que da: 


Gda? 
6do = 3606? = E id 
3 
de donde se deduce: 
E 
EN —_ aa DR 
Da 18 (23) 


Pasemos ahora a una red más fina, Para obtener valores iniciales con- 
sideremos el punto a, centro del triángulo 1-2-0. Supongamos que este 
punto está unido a los nudos 0, 1 y 2, mediante los tres hilos a-0, a-1, a-2 
de longitud 4/13. Considerando el punto a como un nudo de una red 
exagonal (fig. 86), sustituyendo 4 por 6/43, q/8 por 260 en la ecuación (22) 
y tomando 2 = tip =U, ts = (q uh = €., se obtiene: 


1 (r0b* Gar 
de = 5 (o. E mE) = E (24) 


Estos mismos valores pueden ser tomados para la función de tensión en 
los puntos 5, e, d, e y f de la figura 9. En lo que se refiere a los puntos 
k, Ln, usaremos una vez más la ecuación (22), que para este caso en el 
que 6, = y = y = Ú nos da: 


di = dm = $e == (95) 
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De esta forma tenemos los valores de 4 en todos los puntos señalados 
mediante pequeños círculos en la figura 10. En esta figura vemos, asi- 
mismo, que de cada uno de los nudos a, € y e parten sels hilos como se 
exige que ocurra en una red triangular (fig. 84). En los nudos restantes, 
sin embargo, el número de hilos es inferior a seis, Con el fin de satisfacer 
las condiciones de red triangular en todos los puntos interiores, operamos 
en la forma que indican las lineas a trazos de la parte superior de la figu- 
ra 10. De esta forma, la sección recta se encontrará dividida en triángulos 


ca) 


Fic. 11 


equiláteros de lado ó = 4/9. Por razones de simetría vemos, que para 
resolver nuestro problema, basta con considerar una sexta parte de la 
sección recta, por ejemplo, la mostrada en la figura lla. Los valores 
de $en los nudos O, a, b y k están ya determinados. Los correspondientes 
a los puntos 1, 2 y 3 serán calculados ahora usando la ecuación (22) y el 
valor de ¿$ en los tres puntos adyacentes. Para el punto 1, por ejemplo, 
tendremos: . 
$ + da + de — 391 + 3200 (5) =0 
de donde sustituyendo e, de de por sus valores anteriormente calcula- 
dos, se obtiene: 
db = 1: Ga? (26) 


De igual manera podemos calcular de y 3. En la figura 1la! han sido 
inscritos todos los valores a la izquierda del nudo correspondiente, Tales 
cantidades serán utilizadas ahora como valores iniciales para el proceso 
de relajación. 


' En la figura há sido omitido el factor Ge”. 
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En el caso de la torsión, la ecuación (19) será sustituida por la 


hh Fd+t:": : + de — Oo + 3003 =0 
que introduciendo la notación: 
_Guary* ¿Ed 27 
A > (7) 
queda en forma puramente numérica: 
YH Hi — bi + 18 =0 (28) 


Los valores iniciales de y, calculados mediante la ecuación (27), están 
inscritos a la izquierda de los nudos en la figura 116, Sustituyendo estos 
valores en el primer miembro de (28) encontramos los residuos corres- 
pondientes: 


Ri=P0 Hg + Go? + 18 (29) 


Los residuos asi calculados, están escritos a la derecha de cada nudo en 
la figura 1165. Para la eliminación de los mismos comenzamos por el 
punto 4. Dando a este punto un desplazamiento y, = —2 añadimos 


Fia. 12 


[véase la ecuación (29)] +12 al residuo en a y —2 a los de todos los puntos 
adyacentes. De esta forma el residuo en a ha sido eliminado, mientras 
que el correspondiente al punto 6 toma el valor —2. Los residuos en el 
contorno carecen de importancia puesto que en los puntos del mismo 
tenemos soportes fijos. Considerando ahora el punto £ e introduciendo 
en él un desplazamiento +2 anulamos su residuo y añadimos +2 a los 
residuos de los puntos b, d y e. El resto de los mismos será anulado im- 


* El número 486 ha sido introducido en esta fórmula con el fin de trabajar solamente 
con números enteros. 
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poniendo un desplazamiento —2 al punto f. Sumando a los valores imi- 
ciales de y todas las correcciones registradas, obtenemos los valores correc- 
tos de yw, y empleando la ecuación (27) los de e. Tales valores que dividi- 
dos por Ga? aparecen en la figura l11c comeciden con los obtenidos en 
la solución rigurosa (g) del $ 92, 


5. Relajación en grupo y en bloque. En el proceso seguido hasta 
aquí, para anular los residuos, se trabaja con un solo nudo, considerándose 
fijos al resto. A veces, sin embargo, es preferible desplazar un grupo de 
nudos simultáneamente. Supongamos, por ejemplo, que la figura 12 re- 
presenta una porción de cuadricula y que damos un desplazamiento uni- 
tario a todos los puntos de la zona rayada mientras el resto de los nudos 
permanecen fijos. Podemos imaginar que todos los nudos de la zona rayada 
están unidos a una placa rigida de masa nula, la cual es desplazada una 
longitud unidad según su propia normal. De las consideraciones sobre el 
equilibrio (fig. 6) se deduce que los desplazamientos deseritos modifica- 
rán los residuos de los nudos, extremos de los hilos que unen la placa 
ravada con el resto de la cuadricula. Si O y 1 representan los nudos extre- 
mos de un hilo, la contribución a sus propios residuos de los desplaza- 
mientos th Y Te, Son: 


tp — Uy E, —= Só tio — ui 


Ro = —56 y O 
ó ó 


51 mantenemos fijo ahora el punto 1 y al O le damos un desplazamiento 2, 
las fuerzas residuales se incrementarán en: 
AR» = =$ Ate, AR, = y An 


Introduciendo, conforme a nuestra notación anterior, las cantidades adi- 
mensionales: 


R gá? 
o 


obtenemos: 
Aro = — Ayo, Ar; . Año 


Vemos entonces que dando un incremento unidad a yy se produce un 
cambio de los residuos igual a: 


Ara = —1, Ar, = +1 


Estos cambios son representados en la figura. Los residuos de los otros 
nudos de la red no varian. 51 n es el número de hilos que unen la placa 
móvil al resto de la red el desplazamiento unidad de aquélla, tiene por 
efecto añadir la cantidad —» a la resultante de las fuerzas residuales ac- 
tuantes sobre la porción ravada de la red. Eligiendo un desplazamiento 
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tal que anule la resultante, obtenemos un conjunto de fuerzas residuales 
que se anulan mutuamente, siendo así más fácil su eliminación mediante 
el procedimiento normal de relajación punto por punto. En las aplica- 
ciones prácticas es ventajoso alternar el proceso de relajación en bloque 
con el de relajación punto por punto. Supongamos, por ejemplo, que la 
zona rayada de la figura 13 representa una porción de una red triangular. 


aro pr? 
AL ¿El 


El número » de hilos que une esta porción al resto de la red es 16 y la 
resultante de los residuos escritos en la fipura es 8,8, El desplazamiento 
en bloque apropiado seria, en consecuencia, 8,8/16 = 0,55, Después de 
aplicar ese desplazamiento la resultante de las fuerzas residuales que actúan 
sobre la zona rayada de la red se anula y la liquidación de los residuos 
se conseguirá más fácilmente mediante el procedimiento de relajación 
punto por punto. 

En lugar de dar a la placa ficticia un desplazamiento, perpendicular 
a su plano y constante para todos sus nudos, se la puede girar alrededor 
de un eje situado en su plano. Los desplazamientos correspondientes de 
los nudos y la modificación resultante de los residuos puede calcularse 
fácilmente. De esta forma podemos anular, no solamente la resultante de 
las fuerzas residuales sino también el momento resultante respecto a cual- 
quier eje elegido en el plano de la placa. 

Podemos igualmente prescindir-de la noción de placa ficticia y asignar 
desplazamientos arbitrarios a cualquier grupo de nudos. Si tenemos alguna 
idea sobre la forma de la superficie de deformación de la red, podremos 
elegir desplazamientos de grupo que aceleren el proceso de anulación. 


6. Torsión de barras de sección múltiplemente conexa. Como 
ya hemos demostrado ', cuando las barras son de sección múltiplemente co- 
nexa la función de tensión $ aparte de satisfacer la ecuación (4) debe 
verificar a lo largo de cada contorno interior la relación: 


db sl 
pe de = 2G6A (30) 


en la que 4 es la superficie del agujero. 


'Vésse el % 101. 
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En la analogía de la membrana la ecuación correspondiente es: 


A 
5 as = gA (31) 


que significa que la carga, uniformemente repartida sobre la superficie 
del agujero?, es equilibrada por las tracciones existentes en la membrana. 
Aplicando ahora las ecuaciones en diferencias finitas y considerando como 
red una cuadricula, pondremos Só como tensión de los hilos y llamaremos 
aw a la flecha del contorno y +4 a la del nudo 1, adyacente al agujero. 
Tendremos antonces, en lugar de la ecuación (31), la expresión: 


o la: 


5 ( y — r02,) + qA =0 (32) 


en la que = es el número de hilos que unen la superficie del orificio al 
resto de la red. La ecuación (11) no es más que un caso particular de la 
ecuación (32) en la que »” = 4. 


Podemos escribir tantas ecuaciones (32) como agujeros existan en la 
sección transversal. Estas ecuaciones junto con las (11), escritas para cada 
nudo de la cuedriícula, bastan para determinar las flechas de todos los 
nudos de la red y del contorno de los agujeros. 

Examinemos, por ejemplo, el caso de un tubo cuadrado cuya sección 


El orificio es representado por una placa absolutamente rigida de peso nulo, que se 
puede desplazar según la perpendicular al plano inicial de la membrana tensada. 
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es la representada en la figura 14, Domando la cuadrícula abierta repre- 
sentada en la figura y teniendo en cuenta las condiciones de simetria, 
observamos que basta con determinar los valores de la función de tensión 
ena, bc, d y e. Las relaciones necesarias se obtendrán utilizando la ecua- 
ción (32) y las cuatro ecuaciones (11), correspondientes a los nudos a, 
b, € y d. Sustituyendo q/S por 260 y observando que 1 = 20 y A = 166 
estas ecuaciones toman la siguiente forma: 


Me — Eb — Be — del = 16: 20'06* 
2b — da = — 206" 
a—Ab+e+e= — 2606 
b=de+d+e= —2606* 
ze — Hi +e 2605 


Estas ecuaciones pueden resolverse fácilmente, obteniéndose: 


1170 
= — 2008 
458 
asi como los valores a, hb, € y d. 
Estos valores, obtenidos con una red abierta, no nos dan las tensio- 
nes con suficiente exactitud, siendo necesario pasar a una red más fina, El 


resultado de tales cálculos puede encontrarse en la obra de Southwell '. 


7. Puntos próximos al contorno. En los ejemplos precedentes 
existían nudos de la red que se encontraban en el contorno, pudiéndose 
aplicar el mismo procedimiento de relajación a todos los puntos, Á me- 
menudo, sin embargo, ocurre que ciertos puntos se encuentran muy próxi- 
mos al contorno, estando ligados al mismo por hilos muy cortos. Á causa 
de las diferencias de longitud de los hilos es preciso introducir ciertas 
modificaciones en las ecuaciones (11) y (19). Vamos a estudiar ahora tales 
modificaciones centrándonos en el ejemplo representado en la figura 15. 
Una pieza plana en la que existen dos entalladuras semicirculares es some- 
tida a esfuerzos de tracción, repartidos uniformemente en sus extremos. 
Supongamos que mediante el método fotoeléctrico, expuesto en gl ca- 
pitulo 5, se haya determinado en todos los puntos la diferencia de las 
tensiones principales. Nuestro problema ahora es determinar la suma de 
las tensiones principales, la cual como va hemos indicado ($ 2 del apéndice) 
debe satisfacer la ecuación diferencial (6). En los puntos del contorno se 
conoce una de las tensiones principales, por lo que usando los resultados 
de los ensayos fotoelásticos, podremos determinar la otra tensión prin- 
cipal y la suma de las mismas. Nuestro problema, por tanto, es resolver 
la ecuación diferencial (6) conociendo los valores de «4 en el contorno. 


ER, Y, Soutbwell, Relaxation Methods in Theoretical Physics, pág. 60, Oxford University 
Press, Nueva York, 1946. 
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Aplicando el método de las diferencias finitas a una red de malla cuadrada, 
observamos que a causa de la simetria de la pieza basta con considerar 
una cuarta parte de la misma. Esta porción junto con los valores de 4 


Fic. 15 


en el contorno son mostrados en la figura 16, Considerando el punto 4 
de esta figura, vemos que tres de los hilos que en él confluven tienen la 
longitud «standarde Ó, rmientras el cuarto tiene una longitud menor mó 


400 4I00 4600 5400 6700 8500 10500 11400 


ie PA 


MM 


(m = 0,4 en este caso). Esta circunstancia deberá ser tenida en cuenta 
al establecer la ecuación de equilibrio del punto 4, la cual sera: 


| De — a — É de da Pa — Hs = 
CAERSE 


toto +om(3+ [0-0 


Aplicando al punto 4 el procedimiento normal de relajación y dando 
a 4, un incremento igual a la unidad, introduciremos en los residuos los 
cambios que se muestran en la figura 17a. Este tipo de repartición debe 
ser empleado para la anulación de los residuos en A. Si consideramos el 
punto E, vemos que a él llegan dos hilos más cortos de lo normal. Llamando 
a sus longitudes mó y nó, vemos que la eliminación de los residuos en el 
punto B debe ser realizada según la forma ilustrada en la figura 17b. 
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Aplicando esta forma operatoria en todos los puntos próximos al contorno 
y el proceso normal de relajación en el resto de los nudos, se llega a los 
valores de 4 expresados en la figura 16". 


FiG. 17 


En el caso más general en el que se emplea la ecuación (9) y existen 
cargas exteriores aplicadas a los nudos, llamamos mó, nó, ró y só a las 
longitudes de los hilos que confluyen en un punto «irregular. O de la 
cuadrícula y supondremos que la carga transmitida a este nudo es 
gó* 


q imipr tr $). La ecuación de equilibrio sera entonces: 


Cim+n+r+s) 


cios us 

Para m = mn =+*"=3= l, esta ecuación coincide con la (11), deducida 
para un punto regular. Mediante la ecuación (33) se puede, en cada caso, 
establecer el procedimiento conveniente semejante al mostrado en la figu- 
ra 17 para ponderar los residuos, Podemos establecer igualmente una ecua- 
ción análoga para el caso de una red triangular. 

Con las modificaciones que acabamos de estudiar, el procedimiento 
de relajación se aplica a los casos en los que existen puntos irregulares 
cerca del contorno, 


8, Ecuación biarmónica. Hemos visto ($ 16) que en el caso de 
problemas de elasticidad, bidimensionales, con fuerzas conocidas actuando 
sobre el contorno y fuerzas másicas nulas, las tensiones vienen definidas 
por una función de tensión «¿ que satisface la ecuación biarmónica: 


a 


dp de 
in Tra ayi dl 


? Este ejemplo ha sido tratado por E, Weller y G. H. Shortley, vease 7. Applied Mechanics, 
1939, pág. A-71. Dado que los valores de $ en el contorno se obtienen de ensayos fotoelis- 
ticos y son conocidos con una precisión pequeña, los valores en los puntos interiores son dados 
con sólo dos o tres cifras significativas. 
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y las condiciones de contorno (20) del $ 14, que en este caso son: 


o e PO 

dy? óxdy “7 

A q 
dx* dr dy 


Conociendo las fuerzas que actúan a lo largo de la periferia podemos 
calcular $ en el contorno integrando! las ecuaciones (35). El problema 
se reduce entonces a encontrar la función $ que cumpla en todo punto 
interior al contorno la ecuación (34) y que tome (la función $ y sus deri- 


vadas) en él ciertos valores prescritos. Usando el método de las diferen- 
cias finitas tomemos una red cuadrada (fig. 18) y transformemos la ex- 
presión (34) en la ecuación correspondiente en diferencias finitas. Cono- 
ciendo las derivadas segundas: 


Pe 1 ; 
(5) At Dd] 


a? 1 
(e ! = 3 (ds — 261 + dn) 


e 1 | 
ES) A 
se deduce que: 


Ay a 2). 1 a (Es | 
dy? 0 ó dx? da? 5), ps 


ke eii 


' Consideramos aquí solamente regiones simplemente conexas. 
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De forma dp tenemos: 

4 

de == = (66 — debes — dr +] 1H du) 
li + de + a + 10 + ue] 


Sustituyendo estas expresiones en (35), obtenemos la ecuación en dife- 
rencias finitas buscada: 


20H — ld + dt: + ds + 0) + Ll + da EH duo + 112) 
+óst + =0 (56) 


Esta ecuación debe ser satisfecha en todo nudo de la red interior al con- 
torno de la placa. Para obtener los valores de la función de tensión en 
el borde $ integramos las ecuaciones (35). Observando (fig. 20, $ 15) que: 


l=c0s0a => y m = sena = —dx/de 
las ecuaciones (35) tomarán la forma 


dy Pg | de dé d (22) -É 


ds dy? * de óxdy dsXoy an 
3 
E 
de ón dedróy  dsNóxJ “ 
de donde por integración se obtiene: 
__ fp 
se. / P ds 
(38) 
>| a 
dy 


Para determinar $ utilizamos la ecuación 


d$9 _ dedr , de dy 


ds  dxds ' dy ds 


que integrando por partes nos da: 


o=25+ e - f(. 22 aaa +uHL)as (39) 


Sustituyendo en esta ecuación los valores de las derivadas, dados por las 
expresiones (37) y (38), se puede calcular el valor en el contorno de $. 
Es preciso advertir que el cálculo de las derivadas primeras (38), introducirá 
dos constantes de integración 4 y B y que en la realización de la integral 
que figura en la ecuación (39) aparecerá una tercera constante €. La expre- 
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sión final de $ contendrá, por tanto, una función lineal 4x + By + C. 
Puesto que las componentes de la tensión vienen dados por las derivadas 
segundas de $, esa función lineal no modifica su distribución, pudiéndose 
elegir arbitrariamente en consecuencia las constantes A, B y €. 


de) 


Fig. 19 


Partiendo de los valores de $ y de sus derivadas primeras en el con- 
torno, podremos calcular aproximadamente los valores de 4 en los nudos 
advacentes al contorno, tales como los puntos 4, € y E de la figura 19. 
Teniendo, por ejemplo, los valores de da y de (04d /0x5 en E se obtiene: 


1] db 
de = de + (22) a, da = ba — (2 


Po 


Fórmulas análogas pueden ser escritas para el punto E. Ulteriormente, 
cuando la forma de la superficie que representa la función de tensión «¿ 
sea conocida de manera aproximada, se podrá realizar una evaluación más 
exacta de estas cantidades. 

Conociendo los valores aproximados de $ en los nudos adyacentes al 
contorno y escribiendo para los restantes nudos interiores las ecuaciones 
del tipo (36) correspondientes, tendremos un sistema de ecuaciones lineales 
que basta para calcular los valores de ¿f en los nudos. Las diferencias 
segundas podrán ser usadas para el cálculo aproximado de las tensiones. 

El sistema de ecuaciones (36) puede ser resuelto, bien directamente, 
bien de forma aproximada, mediante los procesos ya estudiados. Los di- 
versos métodos para obtener la solución serán ilustrados a continuación 
mediante el ejemplo sencillo de una placa cuadrada, cargada en la forma 
que se indica en la figura 20". 

Tomando los ejes de coordenadas que se muestran en la figura?, 
calculamos a partir del origen los valores de $ en el contorno. De x = Ú 
a x= 0,%a, las fuerzas aplicadas sobre el borde son nulas, de donde: 


0 2 e 


dx? Hay" 


¡Este es uno de los muchos casos estudiados por PF, M, Varvak, Collection ef Papers on 
Structural Mechamies, Kiev Structural Institute, vol, 3, pág. 143, 1936. K. Bever ha dado 
igualmente una solución numérica de un problema semejante en su libro Die Statuk im Etsen- 
betonbarw, 2.2 edición, vol. 2, pág. 733, Berlin, 19H. 

* Se obtiene este sistema haciendo girar los ejes de lá figura 20, $ 14 
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que integrando nos da: 


de 2% d$ _ 
27% p=Ar+B, 5 =0C 


donde A, B y € son constantes a lo largo del eje x, que como ya hemos 
dicho pueden ser elegidas arbitrariamente. Nosotros supondremos que 
A=B=C=0, La función $ se anula entonces, en aquella porción del 


A 
e 
0RB| El 


ITEB | E: nn 


Fi. 20 


lado inferior sobre la cual no actúa ninguna carga, lo que asegura la sime- 
tría de 4 respecto al eje y. Desde x = 0,48 hasta x = 0,54, actúa una carga 
uniforme de intensidad 4p y las ecuaciones (38) dan: 


A AAA 

Er | so az - Apr + Cr 
de _ 
e: 


Integrando se obtiene: 
$ = —2pa* + Cir + O 


54,—TEGHIA DE LA FLSATICIMA LS 
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Las constantes de integración vendrán determinadas por las condi- 
ciones de que en el punto x = (0,48, común a las dos partes de la arista infe- 
rior, los valores de 4 y 04 /0x sean únicos, Tendremos, en consecuencia, que 


(—4pzx + Cihlem6.4e za D, (—2px* + Cy | Ca)em0,40 = 
de donde se deduce 
Cr = 1,6pa, Cy = —0,32pa* 


La función de tensión 4 desde x = 0,48 a x = 0,58, estará representada 
por la parábola 


$ = —2px* + 1,6pax — 0,38 2pa* (a) 
que para el vértice de la placa nos da: 


d 
(d)acose = —0,02pa", (5S)_. _= —04pa " 


Sobre el lado vertical de la placa no actúa ninguna fuerza, por lo que de 
las ecuaciones (38), se deduce que para cualquier punto de este borde, 
los valores de ¿p/0x y 0bd/0v deben ser los mismos que para el vértice 
inferior, es decir, 


O 
2 =—O4pa, 32=0 (e) 


Resulta de esto que 4 permanece constante a lo lareo del lado vertical. 
Este valor constante, ya calculado para el vértice inferior, será —0,02pa?. 

A lo largo de la parte no cargada del borde superior las derivadas pri- 
meras de $ deben permanecer constantes. Tomarán, por tanto, el valor 
dado por (e), idéntico al correspondiente al vértice superior. La función 
de tensión será entonces: 


$ = —0 dpar + € 


Puesto que en el vértice superior izquierdo el valor de 4 es —0,02pa?, 
se deduce que € = 0,1894 y la función de tensión es: 


$ = — O, 4paz + 0,18pa* (d) 
Considerando ahora la porción cargada del borde superior y observando 
que en ella ds = —dxe Y = —p, A = Ú, se obtiene de las ecuaciones (38) 
dó _ = | 
de = pr <- € 
la] 


dy 
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Para x = 0,4a estos valores deben comecidir con los (ec). Se tiene entonces 
CO, = €, =0 y la función de tensión tomará la forma: 


A 
p=-E40 


Para a = 0,+e su valor debe ser igual al dado por (4), de donde € = 0,1pa? y 


2 | 
$ = — E +0,lpa* (e) 


La función de tensión viene representada por una parábola que tiene al 
eje y como eje de simetría. Con esto se termina el cálculo de los valores 
en el contorno de $ y de sus derivadas primeras, ya que los valores corres- 
pondientes a la parte derecha del borde se obtendrán por simetría. 
Poniendo 
pa? cs 
db 


podemos expresar todos los valores calculados para el contorno, en la 
forma mostrada en la figura 20, 

Calculemos ahora, extrapolando, los valores de 4 en los nudos situa- 
dos al exterior del contorno. Volviendo a empezar con el borde inferior 
de la placa y observando que la ¿4/dy se anula a lo largo de este lado, 
podemos tomar para los puntos exteriores los mismos valores di1, dia, dis, 
que para los puntos interiores adyacentes al contorno!, De igual manera 
procedemos con el borde superior de la placa. A lo largo del borde vertical 
la derivada es: 


y podemos obtener, de forma aproximada, los valores correspondientes 
a los puntos exteriores, restando la cantidad: 


de los valores asignados a los nudos interiores, adyacentes al contorno, 
en la figura 20, 

Podemos ahora iniciar el cálculo de los valores de 4 en los nudos 
interiores de la red. Abordando la resolución directa de las ecuaciones en 
diferencias finitas, debemos escribir, habida cuenta de la simetría del pro- 
blema, las ecuaciones (36) para los 15 puntos indicados en la figura 20. 


' Este procedimiento de extrapolación utilizado en el articulo de Warvak es diferente del 
indicado en la página 528, 
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La resolución de estas ecuaciones da para $ los valores que figuran en 
la tabla siguiente: 


LA 
m3 q 
"ll 
ba 


3,356/2,885 [1,482 2,906/2,512 11,31 112,306 2,024/1,00711,531/1,381 0,900/0,634/0,608 03U 
3.350 s | | | 113810 se E p 


Calculemos la componente normal de la tensión o, a lo largo del eje y. 
Los valores de esta tensión vienen dados por la derivada segunda 4 /2y*, 
Utilizando las diferencias finitas obtenemos para el punto superior (y = a) 


(3,356 — 2- 3,600 + 3,356) 0,488pa* 
A AAA A = —0,488p 


d/B 


lea pa 
Para el punto inferior (y = 0) 


(0,634 — 0 + 0,634)8 


7 = 1,268p 


[6x)ymo E 
51 consideramos la placa como una viga apoyada sobre dos soportes y 
suponemos que los valores de o, en la sección media (x = 0), siguen una 
distribución lineal, tendremos que (5,) mix = 0,609. Vemos, pues, que para 
una placa de esa forma la fórmula usual de las vigas da un resultado 
incorrecto. 


Fra. 21 


Para resolver las ecuaciones en diferencias finitas mediante el proceso 
de iteración, tomemos ciertos valores iniciales arbitrarios $1, ba, ..., dis. 
Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (36) obtenemos las fuerzas 
residuales correspondientes a todos los nudos interiores, los cuales pueden 
ser eliminados siguiendo el proceso de relajación. El tipo correcto de re- 
partición obtenido a partir de las ecuaciones (36) es representado en la 
figura 21, en la que se dan los cambios de los residuos causados por la 
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variación de 4, en una unidad. Cuando este método es aplicado a la placa 
cuadrada estudiada anteriormente, debe observarse que los valores de $ 
a lo largo del contorno están sometidos a las restricciones, que se siguen 
de las condiciones de borde, lo que implica que las fuerzas residuales en 


. 
[— E 
Le pp 
(ax) | (b) 


Fla, 22 


(e) 


los puntos del contorno no deben ser eliminadas. Á continuación podemos 
pasar a una red más fina utilizando como valores iniciales de 4 los ob- 
tenidos para la red abierta. 

En casos de distribución asimétrica de carga tales, por ejemplo, como 
el mostrado en la figura 22a, la carga aplicada puede descomponerse según 
indican las figuras 220 y 22c, en una componente simétrica y otra anti- 
simétrica. En estos dos últimos casos podremos limitarnos a considerar 
media placa, puesto que en el caso simétrico d(x, y) = $(—x, y) y en 
el antisimétrico ¿lx, 4) = — $(—x, y) 


El trabajo puede reducirse aún más, considerando igualmente el eje 
horizontal de simetría de la placa rectangular. La carga representada en 
la figura 20 puede descomponerse en la forma que indica la figura 23, 
en una componente simétrica y otra antisimétrica. En cada uno de estos 
casos bastará con calcular los valores numéricos de la función de tensión 
en uná cuarta parte de la placa. 
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9. Torsión de árboles circulares de diámetro variable. El 
estudio de este problema exige, como hemos visto en el $ 104, encontrar 
una función de tensión que satisfaga la ecuación diferencial 


: 2 
49 _ 30d e _0 (40) 


aio rár az 


en todo punto de la sección axial del árbol (fig. 24) y que sea constante 
a lo largo del contorno de esa sección. 


Fic. 24 Fi. 25 


La solución rigurosa del problema es obtenible solamente en unos 
pocos casos sencillos, siendo necesario en la mayoría de los casos prácti- 
cos, hacer uso de métodos aproximados. 

Nosotros emplearemos el método de las diferencias finitas con una 
red cuadrada. Considerando un nudo O (fig. 24) podremos operar sobre 
las derivadas segundas que figuran en la ecuación (40), en la forma en que 
lo hemos hecho anteriormente. Como derivada primera podemos tomar: 


a ¿(24 ht) - $1 — 63 
7 PERA 1) ó 25 


La ecuación en diferencias finitas correspondiente a la ecuación (40) será: 


Atte dm y Am )=0 (41) 
Nuestro problema, entonces, se reduce a encontrar el conjunto de valores 
de $ que tomen el valor constante supuesto en el contorno y que satis- 
fagan las ecuaciones (41) en todo nudo interior de la red. Podemos tratar 
este problema, bien resolviendo directamente las ecuaciones (41), bien 
mediante uno cualquiera de los métodos de iteración. 
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Consideremos, a titulo de ejemplo, el caso representado en la figura 25. 
En la región en la que varía rápidamente el diámetro, tendremos una dis- 
tribución tensional complicada, pero a suficiente distancia de la transición 
una solución sencilla de Coulomb, nos dará una precisión suficiente y la 
distribución de tensiones será independiente de z. La ecuación (40) para 
tales puntos toma la forma 


de —3dp _ 
di Far” (42) 


siendo la solución general de la misma 
o =AÁAr+B (43) 


v las tenstones correspondientes (véase el $4 104), 


Ta = dr = dar, TH A O 


donde M. es el par aplicado e fa el momento polar de inercia del árbol. 
Suprimiendo de la solución general (43) la constante B, que no ejerce 
ninguna influencia sobre la repartición de tensiones, encontramos que a 
suficiente distancia de la transición, la función de tensión viene dada por 
las expresiones 


M, z En M, a 
Ao AT 


(44) 


Estas expresiones se anulan en el eje del árbol y toman sobre el borde 
el valor común M427. Dado que $ es constante a lo largo del contorno, 
ese mismo valor será el correspondiente a la curva de transición. De esta 
forma, en la resolución de las ecuaciones (41), la elección del valor coms- 
tante en el contorno equivale a asignar al par un valor determinado. 

En la resolución de las ecuaciones (41) podemos aplicar de nuevo la 
analogía de la membrana. Comenzamos con los puntos en los que se veri- 
fica la ecuación (42). La ecuación en diferencias finitas correspondientes es: 


$1 + da — 241 — z ($1 — $3) =0 (45) 


Esta ecuación tiene la misma forma que la que define las deformaciones 
de una membrana de forma cilindrica, cuya tensión varia en razón inversa 
con +, Para demostrar esto consideremos tres puntos consecutivos de la 
red (fig. 26). Las flechas correspondientes son designadas por 20z, Up, EU. 
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La tensión en el centro de los hilos 3-0 y 0-1 será: 


Só E 35 
(: ay Sl +2) 
3 
Só 83 ( ) 
(q == A 3 _— A 


La ecuación de equilibrio del punto O será, entonces 


55 30%| 1 — Wo , Sé 30 Y 3 — Up 
E E e 
36, 
11 — Lt09 + 105 — 5 (t1 — 03) =0 


que comeide con la ecuación (45). 
En el caso general, observando que la tensión de la membrana no de- 
pende de =, obtenemos la ecuación 


00 + 102 + 109 104 — dao — 7 (0 — 103) =0 (46) 


la cual concuerda con la (41). Vemos, pues, que podemos calcular la fun- 
ción de tensión como si se tratara de la deformación de una membrana 
sometida a una tensión no uniforme, cuya deflexión en el contorno es el 
valor constante M.f2 y en puntos distantes de la transición el dado por (44). 


Fic. 26 


Tomamos entonces ciertos valores iniciales arbitrarios para te, los susti- 
tuimos en el primer miembro de las ecuaciones (+6) y calculamos los res1- 
duos. El problema, ahora, consiste en eliminar esos residuos por el pro- 
cedimiento de relajación. La figura 26 muestra que dando al punto O un 
desplazamiento unidad, añadimos a los residuos de 1 y 3 las cantidades 


“5 236 : 5 36 
(0-2) £(+2) 
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lo que nos indica que la repartición de las variaciones, para la operación 
de relajación, es la mostrada en la figura 27 y que cambia de un punto 


+] 


Fa. 27 


a otro con la distancia radial r,. R. Y. Southwell y D. N. de G. Allen 
han efectuado cálculos de este tipo?. 


l Proc. Roy. Sos. (London!, serie A, vol. 183, págs. 125-134, Véase también el libro de 
Soutbhwell Relaxation Methods in Theoretical Phwvstics, pág. 152. 
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Perfiles laminados, torsión de, 324. 
Peso: 
extensión de barras por su propio, 282. 
flexión de la viga por su propio, 66, 77, 381. 
Pieza en voladizo: 
de diversas formas de sección transversal: 
circular, 359, 
elíptica, 360. 
otras formas, 368, 
rectangular, 362. 
delgada, 58. 
deflexión, 62, 380, 
distorsión de la sección transversal de la, 
62, 380. 
tensiones, 58, 355, 
Placas: 
circulares cargadas simétricamente, 388, 
de cuarto de onda, 164. 
flexionadas, 291, 388. 
semundefinida, 111. 
Planas, ondas, 496. 
Plano: 
medio de la placa, 390, 
principal, 250, 259. 
de la tensión, 36, 250. 
Poisson, coeficiente de, 28. 
determinación, 291, 
Polariscopio: 
circular, 164. 
plano, 160. 
Polanzada, uso en medida de tensiones de la 
luz, 154, 


Polarizador, 164, 
Polinómicas, soluciones para problemas: 
bidimensionales, 52. 
de concentración de tensiones simétricas, 
386. 
de torsión, 302, 
Potenciales complejos, 219. 
Presas, tensiones en, 69, 
Presión: 
distribuida sobre superficie de contacto, 
415, 416, 420. 
entre dos cuerpos en contacto, 413, 419. 
hidrostáticas, 30. 
en cilindro hueco, $4, 
en recipiente esférico, 396. 
tensiones producidas por, 282, 
producida por un punzón rígido, 412, 
Principio: 
de Saint-Yenant, 56, 178. 
de superposición, 271. 
del minimo trabajo, 195, 
del trabajo virtual, 179. 
Prisma: 
de Micol, uso en fotoelasticidad, 160. 
flexión, 355. 
torsión, 294, 
triangular: 
en la flexión, 370, 
en la torsión, 303, 317, 516. 
vibraciones longrtudinales en, +80, 
Problema: 
de Hertz, 413, 418. 
de Lamé, 84, 399, 
Propagación de ondas: 
en barras, 480, $ 
en sólidos, 494, 
sobre la superficie de un cuerpa, 499, 500. 


Radial, deformación, 91. 

Ravleigh, ondas de, 499, 

Recipiente esférico: 
sometido a presión interior o exterior, 396, 
tensiones térmicas en, +61. 

Recocido, disminución de las tensiones por 
el, +69. 

Red: 
cuadricular, 504. 
hexagonal, 515, 
triangular, 515, 

Relación tensión-deformación [(v. Lev de 
Elookel, 

Relaciones idénticas entre los componentes 
de deformación (v. Condiciones de compa- 
snbilidad). 

Relajación en grupo y en bloque, 520 

Residuales, tensiones, +40, 

Residuos, 511. 

Resistencia eléctrica, extensómetros a, 41. 

Resortes helicoidales, tensiones en los, 433. 
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Rigidez: 
de flexión de las placas, 293. 
módulo de, 30, 
torsional, 301, 
Roseta, extensómetro, +2. 
Rotación, componentes de, 260, 
Rotura: 
hipótesis relativas a las condiciones de, 177. 
tensión en la, 177. 


Saint-Venant: 
principio de, 56, 178. 
problema de, 295, 356, 
Sector: 
circular, problema torsiomal correspon- 
diente a un, 316. 
de anillo: 
en la flexión, 438. 
en la torsión, 433, 
Serie de Fourrier: 
aplicación en los problemas de flexión, 363. 
curva de deflexión representada por, 184. 
en problemas: 
bidimensionales, 70, 77, 145. 
de torsión, 313, 321, 
Semicirculares, entalladuras, 116, 246, 523. 
Sismógrafo, 499. 
Solución: 
general: 
de problemas bidimensionales: 
en coordenadas polares, 144. 
para una cuña, 151. 
para los desplazamientos, 270. 
unidad de la, 272. 
Superficie: 
de contacto, 414. 
de curvaturas opuestas, 290. 
directriz, 250, 
neutra, 66, 
Superposición, principio de, 271, 


Temperatura, tensiones provocadas por: 
la distribución no uniforme de la, 441. 
la fluctuación: 

en cilindros, 457. 
en placas, 442, 
Tensión: 
componentes de, 25, 80. 
de barras prismáticas: 
por fuerzas concentradas, 74, 
por la fuerza de gravedad, 252, 
por tensiones distribuidas, 197. 
uniforme, 281, 

de cortadura, 25. 

de origen térmico, 441. 
ecuaciones generales para, 463. 

solución, 475, 

en bandas largas, 447, 446. 
en cilindros, 450, 470, 


en discos, 44, 
en esferas, 445, 459, 
en flujo estacionario de calor, 455, 470. 
en placas, 442, 477, 
en un sólido infinito, 476, 
debida a cambios de temperatura, 442, 
distribución axial simétrica, 382. 
elipaoide de la, 250, 
en dirección radial, 80, 81. 
distribución, 111, 
en la rotura, 177, 
en términos de coordenadas ortogonales 
curvilineas, 224. 
en un punto, 34, 247. 
determinación, 170, 251. 
en una biela de ojo, 150. 
inicial, 4, 148, 274, 468, 
ecuaciones generales para la determina- 
ción, +68. 
en anillos, 94, 148. 
en placas de cristal, 469. 
local: 
en cavidad esférica, 399, 
en orificio circular, 107, 
en zonas de transición: 
en la flexión y la tensión, 168, 170. 
en la torsión, 274. 
medida fotoelástica de las, 159. 
normal y tangencial, 23. 
plana, 32, 250, 277, 
ecuaciones de equilibrio para la, +3. 
función de tensión, +8. 
tensiones en un punto, 34, 
ptincipal, 35, 248. 
determinación, 170, 251. 
radial, 20, 
distribución de, 111. 
residual, 470, 
tangencial, 23, 
componentes, 24, 
distribución en vigas: 
de diversas formas de sección: 
circular, 359. 
elíptica, 361. 
rectangular, 362. 
vigas en 1, $70, 
de sección transversal rectangular, 74. 
cfccto en la flexión de vigas, 63, 133, 
líneas de, 307. 
máxima, 37, 252. 
Tensional simétrica en el eje, distribución: 
en cilindros circulares, 426. 
en dos dimensiones, 83, 
en tres dimensiones, 382, 
Teorema: 
de Castigliano, 191. 
de reciprocidad, 274. 
Teoria de la energía en los materiales frági- 
les, 189, 
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energía potencial como base de la, 177 
Terremoto, ondas del, 499, 
Torbellino constante, 330, 
Torsión: 
árbol troncocónico en, 347. 
barras de sección transversal eliptica en, 
300, 
centro de, 308, 375. 
condiciones de contorno en, 297, 
cuerpo cilíndrico de sección tranverzal en, 
294, 
de úrboles: 
de diámetro variable, 342, 53H. 
huecos, 332. 
de barras prismáticas, 294, 504, 
curvas de transición en, 325, 336, 
de diversas formas de sección transversal: 
de circular, 285, 
eliptica, 300, 
método semiinverso en, 295, 
otras formas, 303, 316, 317, 323, 
perfil laminado, 324. 
rectangular, 310, 312. 
desplazamientos en, 296, 
función de tensión, 298, 
método aproximado en su investigación, 
318. 
de tubos de pared delgada, 336, 
de re sector de anillo de sección circular, 
433, 
ejes cilindricos en, 285. 
lineas de tensión tangencial en, 307. 
tensiones locales en las curvas de transi- 
ción en, 273, 338, 
Torsional, rigidez, 301, 
Trabajo virtual: 
aplicación en los problemas de torsión, 
319. 
principio, 17% 
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Transición, concentración de tensiones en las 
zonás de: 
en entalladuras de diámetro variable, 348. 
en la flexión de placas, 168, 170, 
en la torsión de piezas prismáticas, 325, 337. 

Transversales, ondas, 496, 497. 

Traslación virtual, 179. 

Tubos: 
de pared delgada, torsión de, 336. 
sometidos á presión interna y externa, 84, 
torsión de, 336, 


Unidad de la solución, 272. 


Valor de franja, 163. 
Wanable compleja, funciones de, 210, 
Velocidad: 
de las ondas superficiales, 5U2, 
de ondas: 
de dilatación, 496. 
de dispersión, 496. 
de propagación de ondas en barras pris- 
maáticas, +8, 
Vibraciones longitudinales de barras prismá- 
ticas, 480. 
Vigas: 
carga concentrada sobre una, 125. 
curvatura (v. Et Curvatura de vigas), 07, 
131, 133, 380. 
adicional, 131, 133. 
deflexión, 62, 66, 380. 
distorsión de sus secciones transversales, 
62, 380, 
en T, anchura eficaz de las, 201, 
flexión Cv. Flexión, de vigas). 
tensiones tangenciales, 59, 68, 129, 360, 
361, 365, 368, 369, 371. 


Young, módulo de, 31, 


